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0.1. Sistema de Coordenadas Cartesianas 3

0.1. Sistema de Coordenadas Cartesianas

Las coordenadas cartesianas o rectangulares se usan para definir un sistema de referencia respecto a un solo
eje (recta real), respecto a dos ejes (plano euclideo) o respecto a tres ejes (espacio tridimensional').

En el plano euclideo y en el espacio 3D, los ejes son perpendiculares entre si y se cortan en un punto llamado
origen de coordenadas representado por O.

Figura 1: Sistemas de coordenadas cartesianas en el plano euclideo y en el espacio 3D.

En el plano euclideo, los ejes se denominan:
e Eje X o de abscisa: eje horizontal.
e Eje Y o de ordenada: eje vertical.

En el espacio 3D, las coordenadas cartesianas se suelen denominar?® eje X, eje Y y eje Z.

La localizacién de un punto en el plano euclideo y en el espacio 3D se realiza mediante la utilizacion de las
coordenadas cartesianas.

e Las coordenadas cartesianas de un punto P en el plano euclideo son el par de nimeros reales (x,y) en los
cuales rectas perpendiculares a los ejes que pasan por el punto P, cortan a los ejes.

e Las coordenadas cartesianas de un punto P en el espacio 8D son la terna de nameros (x,y, z) en los cuales
planos perpendiculares a los ejes que pasan por el punto P, cortan a los ejes.

Y
. (z,y)

— -

Figura 2: Representacion grafica de puntos en el plano euclideo y en el espacio 3D.

0.2. Ecuaciones de la Recta en el Plano Euclideo

‘Una recta es un conjunto infinito de puntos dispuestos en una misma direcciéon.

Vamos a ver las diferentes formas bésicas que hay de representar matematicamente una recta en el plano euclideo.

1El espacio euclideo es un tipo de espacio geométrico donde se satisfacen los axiomas de la geometria clasica de Euclides. La
recta real, el plano euclideo y el espacio tridimensional (3D) son casos especiales de espacios euclideos de dimensiones 1, 2 y 3
respectivamente. Estos conceptos se pueden extender también al campo de los ntimeros complejos.

2La disposicién espacial de estos ejes puede variar segin las diferentes aplicaciones.

Pedro José Hernando Oter Clases de Alcerra



4 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

0.2.1. Ecuacién de dos Puntos

Figura 3: Representacion de una recta en el plano euclideo y sus elementos caracteristicos.

Por dos puntos distintos del plano euclideo de coordenadas (x1,y1) y (z2, y2) pasa una tnica recta, cuyos infinitos
puntos (z,y) cumplen la ecuacion:

Y2—"Y% _Y—WNn (1)
To — T xr — X

Despejando la variable® dependiente y en funcion de la variable independiente x, se obtiene la siguiente formula,
practica:

Y2 — U1
g2 Il (e )
e CEEN @

Y=y +

Ejercicio 0.1. Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P = (1,2) y P» = (—1,3) del
plano euclideo.

Vamos a aplicar la Ecuacion (1), tomando por ejemplo? P; = (x1,y1) y P2 = (22, y2).

Y2=% _Yy—un 3-2  y-—-2 -1 _y-2
= S A S . —(w—1)=2(y—2)
To — X1 T —x —-1-1 r—1 2 r—1
1
—(z—-1)=2y—4 ; 2y=4—(xz—-1) ; y:2—§(x—1)

Esta misma ecuacién se puede obtener aplicando directamente la Ecuacion (2). Podemos comprobar como
se cumple para las coordenadas de los puntos P; y P, utilizados en su calculo.

0.2.2. Ecuacién Punto-Pendiente

Se denomina pendiente a la inclinacién de una recta. Conociendo dos puntos de la misma, su pendiente m se
puede determinar como:

m=2200 ®)

T2 — X1

El valor de m puede ser cualquier ntimero real (negativo, cero o positivo) o bien infinito si la recta es vertical®.
El angulo de inclinacién de la recta  se puede obtener calculando la arcotangente® de m.

Sustituyendo en la Ecuacion (2) se obtiene la ecuacion de la recta que pasa por un punto (z1,y;) v tiene por
pendiente m, conocida como ecuacién punto-pendiente:

‘yzyﬁ-m(x—ﬂﬁ)‘ (4)

3Una variable es un simbolo que puede ser remplazado o que toma un valor numérico en una ecuacién o expresién matematica.
Hay diferentes tipos de variables, siendo los méas béasicos las variables dependientes, que son aquellas que dependen del valor de
otras variables y las variables independientes, que no dependen de otras variables.

4Es indiferente el orden que se tome en los puntos, en este caso podriamos tomar P; = (z2,y2) y P2 = (x1,y1) obteniéndose el
mismo resultado.

5Ver la Seccion 0.2.4, pagina 5.

6Ver el Apéndice A.1, pagina 250.

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



0.2. Ecuaciones de la Recta en el Plano Euclideo 5

Si desarrollamos el paréntesis y denominamos yy = y; —mx1, se obtiene la ecuacion punto-pendiente simplificada:

(5)

El valor yy se denomina ordenada en el origen y corresponde con la ordenada del punto de corte de la recta con
el eje Y, (ver la Figura 3).

Ejercicio 0.2. Encontrar la recta en su forma punto-pendiente que pasa por los puntos P; = (0,0) y
P, = (—1,1) y determinar su pendiente y su ordenada en el origen.

Vamos a utilizar la Ecuacion (3) para determinar la pendiente

de la recta:
P, m:y2_91: 1-0 -1
‘777 1 ro — I —-1-0
\ P
I : Por tanto:
1 T

y=y1+mx—21)=0-1(z—-0)=—-x ;
y=—x

La pendiente de esta recta es -1 y su ordenada en el origen 0.

0.2.3. Ecuacién General o Cartesiana de la Recta

Una forma muy préactica de representar una recta en el plano euclideo es mediante su ecuacion general o

7.
 abe ® o

donde las constantes a, b y ¢ son ntimero reales (R).
Esta ecuacion se puede obtener multiplicando la Ecuacion (5) por un ntimero b distinto de cero® y llamando

a=bmy c=byp.

cartesiana

Ejercicio 0.3. Determinar la ecuacion general de la recta que tiene por pendiente m = 3/2 y pasa por
el punto P = (—1,2).

Aplicando la Ecuacion (4) se tiene:

3 3r 3 T4+3z
y:y1+m(x—x1)=2+§[x—(—1)]=2+7+§= 5

Reordenando podemos encontrar la ecuaciéon general de esta recta:

20 =7+ 3z = 3r—2y="7

0.2.4. Casos Particulares: Rectas Horizontales y Verticales

Dos casos sencillos de la ecuacion general son las rectas horizontales (a = 0) con ecuacion y = k, y las rectas
verticales (b =0) con ecuacion x = k, siendo k una constante real.

"Tipicamente se suele denominar ecuacidn cartesiana cuando aparecen las variables a la izquierda del signo igual, y la constante
a la derecha. Cuando todos los términos aparecen despejados a la derecha e igualados a cero se suele denominar ecuacion general.
8En la ecuacioén general el valor b puede ser cero dando lugar a una recta vertical con pendiente infinita.
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6 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

0.2.5. Forma Vectorial y Paramétrica de la Recta

Una forma alternativa y muy tutil de describir una recta es representar la direccién de la misma mediante un
vector’, de forma que por un punto del plano euclideo P = (zo,y0) y con la direccién dada por el vector
¥ = [v1, v2] pasa una unica recta.

Y

<y

o X

Teniendo esto en cuenta, la ecuacion vectorial de la recta tiene la siguiente forma:

Y

Sy
S

Los términos de esta ecuacién son:
o 7= [x,y] : vector'’ que representa a todos y cada uno de los puntos de la recta.
e p'= [z, yo]: vector que posee su extremo en el punto P = (xq,yo)-

e U: vector en la direcciéon de la recta, conocido con el nombre de vector director.

e {: es un parametro!! que puede tomar cualquier valor real. Para cada valor del parametro ¢ se obtiene
un punto de la recta.

El parametro ¢ modifica el tamafio del vector director v, alargandolo si t > 1, encogiéndolo si 0 < ¢t < 1y
cambiandolo de direccién si ¢ < 0. De esta forma el vector resultante & alcanza todos los puntos de la recta.
Teniendo en cuenta que los vectores del plano euclideo tienen dos componentes, la ecuacién vectorial de la recta,
Ecuacion (7), se puede escribir también como'?:

=[] :

Esta ecuacion se puede partir en dos, dando lugar a la conocida como forma paramétrica de la recta:

{x = zo+vit 9)

Yy = Yo+uat

Las formas vectoriales y paramétricas son elementos esenciales del Algebra Lineal y seran muy utilizadas
en los proximos temas.

9Ver una introduccién a los vectores en el plano euclideo y en el espacio 3D en el Apéndice A.8, pagina 270 y un estudio mas
detallado en el Tema 2, pagina 63.

10Los vectores se van a representar en este libro encerrando su coordenadas entre corchetes cuadrados, [].

11Un pardmetro es un término que puede tomar cualquier valor, pero sin ser una variable del sistema.

12En este caso los vectores se pueden poner indistintamente como filas o como columnas.
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0.2. Ecuaciones de la Recta en el Plano Euclideo 7

Ejercicio 0.4. Determinar la ecuacién vectorial y paramétrica de la recta que pasa por los puntos
P = (la_2) yP2 = (_3a0)

Restando las coordenadas de los puntos dados se obtiene un vector con la direccion de la recta (vector
director).

17:1?2 = [_3_170_(_2)] = [_4a_2]

Como vector director ¢ podemos tomar o bien éste que acabamos de calcular o cualquiera de sus multiplos
no nulos, como por ejemplo: [—2, —1] 6 [2, 1] ya que todos tienen la misma direccion'®.
Con un vector director y un punto cualquiera de la recta, por ejemplo P; 6 P,, podemos obtener una

ecuacion vectorial de esta recta:

s ][]l

Podemos comprobar como dando los valores t = 0 y t = —2 se obtienen respectivamente los puntos P; y P
de la recta. Finalmente una'® ecuacion paramétrica de esta recta se obtiene partiendo la forma vectorial
en dos ecuaciones:

14

Ejercicio 0.5. Encontrar la ecuacion vectorial de la recta 3z +y = 1.

La forma mas sencilla de pasar una ecuacion general a su forma paramétrica es asignando un parametro a
cualquiera de sus variables. Por ejemplo asignando el pardmetro ¢ a la variable x y despejando se obtiene:

r=t

que es una ecuacion paramétrica de esta recta. Facilmente a través de ella podemos obtener una forma
vectorial reuniendo los coeficientes en vectores:

HEHEE

Ejercicio 0.6. Obtener la ecuacion general de la recta cuya forma vectorial es:

[$, y} = [_17 2] + t[2’ _3]
Féacilmente podemos obtener su forma paramétrica:

x=—-142t
y=2-3t

Como la ecuacion general no tiene parametros, debemos eliminar ¢ de la forma paramétrica. Para ello
podemos despejar t en cada una de las ecuaciones e igualarlas:

t_x—i—l
r=-1+2t  _ 2 o z+l 2—y B
{y:2_3t oy =3 dwd3=d-
t="-=
3

Simplificando y reordenando se obtiene finalmente: 3r+2y=1

13Lo importante es la direccién del vector y no su sentido, por ello también podemos utilizar el vector ITPI en lugar de ITPQ}

14Hay infinitas formas distintas de representar una tnica recta en su forma vectorial, dependiendo del punto y vector director de
la recta elegidos, pero todas ellas representan la misma recta.

15 Al igual que la formas vectoriales, también hay infinitas formas paramétricas distintas de representar una tnica recta.
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8 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

0.2.6. Ecuaciéon Normal de la Recta

Siguiendo con los conceptos vectoriales, la ecuacion general de la recta'®

determinado producto escalar':

se puede interpretar como un

ax +by =[a,b] - [x,y] =7 -F=c = n-Z=c
Donde:
e 71 = [a,b] : se denomina wvector normal de la recta y que tiene por componentes los coeficientes de la

variables, a y b.
e 7 = [x,y] : vector que representa a todos y cada uno los puntos (z,y) de la recta'® .
e ¢ : término independiente (constante) de la ecuacion general.

La constante ¢ es un namero real y siempre se puede encontrar un determinado punto de la recta p' = [z, yo]
que al multiplicarlo escalarmente por el vector normal 77 se obtenga como resultado c:

n-Z=c = n-Z=n-p
Pasando los dos términos a un mismo lado y despejando el vector normal 77 se obtiene la denominada ecuacion
normal de la recta:

Red—ip=0 = 7 (Z—p)=0 (10)

3L

La interpretaciéon geométrica de esta ecuaciéon vectorial es la
siguiente: la diferencia entre un vector ¥ = [z,y] con extremo
en cualquier punto de la recta y el vector p'= [z, yo] con extremo
4 en un determinado punto (zg,yo) de la recta, da lugar a un
/ (/4 v nuevo vector (¥ — p) que tiene la direccion de la recta'”. Segtin
| la Ecuacion (10), este vector es perpendicular®’ al vector i, luego
lv‘o < por tanto 7 es un vector perpendicular (normal) a la recta.

Yo —

Ejercicio 0.7. Encontrar la ecuaciéon normal de la recta: = — 2y = 3.
Podemos reinterpretar esta ecuacion en base al producto escalar de la siguiente forma:
r—y=1 = [1,-2][z,y] =3
Hay infinitos vectores normales a una recta, todos con la misma direccién, uno de ellos es por ejemplo

7i = [1, —2]. Tomando un punto cualquiera de la recta, por ejemplo (3,0) se tiene 7= [3,0].
Finalmente una ecuaciéon normal de esta recta es:

(L2 (9] - 3,0) =0,

Desarrollando el producto escalar y simplificando se puede volver a recuperar la ecuaciéon general.

0.2.7. Resumen de Férmulas: Rectas en el Plano Euclideo

Ecuacion Formula

Punto-pendiente Yy = yo +mx

General axr+by=c

Vectorial - Paramétrica | £ =p+tv { & =g+
Yy =yo+tuy

Normal - (Z—p)=0

16Ver la Ecuacién 6, pagina 5.

17Ver la Definicion 6.1, pagina 163.

18De la misma forma que se utilizé en la ecuacion vectorial de la recta en la Seccion 0.2.5, pagina 6.
19Es decir, es un vector director de la recta, como se explicé en Seccion 0.2.5, pagina 6.

20Ya que el producto escalar de ambos es cero.
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0.2. Ecuaciones de la Recta en el Plano Euclideo 9

0.2.8. Conversidon entre las Formas de una Recta

General Punto-Pendiente
a=m
C=1Yo
_ b#0 _¢c_a Yo = c/b
ar+by=-c = y—b b:z: {ma/b

Si en al forma general b = 0, la recta es vertical y la pendiente m es infinita, por lo que este tipo de rectas no
pueden expresarse en la forma punto-pendiente.

General Vectorial - Paramétrica
ar+by=c = {w—t = [w]:{O}_Ft[ 1]
y = c—at Y c —a
;= Xr — Xo
{33 = zg+tout _ U1 _ T—To _ Y—Yo
Yy = Yo+ vl . Y — Yo V1 Vo
V2

Esta ecuacién se denomina ecuacién continua de la recta en el plano euclideo. Si 17 = 0%! la ecuacion general
tiene la forma:

(%) Vo
—T—Y=—%o— Y
U1 U1
General Normal
i (Z—p) = [n,ne]([z,y] = [p1,p2] =0 = [ni,ne]- [z —pr,y—p2] =0 = ny(z—p1) +na(y —p2) =0
a = nq
= ‘n15€+n2y=ﬂ1p1 +n2p2‘ b =ny
¢ =n1p1 + Nap2
c 7 = [a,b]
b = = ’b< , _[077:|):O - 9
ar +by =c [a,] - ([, 9] b 7=10,c/b]

Si en la forma general b = 0, la recta es vertical y la ecuaciéon normal se puede expresar como:
[a,0] - ([z,y] —[a/c,0] =0

Ejercicio 0.8. Encontrar las distintas formas de expresar matematicamente la recta que pasa por los
puntos P; = (1,—2) y P> = (0,3) del plano euclideo y especificar sus valores caracteristicos: pendiente,
vector director, vector normal y puntos de corte con los ejes X e Y.

Aplicando la ecuacion de dos puntos podemos obtener la ecuacién punto-pendiente de la recta.

y—(=2) _3-(=2)

Con esta ecuacion podemos determinar facilmente la pendiente y los puntos de corte con el eje X (valor
de la  para y = 0) y con el eje Y (valor de la y para z = 0):

3
‘pendiente: m = —5‘ ; Corte eje X: (5,0> ; ‘ Corte eje Y: (0, 3) ‘

218i 91 = 0, la recta es vertical y la ecuacién general es x = xg.
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10 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

La forma general de la recta se puede expresar como??:

La forma normal de la recta se puede obtener facilmente de la ecuacion general:

5,1 - [z,y] =3 = ‘vector normal: 7 = [5, 1] ‘

Ahora tenemos que encontrar un vector p' = [z, yo] de forma que el producto escalar 7 - p = 3. Para ello
podemos coger P, P> o cualquier otro punto de la recta. Tomando por ejemplo Py, 5 = [0, 3], tenemos
finalmente una ecuaciéon normal?:

5,1 eyl =[51-103 ;5,1 (wy - [0,3) =0

Para obtener la ecuacién vectorial /paramétrica necesitamos un vector director de la recta. Este se obtiene
facilmente restando vectorialmente dos puntos cualquiera de la recta, por ejemplo tomando P y Ps:

v=p1—pa=1[1,-2]-10,3] =[1,-5] ; ‘vector director: ¥ = [1, —5] ‘

La forma vectorial se puede obtener con un vector director y un punto cualquiera de la recta, por ejemplo
Pll

(o] = [1,-2] + #[1, -5

Por dltimo, una forma paramétrica de la recta se puede obtener partiendo la ecuaciéon vectorial en sus
distintas componentes:
=1+t
{ 45 + .t R

y=—-2-052

Ejercicio 0.9. Encontrar en cada caso, la ecuacién de la recta en el plano euclideo que pasando por el
punto (1,2) cumple:

a) Es paralela a la recta y = —1 — a.
b) Es perpendicular a la recta y = 1 + 3.

a) Si es paralela a esta recta, tiene su misma pendiente, en este caso m = —1. La recta buscada tendra
entonces por ecuacion: y = a — x. El valor de a se puede determinar sabiendo que la recta debe pasar
por el punto (1,2). Sustituyendo podemos obtener la forma punto-pendiente de la recta pedida:

b) En este caso, las rectas deben ser perpendiculares. Teniendo en cuenta que las pendientes m y m/
de dos rectas perpendiculares cumplen:

1
m = 7@
y la pendiente de la recta dada es m’ = 3, la pendiente de la recta pedida es m = —1/3. Como

ademas debe pasar por el punto (1,2), se tiene finalmente:

—a—lx ; 2—a—1 ; a—z = _T
Y= 3 ; = ; = = y¥=3

22Hay infinitas formas de representar la ecuacién general, basta con multiplicar ambas partes de la igualdad por un nimero
distinto de cero.

23Hay infinitas ecuaciones normales asociadas a una recta, porque existen infinitos vectores normales e infinitos puntos de la
misma.
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0.3. Ecuaciones del Plano en el Espacio 3D 11

0.3. Ecuaciones del Plano en el Espacio 3D

‘Un plano es un ente bidimensional que posee infinitos puntos e infinitas rectas.

Las formas de representar mateméticamente un plano en el espacio 3D son similares a las de las rectas en el
plano euclideo vistas en la seccion anterior, afiadiendo una dimensién®* mas (variable z).

0.3.1. Ecuacién General del Plano

La ecuacion general de un plano en el espacio 3D se puede expresar como:

c#0 a=—a/c
‘a:c—i—by—I—cz:d‘ ; a,b,c R = z:ax—l—ﬁy—i—'y‘ ﬁ:;/b/c (11)
y=d/c
Caracteristicas de las constantes a, b, ¢ y d:

e Si a =0 el plano corta al eje X, de otra forma el plano es paralelo a dicho eje.

e Si b =0 el plano corta al eje Y, de otra forma el plano es paralelo a dicho eje.

e Si ¢ =0 el plano corta al eje Z, de otra forma el plano es paralelo a dicho eje.

e Si d =0 el plano pasa por el origen de coordenadas O(0, 0, 0).

Ejercicio 0.10. Encontrar la ecuacion general del plano que pasa por los puntos P, = (1,0,1),

P,=(-1,1,-1) y P; =(0,0,1) del espacio 5D.
Vamos a suponer?” que ¢ = 0 y determinaremos las constantes a, 8y v de la Ecuacion (11).
ar+PBy+y ==z

Introduciendo los valores de los puntos P;, P> y Ps se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

|
—
Q
|
=)

o+ 7y
—a+ [+

I

|
—
Il
I

|
[N}
Il

24E] concepto de dimensién sera estudiado en méas detalle en las siguientes temas.
25En caso de que este planteamiento no tenga solucién, sera debido a que ¢ = 0 y tendremos que buscar otra constante a 6 b que
no sea nula. Tener en cuenta que en todo plano al menos una constante debe ser distinta de cero.
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12 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

0.3.2. Forma Vectorial y Paramétrica del Plano

Una forma alternativa de describir un plano es a partir de un punto?®

U = [uy,us,us] y ¥ = [v1,v2,v3], contenidos en el mismo.

P = [Z0,Y0,20] y dos vectores

El conjunto de todos los puntos del plano (z,y, z) viene dado por las siguientes ecuaciones, donde t,s R son
pardmetros®” .

T=p+tu+ 517‘ F. Paramétrica:
F. Vectorial: T Zo uy v T = =z tu; + svx
Yy l=1|w |+t| u | +s]| v2 Y i Yo + tug + svo
2 20 us v3 z = zg+tug+ svs

Notar que la forma vectorial del plano en el espacio 3D tiene vectores de tres componentes y posee dos
parametros?®.

Ejercicio 0.11. Encontrar las ecuaciones paramétrica y vectorial del plano que pasa por los puntos:
P =(1,1,1), P, =(0,0,0) y P;s = (2,0,1) del espacio &D.

Para construir la forma vectorial del plano necesitamos un punto y dos vectores contenidos en el mismo.
X=p+ti+sv

Como punto j podemos tomar cualquiera de los dados en el enunciado, (dispuestos como vectores en lugar
de puntos), por ejemplo 7 = [1,1,1] y para obtener los vectores @ y ¥ podemos restar dos a dos dichos
puntos:

7= P3P, =[1,1,1] —[0,0,0] = [1,1,1] ; 7= P3Py =[2,0,1] — [0,0,0] = [2,0,1]

Por tanto, unas ecuaciones vectorial y paramétrica de este plano son:

T 1 1 2 r=1+t+2s
y |=|1|+t|1|+s]0 = y=1+t
% 1 1 1 z=14+t+s

Ejercicio 0.12. Encontrar la ecuacién vectorial del plano 2z — y = 3 en el espacio 3D.

Vamos a asignar dos parametros ¢ y s a dos variables. Una puede ser la variable x = ¢ y la otra
obligatoriamente tiene que ser la variable z que no aparece en la ecuaciéon y por tanto puede tomar
cualquier valor z = s. Entonces unas ecuaciones paramétrica y vectorial del plano son:

r=t T 0 1 0
zZ=3S z 0 0 1

26El punto esta expresado en forma vectorial, de igual forma que se realizé en la forma vectorial de una recta en el plano, (ver
la Seccion 0.2.5, pagina 6).

27Ver la Seccién 0.2.5, pagina 6.

28 A diferencia de la forma vectorial de la recta en el plano euclideo donde los vectores tienen dos componentes y solo posee un
parametro, (ver la Seccion 0.2.5, pagina 6).
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0.3. Ecuaciones del Plano en el Espacio 3D 13

Ejercicio 0.13. Encontrar la ecuacion general del plano cuya forma paramétrica en el espacio 3D es:

z=1+%t—3s
y=-—-1—1t—2s
z=—-1—3s

Tenemos que eliminar los parametros t y s, por ejemplo despejando de la tercera ecuacion y sustituyendo
en las dos primeras se tiene:

e —p g — r=14+(—2—-5)—s=1—2—2s
= —z = y:—l—(—z—s)—23:_1+2_5 s=-1+z—y

Sustituyendo el valor de s en la primera ecuacion de la x despejada se tiene:

r=1-2-2(-14+2z—y)=3-32+2y = r—2y+32=3

0.3.3. Forma Normal del Plano
La forma mormal de un plano se puede obtener de la forma general del mismo modo que se realiz6 con la recta

en el plano euclideo®®.

o fi=labd \ o e
ar+by+cz=d = {f:[%y’z]} = fi-f=d = #A-¥=i-p= |[A-(Z-p)=0

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion normal del plano y 7 es un vector normal al plano, que como se
deduce de la ecuacién normal, es perpendicular al mismo.

i

T =|z,y, 2] Todos los puntos del plano (variable)
i = [a, b, ] Un vector normal al plano (constante)
P = [0, Yo, 20] Punto cualquiera del plano (constante)

Notar que la ecuacion normal de un plano en el espacio 3D es exactamente igual que la ecuaciéon normal de
una recta en el plano euclideo, aunque los vectores tienen tres componentes en lugar de dos.

Ejercicio 0.14. Encontrar la ecuaciéon normal del plano x +y — z = 2 en el espacio 3D.
Podemos reinterpretar esta ecuacién en base al producto escalar de la siguiente forma:
T+y—z2=2 = 1,1,-1] [z,y,2] =2

Un vector normal del plano es por tanto # = [1,1,—1]. Tomando un punto cualquiera del plano, por
ejemplo (1,1,0) se tiene p'= [1,1,0].
Finalmente una ecuacién normal de este plano es:

11,1, —1] - ([, y, 2] — [1,1,0]) = 0]

Desarrollando el producto escalar se vuelve a recuperar la ecuacién general.

29Ver la Seccién 0.2.6, pagina 8.
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14 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

Ejercicio 0.15. Encontrar la ecuacion general del plano que es perpendicular al plano z —y+2z=1y
pasa por el punto P = (1,1,1) del espacio 3D.

El vector normal # = [ng,ny,n,] del plano buscado tiene que ser perpendicular al vector normal
fia = [1, —1, 2] del plano dado, por tanto:

n-np=0 = Ng — Ny +2n, =0

Fécilmente encontramos valores que cumplen esta ecuacion, como por ejemplo: 7 = [—1,1, 1]. Teniendo el
vector normal y un punto del plano podemos encontrar su ecuaciéon normal:

[—1,1,1]'([$7y,2]_[1,1,1]):0 ; [—1,1,1]'[-'17—1,2/—1,2—1]:0 5 —l‘+1+y—1+2—1:0

[z ty+z=1]

0.3.4. Resumen Férmulas: Planos en el Espacio 3D

Ecuacion Foérmula
General ar+by+cz=d

T =29 + tuy + sv,
; Y = Yo + tuy + svy
2z =20+ tuy, + sv,

Vectorial - Paramétrica | £ = p'+ tu + st

Normal - (Z—p)=0

0.3.5. Conversidon entre Formas de un Plano

General Vectorial - Paramétrica

e Para pasar de la forma general de un plano a su forma vectorial /paramétrica, se necesitan dos vectores
contenidos en el plano y un punto del mismo. Estos se podrian obtener con tres puntos del plano que no
estén alineados®” y restandolos dos a dos para obtener los vectores. Sin embargo es mucho mas sencillo
transformar dos variables en pardmetros y expresar la tercera variable en funcién de los parametros®!.

2
ar+by+cz=d = Y
z

[z,y, 2] = [0,0, d} +t {1,0, _a] +s [0,1, _b]
C C C

(d — at — bs)

Ql= » <
I

e Para pasar de la forma vectorial/paramétrica a la forma general hay que eliminar los parametros ¢ y
s dejando una tnica ecuacién. Esto se puede hacer mediante diferentes métodos?: por reduccién, por
sustitucion o igualacién o bien de forma matricial calculando el siguiente determinante??:

T = xg + tug + Suy T—To Y—Yo Z— 20
Y = Yo + tvy + suy = Vg Vy U, =0 = ar +by+cz=d
z = zo+tv, + su, Uy Uy Uy

30Para obtener un punto del plano a través de la ecuacion general, basta con fijar dos variables, (por ejemplo z =0ey=0),y
despejar el valor de la tercera variable de la ecuacion general.

313 tercera variable debe tener un coeficiente distinto de cero, para que al despejar no quede una divisién por cero.

32Estos métodos son practicos cuando la ecuacién vectorial/paramétrica es simple, es decir, con muchos ceros.

33Los tres vectores que se utilizan en el determinante son linealmente dependientes por estar contenidos en el plano y por tanto
su determinante es cero. Esto se estudiara con mas detalle en los préximos temas.
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0.4. Ecuaciones de la Recta en el Espacio 3D 15

General Normal

e Para pasar de la forma general a la forma normal se necesita el vector normal del plano, formado por los
coeficientes de las variables, y un punto cualquiera del plano P = [z, yo, 20]-.

ax—l—by—i—cz:d = [a,b,c]-[x,y,z]:dz[a7b,c]~[x0,y0,z0]

= ‘ [a,b, ] - ([z,y, 2] — [%o, Yo, 20]) = 0‘

e Para pasar de la forma normal a la forma general basta con desarrollar el producto escalar.

[aab7c] '([1'7y,2']—[$07y0,20]) =0 = [avbvc]'[‘r—any_yOaz_ZO] =0

= alx —x0) + by —yo) +c(z—20) =0 = ‘ax—l—by—i—cz:axo—i—byo—l—czozd‘

Ejercicio 0.16. Encontrar el plano que pasa por los puntos P, = (1,1,-1), P, = (0,1,0) y P3 = (1,—1,0)
del espacio 3D, en las formas: general, vectorial, paramétrica y normal.

Dados tres puntos no alineados se pueden obtener facilmente dos vectores contenidos en el plano que
forman:

— — —

Ul:p2_p1:[07170]_[1717_1]:[_17071] ) ’U_é:p_é_p_i:[17_1a0]_[171a_1]:[07_2 1]

9

La forma vectorial y paramétrica se pueden expresar entonces como’*

Tz =—1
‘[a:,y,z] = [07170]+t[_170a 1]+5[0?_27 1}‘ 5 Yy= 1—2s
z2=t+s

La forma general se obtiene eliminando los parametros ¢ y s de la forma paramétrica. En este caso resulta
muy sencillo combinando adecuadamente las tres ecuaciones. Por ejemplo, se puede sumar la primera y
tercera ecuaciéon para eliminar ¢ y despejando s de la segunda ecuaciéon se sustituye su valor.

r=-—1

= 1
y=1-2s = {iti(lsy) = x+z:§(1—y) = 2m+y+2z:1‘
z=1t+s 2

La ecuaciéon normal se puede obtener facilmente de la ecuaciéon general, obteniendo el vector normal de
los coeficientes de las variables y tomando un punto cualquiera del plano, como por ejemplo P = (0,1, 0).

2why+2:=1 = [21,2 [0y2=1=0212-010 = [1212] (2 -[0,1,0)=0]

0.4. Ecuaciones de la Recta en el Espacio 3D
0.4.1. Forma General de la Recta

7 La forma general de una recta en el espacio 3D se representa

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ quedando definida .: rec ame_lzn e la in e;secmoln e ambos.
§§§\\\\\\\\\\\;\\\\\\¥\\ ———— mz+by+eaz=d — o

\\\\\\\\\\\\\\\\%&\\\\;\\ asx +boy +coz=ds — Plano 2

7

:

Esto forma un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas,
cuyas infinitas soluciones son los puntos de la recta.

34Hay infinitas formas vectoriales y paramétricas de un plano, en funcién de los vectores y puntos que se tomen.
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16 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

0.4.2. Forma Vectorial-Paramétrica de la Recta

Una recta en el espacio 3D queda perfectamente definida con un punto y un vector director®’.

T=p+tv F. Paramétrica:
F. Vectorial: x To vy T = ®xo+tur
y =] | +t| w y = Yottvy
e % v z = zg-+tus
Z
7 Z = [z,y, 2] Todos los puntos de la recta (variable)
o v ¥ = [v1, va, v3) Un vector director de la recta (constante)
Y P = [0, Yo, 20) Un punto cualquiera de la recta (constante)

Ejercicio 0.17. Obtener la ecuacién de la recta en el espacio 3D incluida en el plano z = 0, con direccién
perpendicular a @ = [1,1,1] y que pasa por el punto P(1,1,0).

Como no nos indica nada sobre la forma de la ecuacion, la vamos a expresar por ejemplo en forma vectorial:

T Zo (O
Yy = Yo +1 Uy
z 20 v,

debiendo encontrar los vectores [zo, Yo, 20] ¥ [Vz, Uy, Vz]. Como debe pasar por el punto P(1,1,0), se tiene:

T 1 Vg
y | =1|+t] vy
z 0 Vs

Como debe ser perpendicular, (ver la Definicion A.10.1, pagina 274), a @ = [1,1,1]:
[Vg, vy, 0] - [1,1,1] =0 = Uy + vy + v, =0

Como debe estar contenida en el plano z = 0, el vector director de la recta [v,, vy, v.] debe estar contenido
en dicho plano y por tanto v, = 0. Entonces v, = —v, y tomando por ejemplo v, = 1 (vale cualquier valor
no nulo) se tiene finalmente:

x 1 1
y | =1]1]|4+¢t| —1
z 0 0

35De igual forma que una recta en el plano euclideo (ver Seccion 0.2.5, pagina 6), aunque con vectores de tres componentes en

lugar de dos.
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0.4.3. Forma Normal de la Recta

Vendré dada por la intersecciéon de dos planos expresados en su forma normal.

Z=[z,y, 2] Todos los puntos de la recta (variable)
iy = [n1, ne, ng) Un vector normal al plano 1 (constante)
- (:15 - _,1) =0 fia = [0}, nh, nk] Un vector normal al plano 2 (constante)
ny - (x - 2) =0
D1 = [0, Yo, 20) Un punto cualquiera del plano 1 (constante)
Do = [x(, Y4, 20 Un punto cualquiera del plano 2 (constante)

NN

o

0.4.4. Resumen Férmulas: Rectas en el Espacio 3D

Ecuacion Formula
a1x + b1y +ci1z=d;
a2x + by + coz = ds

General

T = x9 + tv,

Vectorial - Paramétrica | £=p+tv ; Y = yo +tuy
z =2zy +tu,

Normal { Tj ’
n .

0.4.5. Conversién entre Formas

General Vectorial - Paramétrica

e Para pasar de la forma general a la forma vectorial/paramétrica lo mas sencillo es encontrar dos puntos
que pertenezcan a la recta y determinar con ellos un vector director.

alirblerclz:dl _ P1:(l’17y1a2'1) _ 7= [.Z‘Q,QQ,ZQ]_[-Tlaylazl] = [vw’ywvz]
asx + by + coz = ds Py = (22, Y2, 22)

T =x1 + tv,
; y =1y +tuy
z=2z1 +tv,

‘ [x,y,z] = [xlayl,zl] + t[vzvvyavz]

e Para pasar de la forma wvectorial/paramétrica a la forma general, basta con eliminar el parametro ¢, y
obtener entonces un sistema de dos ecuaciones.

T =1x1 + tv,
y:y1+t1}y = = =
z=2z1 +tvu,
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18 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

Esta tdltima ecuacion se la conoce con el nombre de ecuacion continua de la recta. Agrupando las
igualdades de dos en dos se obtiene una forma general de la recta.

Uyl — Vgl = UyT1 — Uz Y1
VY — Uy2 = VY1 — Uyz1

General Normal

e Para pasar de la forma general a la forma normal, basta con pasar cada una de las ecuaciones que forman
la, general a la forma normal®.

a1r+ b1y +crz=d [al,bl,q] : ([m,y,z] - [xlvyl’zl]) =0
az® + bay + coz = da [az, ba, ca] - ([7,Y, 2] — [22, Y2, 22]) =0

e Para pasar de la forma normal a la forma general, basta con desarrollar cada uno de los productos escalares
de las ecuaciones que forman la normal.

{ [Uﬂv’vyvvz] : ([x,y,z} - [m,yl,zl])

. Vg + VUyY + V2 = U T1 + Uyl + V21
[u$7uy7u2] : ([IE,y,Z] - [$2,y2722]) B

Ug T + UyY + Uz Z = Uyp T + UyY2 + U 22

=0
=0

Ejercicio 0.18. Encontrar la recta que pasa por los puntos P, = (1,1,—1) y P> = (0,1,0) en las formas
general, vectorial, paramétrica y normal.

Inicialmente lo més sencillo puede resultar calcular un vector director de la recta y obtener las ecuaciones
vectorial y paramétrica.

B=1
T=pi—p=[1,-1-[0,1,00=[1,0,-1] ; |[&,y,2=[0,1,00+#1,0,-1]| ; | y=1
z=—t

Con la ecuacion paramétrica se puede obtener la forma general eliminando el pardmetro ¢ para obtener
dos ecuaciones. En este caso particular se puede sumar la primera y tercera ecuacion y coger directamente

la segunda.
z+z = 0
Y = 1
Por dltimo, la ecuacién normal se obtiene transformado la ecuacion general en un producto escalar.
x+z = 0 _ [1,0,1] - [z,9,2] =0
Yy =1 ' [0,1,0] - [z,y,2] =1

Se necesitan dos puntos, uno de cada uno de los planos que forman la forma general. Facilmente se obtiene
P, =(1,0,—1) del primero y P> = (0,1,0) del segundo. Finalmente:

[1,0,1] - ([ [1,0,-1])
Lot 0,1,0)

|
o

|
o

x»yvz]
1‘,?/72']

(
(

36Ver la Seccion 0.3.5, pagina 14.
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0.5. Geometria de los Sistemas de Ecuaciones en el Plano y en el Espacio 3D 19

0.5. Geometria de los Sistemas de Ecuaciones en el Plano y en el
Espacio 3D

En esta seccion se van a analizar algunos casos sencillos de disposiciones geométricas de rectas y planos en el
plano euclideo y en el espacio 3D.

Desde un punto de vista matematico, el conjunto de rectas y planos en un sistema de referencia cartesiano da
lugar a un sistema de ecuaciones lineales’” .

Para simplificar®® vamos a identificar el plano euclideo como R? y el espacio 3D como R>.

0.5.1. Sistemas de Una Ecuacién

e az +by = c en R?

Este es un sistema de ecuaciones lineales formado por una tinica ecuacién de hasta®’ dos incognitas (x e
y) en el plano euclideo (R?) y corresponde a la ecuacion general de una recta™.

Las soluciones de este sistema son todos los (infinitos) puntos

Y de la recta, que son los que verifican la ecuacion.
/ La solucién se puede expresar utilizando la forma paramétrica
g de la recta:
=1
7t R
1 )
/g X { y=g(c—at)
a
Dando valores al parametro ¢ se obtienen las infinitas soluciones

del sistema.

e ax+by=cen R

La misma ecuaciéon del caso anterior pero ahora en el espacio 3D (IRs) corresponde con un plano. Hay
que tener en cuenta que tan importante es la ecuaciéon que aparece, como el espacio (IR2 o) ]Rg) en el que
estamos. En este caso el espacio determina el tipo de elemento que tenemos (en RR? es una recta y en R?
es un plano), y la ecuacion determina la disposicion espacial del correspondiente plano o recta.

En este caso se tiene la ecuacion general de un plano en el que falta la variable z, y por tanto correspondera
con un plano paralelo al eje z*!.

Las soluciones de este sistema corresponden con los infinitos
puntos del plano, que son los que verifican la ecuacion.

Al igual que antes, la soluciéon se puede expresar utilizando
la forma paramétrica del plano®?:

Z

(¢ —at) ;o ts R

IS
|
® o=

Dando valores a los parametros t y s se obtienen las infinitas
soluciones del sistema.

e ar +by+cz=denR?

De forma general, un sistema de ecuaciones lineales en R® formado por una tunica ecuacion de hasta 3
incognitas, corresponde siempre a un plano.

37Ver el Tema 1, pagina 27.

38En la Seccién 1.1.3, pagina 32 se definira R™ de forma apropiada.

39En la ecuacién podria faltar una de las dos incognitas, = o y, correspondiente a una recta horizontal o vertical, (ver la
Seccion 0.2.4, pagina 5).

40Ver la Seccion 0.2.3, pagina 5.

41Ver la Seccién 0.3.1, pagina 11.

42Ver la Seccion 0.3.2, pagina 12.
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20 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

La solucioén se puede expresar utilizando la forma
paramétrica del plano, por ejemplo*®:

=1

Yy=3: ;o t,s R
1

z = —(d—at —bs)

Dando valores a los parametros ¢ y s se obtienen

las infinitas soluciones del sistema.

Ejercicio 0.19. Encontrar una forma paramétrica y otra vectorial del plano x + 2y = 2 en R3.

Como es un plano, su forma paramétrica tiene que tener dos parametros. Como en este caso falta la
variable z en la ecuacion dada, uno de los parametros seré esta variable. El otro parametro se obtiene
despejando una de las dos variables x 6 y de la ecuacion general y designando la otra variable como un
parametro.

Despejando por ejemplo la variable z se tiene la siguiente forma paramétrica del plano:

r=2-2y=2-2¢t r=2-2t
zZ =S z2 =S

Una forma vectorial se obtiene separando en vectores:

T 2 -2 0
y | =10]+t 1 [+s| 0
z 0 0 1

0.5.2. Sistemas de Dos Ecuaciones

ar+biy=c 2
.{a2x+b2y202 en R

El sistema de ecuaciones lineales en R? formado por dos ecuaciones de hasta 2 incognitas cada una,
corresponde a dos rectas en el plano euclideo que geométricamente pueden:

— coincidir : si se cortan en infinitos puntos.
— ser paralelas : no se cortan en ningtn punto.

— ser secantes: se cortan en un dnico punto.

Estos tres casos se muestran graficamente en la siguiente figura:

Y Y Y

Ys
X X Ty X

43Recordar que hay infinitas formas de expresar un plano en su forma vectorial/paramétrica, dependiendo del punto y vectores
del plano que se tomen. Por ejemplo otra posible solucién a este caso seria:

z=1/a(d — bt — cs)
Y ; t,se R

z

S
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Por tanto, el sistema puede tener una tinica solucion (rectas secantes), infinitas soluciones (rectas
coincidentes) o ninguna solucién (rectas distintas paralelas®?).

La solucién se puede obtener, por ejemplo, utilizando uno de los métodos simples de resolucién de
45

sistemas™.

Ejercicio 0.20. Determinar si los siguientes sistemas de ecuaciones en R? corresponden, desde un
punto de vista geométrico, con rectas secantes, paralelas o coincidentes.

) 2x 4+ 3y =4 b) 2r 4+ 3y =4 ) 2z 4+ 3y =4
dx +6y =8 3z +6y=>5 4o 4+ 6y =2

a) Fijandonos detenidamente podemos comprobar como ambas ecuaciones son equivalentes*

20+ 3y =4
dr+6y=8 — 22x+4+3y)=2%x2 = 2x+3y=4

Ya que la primera ecuaciéon se puede obtener multiplicando por 2 la segunda ecuacion.

Por tanto se trata de rectas coincidentes?®’.

correspondientes a los infinitos puntos de la recta.

Este sistema tiene infinitas soluciones

b) FAcilmente comprobamos que no se trata de ecuaciones equivalentes*®, por tanto no son rectas
coincidentes. Para determinar si son secantes o paralelas podemos calcular las pendientes de
cada una de las rectas:

mi = ; Mg = — = —(—
Como son distintas, se trata de rectas secantes. La soluciéon del sistema es un tnico punto
en el plano euclideo, (punto de corte entre las dos rectas).
c¢) Este caso tampoco corresponde con rectas coincidentes. Calculando las pendientes:

—2 —4 -2
ma = — ; mo = — = ——
1 3 2
Comprobamos que son iguales y por tanto se trata de rectas paralelas. Este sistema no
tendra solucion, por no existir ningin punto de corte entre ambas.

@ +biy=c 3
{ asx + bay = c2 en R

El mismo sistema de antes, (dos ecuaciones de hasta dos incognitas) en R* es un conjunto de dos planos™’

perpendiculares al eje z, que pueden ser:
. . 5 . . . . , .
— Coincidentes®® : infinitas soluciones correspondientes a los puntos del tinico plano que definen.
3 . .,
— Paralelos® : sin solucion.

— Secantes® : infinitas soluciones correspondientes a los puntos de la recta de corte.

44Las rectas seran paralelas si tienen igual pendiente. La pendiente en la forma general se obtiene como m = —a/b, de forma
que dos rectas seran paralelas si a1/b1 = az/ba.

45Ver la Seccion 0.6, pagina 25.

46Ver la Seccion 1.4.2, pagina 42.

47Realmente podemos pensar que se trata de un sistema formado por una tnica ecuacién (distinta).

48No existe ningtin niimero que al multiplicar una ecuacién la transforme en la otra.

49 Al estar en R2 hay tres variables independientes por lo que se trata de un plano y no una recta. Si una o varias variables no
aparece en la ecuacion, significa que no tienen ninguna restriccién y pueden tomar cualquier valor.

50Dos planos son coincidentes si aun teniendo aparentemente ecuaciones distintas, representan el mismo conjunto de puntos. En
este caso se dice que ambas ecuaciones son equivalentes (Ver Seccion 1.4.2, pagina 42).

51Dos planos son paralelos son si no se intersectan en ningin punto.

52Dos planos son secantes si se cortan en una recta.
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22 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

En la siguiente figura se muestra graficamente las tres posibilidades.

Desde el punto de vista de las soluciones, el sistema puede tener:

— Infinitas soluciones: producidas bien por dos planos coincidentes®® o bien por dos planos secantes™*.
— Ninguna solucién: planos distintos paralelos.
Estos casos se pueden identificar facilmente calculando los vectores normales de cada uno de los planos,
7 = [a, b, ¢], y determinando su disposicion relativa:
— Si los dos vectores normales 777 y 13 son paralelos®® los planos pueden ser paralelos o coincidentes.

— Si los vectores normales no son paralelos, los planos seran secantes.

Ver en el Ejemplo 0.21, pagina 23 la resolucion de algunos casos practicos.

{ sz +biy+cz=d; on R

Ao + boy + coz = da

Un sistema de dos ecuaciones con hasta tres incognitas en R?® forma un conjunto de dos planos generales®®
en el espacio 3D que pueden ser:

— Coincidentes: infinitas soluciones correspondientes a los puntos del plano.

— Paralelos: sin solucion.

— Secantes: infinitas soluciones correspondientes a los puntos de la recta.

La determinacion de estos casos se puede hacer mediante los vectores normales de los planos, de la misma
forma que el caso anterior.

53En este caso la solucién estara formada por los infinitos puntos del tnico plano que definen
54En este caso los planos se cortan en una recta, cuyos infinitos puntos son la solucién del sistema.
55Dos vectores ¥ y i son paralelos si se cumplen ¥ = a@ para cualquier & € R no nulo.

56No necesariamente paralelos al eje z como el caso anterior.
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Ejercicio 0.21. Determinar la disposicion relativa de los planos que forman los siguientes sistemas de
ecuaciones en R>:

) T+y—z2=3 b) r+y—z2=3 9) r+y—2z2=3
20 +2y —22=6 20 —y+2=5 2r+2y —22=5

a) En este caso se puede comprobar claramente como la segunda ecuacion es exactamente que la primera
multiplicada por 2, y por tanto se trata de dos ecuaciones equivalentes que corresponden al caso de
planos coincidentes. El sistema en este caso tiene infinitas soluciones que son los puntos del plano
resultante.

b) Los vectores normales de los planos son n; = [1,1,—1] y n3 = [2,—1,1] como claramente no son
paralelos, los planos son secantes en una recta y sus puntos son las infinitas soluciones del sistema.

c) En este caso los vectores normales de los planos son 77 = [1,1, —1] y 15 = [2, 2, —2] y claramente son
paralelos ya que 75 = 2717. Como las ecuaciones no son equivalentes, se trata de dos planos paralelos
y el sistema por tanto no tiene solucién.

0.5.3. Sistemas de Tres Ecuaciones

Al aumentar el nimero de ecuaciones del sistema, el nimero de posibilidades aumenta grandemente. Aqui
analizaremos como ejemplo el caso de sistemas con tres ecuaciones.

ax+biy=c;
° asx + boy = co en R?
asx + bsy = c3

Estas tres rectas pueden ser:

— Las tres coincidentes (infinitas soluciones)

— Las tres paralelas (sin solucion)

— Dos coincidentes y una paralela (sin solucion)
— Dos coincidentes y una secante (solucion tunica)
— Dos paralelas y una secante (sin solucion)

— Tres secantes en tres puntos (sin solucion)

— Tres secantes en un punto (solucién unica)

Estos 7 casos se muestran graficamente en la siguiente figura.

Y Y Y
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24 TEMA 0: Conceptos Basicos de Rectas y Planos

a1+ b1y +cr1z=d;
° asx + bzy + coz = dg en Rg
a3z + b3y + c3z = d3

Estos tres planos pueden ser:

— Los tres coincidentes (infinitas soluciones en el plano)

— Los tres paralelos (sin solucion)

— Dos coincidentes y uno paralelo (sin solucion)

— Dos coincidentes y uno secante (infinitas soluciones en una recta)
— Dos paralelos y un secante (sin solucion)

— Tres secantes en tres rectas distintas (sin solucion)

— Tres secantes en una recta (infinitas soluciones en la recta)

— Tres secantes en un punto (solucion tinica)
Estos 8 casos se muestran graficamente ordenados en la siguiente figura.

Z Z Z

El analisis de estos casos resulta pesado realizarlo a través de la pendiente de las rectas y el vector normal de
los planos. La situaciéon se complica todavia méas cuando se tratan de muchas ecuaciones. La forma eficiente de
tratarlo se veréd en el Tema 1, pagina 27.

Ejercicio 0.22. Encontrar los sistemas de ecuaciones lineales correspondientes a los siguientes casos:

a) En R?: una recta que pasa por el origen y vector director v = [1,2] junto con otra recta paralela al
eje X y que pasa por el punto (1,—1).

b) En R?: un plano conteniendo los ejes X y Z, junto con otro plano que pasa por el punto (0, —1,0)
y tiene vector normal 75 = [0, —1, —2].

¢) En R?: una recta que pasa por el punto (1,2,0) y tiene por vector director o7 = [1,—1,1], junto con
el plano paralelo al eje Y, que contiene al vector v3 = [1,—1,—1] y que pasa por el punto (1,1, 1).

a) Las ecuaciones vectorial, paramétrica y general de la primera recta son:

T e A T

La segunda recta, al ser paralela al eje X tiene por vector director v3 = [1,0] y por tanto sus formas
vectorial, paramétrica y general son:

R e
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Los SEL que pide el problema deben escribirse utilizando ecuaciones en su forma general, por tanto
la solucién de este caso se puede expresar como:

{ 2z —y
Y

b) El primer plano que contiene a los ejes X y Z, pasa por el origen (0,0, 0) y no contiene los coeficientes
a'y ¢, (ver la Seccion 0.3.1, pagina 11), por tanto tiene por ecuacion general y = 0.

0 2
1 en R

Sabiendo que el vector normal del segundo plano es n5 = [0, —1, —2], su ecuacion general tendra la
forma: —y — 2z = d. La determinacion de d se realizan sabiendo que contiene el punto (0,—1,0).
Sustituyendo obtenemos que d = 1. El sistema de ecuaciones es por tanto:

{y—y—Qz Z (1) en R?

¢) La recta en sus formas vectorial, paramétrica y general son:

r=1+t¢ vz = 1
oAl = L20 4L LT 5y w=2-t {y+z ~

Con respecto al plano, al ser paralelo al eje Y, contiene al vector ¥} = [0, 1, 0] y como ademas contiene
al vector U2 = [1,—1, —1] y pasa por el punto (1,1, 1), sus ecuaciones vectorial y paramétrica son:

r=1+s
[$7y,2] = [1717”+t[07170}+8[1a_1>_1] ; y:1+t_5
z=1-—s

Para pasar a la forma general del plano tenemos que combinar estas tres ecuaciones para obtener
una TUnica ecuacién sin pardmetros t y s. En este caso basta con sumar la primera ecuacion y la
tercera obteniéndose la ecuacion del plano x 4+ z = 2. El sistema pedido es finalmente el conjunto de
las dos ecuaciones de la recta junto con esta del plano:

r—z = 1
y+z = 2 en R?
r+z = 2

Nota 0.1. En general, hay diferentes formas de resolver un problema y en las soluciones mostradas aqui se presenta solo
una de ellas, que suele resultar sencilla o rapida. Naturalmente, cualquier otra forma correcta de resoluciéon del problema es
perfectamente valida.

0.6. Métodos Simples de Resoluciéon de Sistemas

Existen tres métodos simples de resoluciéon de sistemas lineales:

e Método de Sustitucion

1. Se despeja una de las incognitas en una de las ecuaciones.

2. Se sustituye la expresion obtenida en el resto de las ecuaciones, obteniéndose un sistema de n — 1
ecuaciones.

3. Se repite el proceso de sustitucion hasta obtener una tnica ecuacién con una tnica incognita, facil
de resolver.

4. La solucion del resto de las incognitas se obtiene resolviendo las ecuaciones obtenidas hacia atras.
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e Método de Igualacién

1. Se despeja una de las incognitas en todas las ecuaciones.
2. Se iguala la primera ecuacion al resto de las ecuaciones, obteniéndose un sistema de n — 1 ecuaciones.

3. Se repite el proceso de igualacion hasta obtener una tinica ecuaciéon con una Unica incognita, facil de
resolver.

4. La solucion del resto de las incognitas se obtiene resolviendo las ecuaciones obtenidas hacia atras.
e Método de Reduccién

1. Se igualan los coeficientes (salvo el signo) de una de las incognitas, entre la primera ecuacion y el
resto de ecuaciones en grupos de dos ecuaciones, mediante multiplicacién por nimeros apropiados
cada una de las ecuaciones.

2. Se suman las ecuaciones obteniéndose una tnica ecuacion (de cada grupo de dos ecuaciones) con una
incognita menos.

3. Se repite el proceso de reduccion hasta obtener una tinica ecuacién con una tunica incégnita, facil de
resolver.

4. La solucion del resto de las incognitas se obtiene resolviendo las ecuaciones obtenidas hacia atras.

Ejercicio 0.23. Resolver el siguiente sistema por los métodos de sustitucion, igualaciéon y reduccion.
3r—y = 1
r+y = 2
e Sustitucion: Despejando de la primera ecuacion:

y=3z—1 (12)

Sustituyendo en la segunda ecuacion el valor de la variable y:

3
z+@Br—-1)=2 ; 4r-1=2 ; 4x=3 ; z=
Sustituyendo este valor en la Ecuacion (12):
3 9 5
=3(2)-1=2-1 ; ==
v=3(3)-1=7-1 + v}
e Igualacion: Despejando por ejemplo la variable y de ambas ecuaciones se tiene:
y=3r—-1
y=2—x
Igualamos ambas ecuaciones y despejamos la variable x:
3
3x—1=2—-2 ; 4x=3 ; T=7

Sustituyendo este valor en la segunda ecuacién del sistema:

, 3_s-3 5
Y= 1 4 ; Y= 1
e Reduccion: Sumando ambas ecuaciones se obtiene:
3
dr=3 ; =

x z=q

Sustituyendo este valor en la segunda ecuacion del sistema:
o, 3.8=3 [ 5
Yy= 4 4 ; Y= 1
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1.1. Introduccién a los Sistema de Ecuaciones Lineales (SEL)

Consideremos el siguiente problema sencillo.

Ejercicio 1.1. Determinar la edad de dos hermanos sabiendo que el triple de la diferencia entre el mayor
y el menor es dos veces la edad del menor, y que la suma de ambas edades es 24.

Llamando x a la edad del hermano mayor e y a la edad de menor podemos establecer las siguientes

ecuaciones del problemas:

3r—by = 0
T4y = 24

z+y = 24

— 2 . . e .
{ 3(z ) 4 = Sistema de 2 ecuaciones con 2 incognitas

La solucién de este sistema de ecuaciones daré la solucién del problema.

1.1.1. Caracteristicas de los Sistemas de Ecuaciones

e Un sistema de ecuaciones simplifica un problema mediante una estructura de lenguaje (matemético)
algebraico, eliminando cualquier complejidad adicional del problema.

e Un mismo sistema puede representar a problemas totalmente distintos.

e La solucién del problema queda reducida a la resoluciéon del problema matemdtico y la posterior
interpretacion de los resultados.

En el presente tema estudiaremos los sistemas de ecuaciones lineales, cubriendo los conceptos basicos, su
interpretacion geométrica, teoremas importantes, técnicas de analisis y métodos de resolucion, enfocando nuestro

interés en los grandes sistemas de ecuaciones.

Primeramente estudiaremos los sistemas de ecuaciones lineales en espacios reales' IR™ y posteriormente se
generalizaran a los espacios complejos® C™.

1.1.2. Ecuaciones y Sistemas de Ecuaciones

Vamos a comenzar con algunas definiciones bésicas.

Definiciéon 1.1. Ecuacion

Una ecuacién es una igualdad que relaciona incognitas (variables) y constantes, y que se verifica
unicamente para determinados valores de las variables.

Ejemplo 1.1. Ejemplo de ecuacion.

- Incognitas : z,y.
3z +2cos(y) = -1 = {Constantes 23,2, -1

En algunas ecuaciones ademés de incognitas y constantes aparecen parametros®, que son valores de los cuales
dependen las incégnitas.

IVer la Seccion 1.1.3, pagina 32.
2Ver la Seccion ??, pagina ?7.
3Ver la Seccién 0.2.5, pagina 6.
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Ejemplo 1.2. Ejemplo de ecuacién con pardametros.

En la siguiente ecuacion, x e y representan variables y ¢ es un parametro:

Los valores (x, y) que la verifican dependen del valor del parametro ¢, por
lo que esta expresion representa en realidad una familia de ecuaciones
que geométricamente representan un conjunto infinito de rectas.

Definicion 1.2. Ecuaciones Lineales y No Lineales

Las ecuaciones se pueden clasificar en dos tipos:

e Ecuacién lineal: ecuacion polinomica de primer grado (potencia 1) en todas las variables.

y=3x+5 ; —x+2y—32=5 ; 2x1 +3x2 — bx3 =0

e Ecuacion no lineal: ecuaciéon de tipo no polinémica o polindémica de grado mayor que uno.

ar? —y =0 : yr =sen(x)+1 : 1+ 22 =173

Sistemas de Ecuaciones

Definicion 1.3. Sistema de Ecuaciones

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones que comparten incdgnitas.

Definicion 1.4. Ecuaciones Acopladas e Independientes

e Se denominan ecuaciones acopladas a aquellas que comparten incégnitas formando parte de un
sistema de ecuaciones.

e Un conjunto de ecuaciones no acopladas se denominan ecuaciones independientes.

Ejemplo 1.3. Ejemplo de: ecuaciones acopladas (a) y ecuaciones independientes (b).

?+2y+2 = 3ln(y) x—y = -1
@) {Zx—:ry = 0 b)

Definicion 1.5. Dimensién de un Sistema de Ecuaciones

La dimensién de un sistema de ecuaciones es el nimero de ecuaciones y el niimero de incognitas del
sistema.

Ejemplo 1.4. Dimensién de un sistema.

La dimension del sistema del Ejemplo 1.3-a es: dos ecuaciones y tres incognitas (z, y y 2).
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Solucién

Definicion 1.6. Solucién de una Ecuacion

Se denomina solucién de una ecuacién al conjunto de valores si,---,s, que al sustituir en las
variables, 1 = 81, o = S2, ..., T, = Sy, se verifica la ecuacion.

Definicién 1.7. Solucion del Sistema de Ecuaciones
Se denomina solucién de un sistema de ecuaciones al conjunto de valores si,---,s, que verifican

todas y cada una de las ecuaciones del sistema.

El namero de soluciones de una ecuacion o sistema de ecuaciones puede ser: una, varias, infinitas o ninguna,
dependiendo de las caracteristicas de las ecuaciones.

Ejemplo 1.5. Diferentes tipos de soluciones en ecuaciones con niimeros reales.

e Ecuacion lineal con solucién tnica:

r—5=0

e Ecuacion no lineal con dos soluciones:

22 —25=0 = \m1=5 : x2=—5\

e Ecuacion no lineal con infinitas soluciones:

cos(z) —1=0 =

e Ecuacion lineal sin solucion.
r+1l=z+2

e Sistema de ecuaciones lineales con solucion tnica:

r+y=1 _
z—y=0 o

e Sistema de ecuaciones no lineales con dos soluciones:

22 +y? =25
T+y=7

e Sistema de ecuaciones lineales con infinitas soluciones:

z+y=1 . — T )
{2w+2y:2 = ‘m—t cy=1—t ; t R

e Sistema de ecuaciones lineales sin solucion:

z+y=1
r+y=0

e Sistema de ecuaciones no lineales sin solucién:

y—a2=4
y+ 222 = —6
r+y=0
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TEMA 1: Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.1.3. Puntos y Espacios

A lo largo de este texto vamos a trabajar tanto con niimeros reales IR como complejos C. Si bien el conjunto C
es una generalizaciéon de R, cada uno de ellos tiene unas caracteristicas particulares que les hacen més adecuados
en algunas situaciones. Para hacer referencia a los dos casos por separado vamos a utilizar el simbolo K, que
representara o bien al conjunto de los ntumeros reales R o bien al conjunto de los nimeros complejos C.

R : Conjunto de Numeros Reales

C : Conjunto de Nimeros Complejos } K=R 6 C

Definicion 1.8. Punto

Un punto es un conjunto de valores ordenados, denominados coordenadas o componentes del punto.
Las coordenadas se representan encerradas entre paréntesis:

El nimero de coordenadas n de un punto se denomina dimensién del punto.

(1‘17.’13'2,"' 7xn) ; Zq K

Definicion 1.9. Espacio K"

El conjunto de todos los puntos de n componentes se representa por K™.

El valor n > 1 se denomina dimension del espacio K.

K" = (x1,22, - ,xy): &y K, 1<i<n

El espacio R es el espacio unidimensional representado por todos los puntos (ntimeros) de la recta real.
El espacio C es el espacio unidimensional representado por todos los puntos (ntimeros) del plano complejo.

El espacio K es el espacio unidimensional representado o bien por todos los puntos (ntimeros) reales R
o bien todos los puntos (ntumeros) complejos C.

El espacio R? es el espacio bidimensional (2D) representado por todos los puntos del plano euclideo o
cartesiano* con coordenadas (z,y) siendo 2,y .

El espacio C? es el espacio bidimensional representado por todos los puntos con coordenadas (z, y) siendo
z,y C.

El espacio R? es el espacio tridimensional (3D) formado por todos los puntos del espacio euclideo con
coordenadas (z,y, z) siendo z,y,z R.

El espacio R" es el espacio n-dimensional formado por todos los puntos de n coordenadas reales
(331,"' 7xn)7mi R.

El espacio C" es el espacio n-dimensional formado por todos los puntos de n coordenadas complejas
(3317"' ,Z‘n),xi C.

El espacio K™ es el espacio n-dimensional formado por todos los puntos de n coordenadas (x1,- - ,x,),
x; K (todas reales o todas complejas).

La solucién de una ecuacion o un sistema de ecuaciones se puede representar mediante un punto de un espacio
K™, siendo n el nimero de incognitas.

4Ver la Seccién 0.1, pagina 3.
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Ejemplo 1.6. Ecuacién no lineal real.

Y 2?42 =4

Esta es una ecuacion no lineal con dos incognitas x e y reales, que tiene
como solucion a los infinitos puntos del espacio R? (plano euclideo) que
pertenecen a la circunferencia de centro en el origen y radio 2.

dhw
N/

(z,y) : ; t R

Ejemplo 1.7. Solucion de un sistema de ecuaciones lineales reales.

La solucién del siguiente sistema de 4 ecuaciones y 3 incognitas z,y,z R:

T —y = 5
2x4+3y+z = 14
-y +2z = -3
r—y+z = 4

es Ginica y podemos representarla mediante el punto (z,y,2) = (6,1 —1) R>.

Ejemplo 1.8. Solucién de una ecuacién lineal compleja.

La solucién de la siguiente ecuacion de dos incognitas xz,y  C:
20 —dy =141
es un conjunto de infinitos puntos (x,y) ©? dados por:

r=t

(z,y) : of 1 —i ; t C
V="
Notar que estos puntos no se pueden representar graficamente ya que cada una de sus coordenas = e y
son nameros complejos y necesitan dos dimensiones (parte real y parte imaginaria) para su representacion

en el plano complejo, por lo que necesitarfamos 4 dimensiones en total para representar cada uno de los
puntos (z,y) C2.

Ejemplo 1.9. Solucién de un sistema de ecuaciones lineales complejo.

La solucion del siguiente sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas z,y C:

ir—2—-10)y = 2-3i
x — 21y 241

es tinica y podemos representarla mediante el punto (z,y) = (—i,—1+14) C2.
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1.1.4. Sistemas de Ecuaciones Lineales (SEL)

Definicion 1.10. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, al conjunto finito® de ecuaciones
lineales acopladas® de la forma:

a1+ a2z + - A+ apTp, = b
2171 + aTz + -+ ATy = by

en K"
Am1T1 + Ap2T2 + -+ AppTn, = bm

donde:
e a;; KK se denominan coeficientes del sistema (constantes)
e z; K son las n incognitas del sistema (variables)

e b; K son los términos independientes del sistema (constantes)

En este texto utilizaremos la sigla SEL para referirnos a los Sistemas de Ecuaciones Lineales.

Ejemplo 1.10. SEL en R®

r1 — 3ry + x3 — T5 = 9
201 + x9 + x3 — x4 + 225 = 0
—ZT9 + X4 = 12

La dimension” de este sistema es 3 ecuaciones y 5 incégnitas, donde:

e Las incdgnitas son: x1, T2, T3, T4 y T5, todas ellas variables reales.

e Los coeficientes son: a;1 = 1, a1 = =3, a13 = 3, a14 = 0, a15 = —1, az1 = 2, ass = 1, azz3 = 1,
ao4 = 71, ass = 2, asy = 0, asg = 71, ass = 0, az4 = 1 Yy a35 = O, todos ellos ntimeros reales.
e Los términos independientes son: by = 9, b = 0y bg = —12, valores reales.

1.2. Geometria de los SEL en R"

En los espacios R™ se puede hacer una interpretacion geométrica de los resultados, mientras que en los espacios
C™ no es posible, consecuencia de la naturaleza de los niimeros complejos® comparado con la simplicidad de
los nimeros reales. Esto presenta una gran ventaja que usaremos para entender muchos de los conceptos
matematicos que se desarrollaran a lo largo del curso, de forma que la estrategia general serd estudiar
primeramente los conceptos en los espacios reales R", haciéndo uso de la geometria siempre que sea posible,
para posteriormente hacer una generalizacién a los espacios complejos C™.

5Es decir, que no es infinito.

6Ver la Definicion 1.4, pagina 30.

"Ver la Definicién 1.5, pagina 30.

8Ver el Apéndice C.5.1, pagina 302.

9Ver una introduccién a los planos en el espacio euclideo tridimensional en el Seccién 0.3, pagina 11.
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Definicién 1.11. Plano en R3

Un plano’ en R es el conjunto de puntos (z,y, 2) que verifican la ecuacion lineal:

ar +by+cz=d ; a,b,e,d R

Ejemplo 1.11. Representacion grafica.

Plano: z +2y + 32 =0

El concepto de plano se puede generalizar a cualquier espacio R" a través del concepto de hiperplano.

Definiciéon 1.12. Hiperplano en R"

Un hiperplano de dimension'® n — 1 en R"™ es el conjunto de puntos (z1, -+ ,z,) R" que verifican
la ecuacion:

a1Tq + asxy + -+ apTy, = b ; a;,b R
Si el término independiente es b= 0 el hiperplano pasa por el origen (0,0,...,0) R".

Nota 1.1. Los hiperplanos de dimensién baja (< 3) en cualquier espacio R"™ reciben nombres particulares:
e Un hiperplano de dimension 0 se denomina punto.
Ejemplos: 3 enR ; (1,0,-1,2) € R%.

e Un hiperplano de dimensién 1 se denomina recta.

en R3.

Ejemplos: z+4+2y=—1 en R2 : { z+yt+z=1

z—y=0
e Un hiperplano de dimension 2 se denomina plano.

en R*.

Ejemplos: 2¢+y—2z=3 en RS> : { z1t+ a3 =—1

T2 + 223 +7x4 =0

Ejemplo 1.12. Hiperplanos.

e Ejemplo de hiperplano de dimension 3 en R z-— y+2z—w=-1
Este hiperplano no pasa por el origen de R* ya que el término independiente no es cero. El nombre
de las variables, en este caso x, y, z y w, de forma general puede ser cualquiera.

e Ejemplo de hiperplano de dimension 5 en R®:  2zy — 23 + 225 + 326 = 0

Notar que no es necesario que aparezcan todas las variables del espacio correspondiente, ya que
algunos coeficientes pueden ser cero. Este hiperplano si pasa por el origen de R®. Ademas, cuando
el espacio tiene una cierta dimension, se acostumbra a denominar a las variables con una letra y un
subindice como en este caso.

e Ejemplo de hiperplano de dimension 9 en R 1 422,=1

Notar que no siempre aparecen las variables apropiadas para indicar el espacio al que pertenece, de
forma que siempre es necesario indicar el correspondiente R™ al que pertenece un hiperplano.

10Ver la Definicion 1.14, pagina 36.
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1.2.1. Objetos Geométricos

Definicién 1.13. Objeto Geomeétrico

Vamos a denominar objetos geométricos a todo conjunto de puntos de R" definido mediante una o
varias ecuaciones lineales.

Los objetos geométricos son hiperplanos de diferentes dimensiones: puntos, rectas, planos e hiperplanos
de dimensién mayor de 2.

Ejemplo 1.13. Objetos geométricos en diferentes espacios R"

a) 2z—-3y=-1 enRR®

r+y—2z = 3

b) r—y—z = =2 en R3
rT—y—z = 1
xr1 — To + X3 = 0

c) T1 + 229 — 3w3 + 74 = 0 en R®
—4ry 4+ 1290 —23—31x4 = 0

1.2.2. Dimensién de los Objetos Geométricos

Excepto los puntos individuales, los objetos geométricos de cualquier espacio R™ estan formados por infinitos

puntos. Para poder cuantificar el tamafio de un objeto geométrico se vuelve a utilizar el término de dimension'!.

Definicion 1.14. Dimensiéon de un Objeto Geomeétrico

La dimension de un objeto geométrico de R™ es un niimero que expresa el tamafio relativo del mismo.

Los objetos geométricos en R™ tienen la siguiente dimension:
e Punto: dimensién 0.
e Recta: dimension 1.
e Plano: dimensién 2.

e Hiperplano: dimensiéon > 2.

Estos valores se pueden obtener a través de una formula general conocida con el nombre de Formula de Equilibrio,
que se vera posteriormente en la Definicion 1.15, pagina 37.

Cuando los objetos geométricos de cualquier espacio IR” estan definidos en su forma vectorial o paramétrica'?

se puede determinar facilmente su dimensién contando el nimero de pardmetros libres en su ecuacién.

1 Ver la dimensién de un SEL en la Definicion 1.5, pagina 30, dimension de un punto en la Definicion 1.8, pagina 32 y la dimensién
de un espacio en la Definiciéon 1.9, pagina 32.

12Ver en el Tema 0, pagina 1 una introduccién a las diferentes formas de representar objetos geométricos (rectas y planos) en el
plano euclideo y en el espacio tridimensional.

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



1.2. Geometria de los SEL en R" 37

Dimension de objetos geométricos en R™ y su forma paramétrica.

Un punto tiene dim cero tiene 0 param Z=p

Una recta tiene dim uno tiene 1 param T=p+tv (t parametro)
Un plano tiene dim dos tiene 2 param T=p+1tv+su (t, s pardametros)
Un hiperplano de dim k tiene k pardm : F=p+ 4101 + -+ (10U  (t; pardmetros)

De forma conceptual, podemos entender la dimension m de un objeto geométrico en un espacio R" como el

nimero de puntos ™ de R"™ que contiene'3.

1.2.3. Férmula o Ecuacién de Equilibrio

Como hemos visto, un objeto geométrico en R" viene definido por un conjunto de ecuaciones lineales con n
incognitas y puede tener diferentes dimensiones que dependen de su tamano. Hay una ecuaciéon muy importante,
denominada ecuacién de equilibrio, que relaciona estos tres conceptos que definen un objeto geométrico:

e Numero de ecuaciones lineales que lo definen

e Dimension del objeto geométrico

e Dimension n del espacio R™ donde se encuentra

Definicion 1.15. Foérmula o Ecuacion de Equilibrio

Relaciona el ntimero de ecuaciones linealmente independientes’® (li.) necesarias para definir un

determinado objeto geométrico en un determinado espacio.

Numero de Ecuaciones (l.i.) = Dimension Espacio — Dimension Objeto

Ejemplo 1.14. Objetos Geométricos

Una recta (dim=1) en R? Num. Ec =2-1=1 ax +by =c

Una recta (dim=1) en R? Num. Ec =3-1=2 amrtby+ez=d
’ a2 + boy + coz = da

Un plano (dim=2) en R? Num. Ec =3-2 =1 ar+by+cz=d

Ejercicio 1.2. Determinar cuantas ecuaciones (linealmente independientes) se necesitan en R'? para
representar un hiperplano de dimensién 7.
Aplicando la ecuacién de equilibrio:

Nuam. de ec. l.i. = dim. espacio — dim. objeto =12 — 7 =

13Un punto tiene dimensién 0 y esta formado por un tinico punto, que interpretaremos como co® = 1. Una recta tiene dimensién 1
y esta formada por co! puntos. Un plano que tiene dimensién 2 esta formado por infinitas rectas y posee co? puntos. Un hiperplano

de dimensién 3 esta formado por infinitos planos y posee co® puntos. Y asi sucesivamente.
14Es un tipo especial de ecuaciones que sera definido en la Definicién 1.21, pagina 43.
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Por ejemplo, el siguiente SEL sencillo representa un hiperplano de dimensiéon 7 en R'?:

I1+I2+1‘3+1‘4+$5:0
ZL’Q+£L’3+$4+IL’5:1

T3+ x4+ x5 =2 en R!2
T4+ x5 =3
l‘5:4

1.2.4. Relacién entre Objetos Geométricos en un SEL

Dado un conjunto de m ecuaciones lineales (objetos geométricos) en un espacio R™ (con n incognitas), vamos
a denotar por F; a cada una de sus ecuaciones y por X; cada uno de los términos izquierdos de la igualdad Fj,
de la siguiente forma:

anry + apr2 + -+ aT, = b X1 = b Iy
a1r1  + azrs + o+ aT, = by Xy = b )
Am1T1 + Am2T2 + 0 GppTn = b'm X m = bm L m

Cada una de las ecuaciones F; se puede identificar como un determinado objeto geométrico en el espacio R™.

En un SEL los objetos geométricos que representan dos ecuaciones cualesquiera F; y F; solo pueden ser entre
si uno de los siguientes casos:

e Coincidentes: si IV; = cl;, para cualquier ¢ R no nulo.

e Paralelos: si X; = cX;, b; = b;, para cualquier ¢ IR no nulo.

e Secantes: si X; = cX}, para cualquier ¢ R no nulo.

Ejemplo 1.15. Relacién entre objetos geométricos.
e Las siguientes dos rectas en R? son coincidentes, (representan la misma recta).

r+3y=-2 ; 2z 4+ 6y = —4

e Los siguientes dos planos en R® son paralelos, (no tienen puntos en comun).

r+2y—z=-2 ; 20 +4y —22=0

. . . . ., 4 . 2
e Los siguientes dos hiperplanos de dimension 3 en R” son secantes, (tienen algunos puntos en comin).

T+ 209 —x3 + x4 = —2 ; 1+ 2o —T3+ T4 =—2

Definicion 1.16. Concurrencia

Un conjunto de objetos geométricos es concurrente si tiene alguna parte comun a todos los objetos.

Ejemplo 1.16. Concurrencia
e Dos rectas secantes son concurrentes en un punto.

e Dos planos secantes son concurrentes en una recta.

e Dos hiperplanos coincidentes son concurrentes al mismo hiperplano que representan.
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1.3. Solucién de un SEL en R”

=

Desde un punto de vista geométrico, la solucién de un SEL representa un objeto geométrico de una dimension'®
determinada, correspondiente a la parte concurrente de todas las ecuaciones'® (objetos geométricos).

La dimension de la solucion (objeto geométrico) depende de la dimension del SEL (ntmero de ecuaciones y
ntimero de incognitas'”) y de las relaciones entre ellos (coincidentes, secantes y/o paralelos).

Sea un SEL de R" formado por m ecuaciones (objetos geométricos) linealmente independientes'®:

a11T1 + a12T2 9 oco ap ALy = bl

am1T1 + Gm2T2 + 0+ AT = bm

., . P . . ., . - oy . Q
Su solucion es un objeto geométrico cuya dimension viene dada por la férmula de equilibrio'?:

Dimensién Objeto = Dimension Espacio — Num. Ecuaciones del Sistema =n —m

Ejemplo 1.17. Ejemplos de aplicacion de la ecuaciéon de equilibrio.

e Una ecuacion en R?:
ar +by =c

representa una recta, que es un objeto de dimension 2-1=1.

: 2
e Dos ecuaciones (rectas) secantes en R”:

mr+by =
asx +byy = c2
tienen por solucion un punto en R?, que tiene dimension 2 — 2 = 0.

e Una ecuacién en R>:
ax +by+cz=d

representa un plano, que es un conjunto de dimensién 3-1=2.

e Dos ecuaciones (planos) concurrentes no coincidentes en R*:

dy
da

ax+ by + 1z
ast + by + coz

tienen por solucion una recta en R®, que tiene dimension 3 — 2 = 1.

e Un SEL formado por cuatro hiperplanos en R* linealmente independientes :

1171 + 1272 + 01373 + A14T4 = by
2171 + G222 + A23T3 + A24T4 = by
a3171 + 32T + 3373 + azaTy = b3
(4171 + G42T2 + 04373 + G447y = by

tienen como solucion un punto (4-4=0) en R*.

15Ver la Definicion 1.14, pagina 36.

16Las ecuaciones de un sistema son la forma general de la solucién, estando definida en forma implicita. Al resolver el sistema,
la solucion se expresa en su forma vectorial o paramétrica, siendo ésta su forma ezxplicita.

17E] ntmero de incégnitas corresponde con la dimension del espacio R™ al que pertenece.

18Este concepto se verad mas adelante, en la Seccion 1.4.4, pagina 43, y corresponde con un caso especial de conjunto de objetos
geométricos concurrentes y no coincidentes.

9Corresponde con la ecuaciéon de equilibrio vista en la Definicion 1.15, pagina 37, en la cual se ha despejado la dimensién del
objeto en funcién de la dimensién del espacio y el nimero de ecuaciones linealmente independientes del sistema.
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1.3.1. SEL Compatibles e Incompatibles

Definiciéon 1.17. Sistema Compatible

Se dice que un SEL es compatible si tiene solucion. Hay dos tipos:

e Compatible Determinado: Si la solucién es tnica (un punto n-dimensional).

e Compatible Indeterminado: Si tiene infinitas soluciones (objeto geométrico de dimension no nula).

Definiciéon 1.18. Sistema Incompatible

Se dice que un SEL es incompatible si no tiene solucién (conjunto de objetos geométricos no

concurrentes).
DETERMINADO . :
R ‘ un punto n-dimensional
(solucioén tnica)
COMPATIBLE
(tiene solucion)
INDETERMINADO | objeto geométrico de
SEL (infinitas soluciones) dimensién no nula

INCOMPATIBLE conjunto de objetos geométricos
(sin solucion) no concurrentes

Para que el SEL en R™ sea compatible y determinado tiene que estar formado por exactamente n ecuaciones
linealmente independientes.

Conclusiones

Sea un SEL en R" de m ecuaciones con n incognitas.
e Sim < n, el sistema puede tener:

— ninguna solucion: conjunto de hiperplanos no concurrentes, (coincidentes, paralelos y/o secantes
en namero k < m).

— infinitas soluciones: conjunto de hiperplanos concurrentes, (coincidentes y/o secantes), en objetos
de dimension no nula (rectas, planos o hiperplanos).

e Si m > n, el sistema puede tener:
— ninguna solucion : conjunto de objetos geométricos no concurrentes (coincidentes, paralelos y/o
secantes en namero k < n).

— infinitas soluciones: conjunto de objetos geométricos concurrentes, (coincidentes y/o secantes), en
un objeto de dimensiéon no nula (rectas, planos o hiperplanos).

— solucidn unica: conjunto de hiperplanos concurrentes, (coincidentes y secantes o solo secantes),
en un objeto de dimension nula (punto n-dimensional.)
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Ejemplo 1.18. Sistemas compatibles e imcompatibles.

2 . . .
e Tres rectas paralelas®® y una secante en R forman un sistema incompatible.
e Dos planos coincidentes y uno secante en R® forman un sistema compatible indeterminado.

2 . . .
e Dos rectas secantes en R” forman un sistema compatible determinado.

Ejercicio 1.3. Analizar el siguiente sistema de 2 ecuaciones en R®:

T+ oo — 4x3 = —2 .
To 4+ 6x3 — 224 +925 =0 : FEs
Cada una de las ecuaciones representa a un hiperplano de dimension 5 — 1 = 4 en R°. Llamando E; a la
primera ecuaciéon y Fs a la segunda, podemos concluir que:
e No son coincidentes ya que E; = cFEs, para cualquier ¢ R no nulo.
e No son paralelos ya que X; = cXs, para cualquier ¢ R no nulo.

e Por tanto, son secantes (concurrentes) y la solucion del SEL es un objeto de dimension 5 — 2 = 3
(hiperplano de dimension 3 en un espacio de dimensién 5). Su ecuacion paramétrica/vectorial tendra
por tanto 3 pardmetros libres.

Vamos a encontrar la ecuacién que describe la solucién. Resolviendo el sistema por ejemplo por el método
de igualacion®', se tiene:

Z2
)

Despejando, por ejemplo la variable x,4:

—2 —x1 +4x3

—6x3 + 224 — 925 } — 2zt dws = 623 + 224 — 925

1 9
Ty =-1-— 5:1:1 + 2x3 + 515

queda en funcién de las variables libres?? 1, x5 y 5, que en principio pueden tomar cualquier valor real.
Podemos asociar estas variables libres a diferentes pardmetros®®, por ejemplo:

ry = t

T, = To = —2—x1+4x3=—-2—t+4s

T3 = t,s,w R = T3 = 8

T = B = —1—%1:14—2:63—1—%955:—1—%t+28+%w
s = W

siendo las ecuaciones de arriba, la forma paramétrica®® del hiperplano de dimensién 3 en el espacio R,
soluciéon del SEL. La forma vectorial®® correspondiente a este caso se obtiene agrupando las constantes
asociadas a cada pardmetro y las que no tienen parametro:

T1 0 1 0 0
T2 —2 -1 4 0
T3 | = O +¢ Of+s|1]|+w 0 = T =P+t + sth + wiiz
T4 -1 ~1/2 2 9/2
s 0 0 0 1

donde hemos denominado #, p, 01, U» y U3 a los vectores de R” obtenidos.

20Todo SEL donde hay al menos dos objetos geométricos paralelos es siempre incompatible ya que no puede existir una parte
comun a todos.
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1.4. Métodos Resolucién de SEL en R”
1.4.1. Métodos Simples

Existen tres métodos simples de resolucién de sistemas de ecuaciones lineales?®:
e Método de Sustitucion.
e Método de Igualacion.

e Método de Reduccion.

Estos métodos son ttiles para la resoluciéon “a mano” de SEL de pequena dimensién. Sin embargo, para la
resolucion de sistemas mas grandes, tanto a mano como por ordenador, estos SEL no resultan précticos,
siendo necesarios métodos sisteméticos faciles de programar.

El objetivo de esta parte es buscar un método de resolucién de grandes SEL, eficiente®” y sistematico®®,

apropiado para su resolucién mediante un ordenador .

En este tema estudiaremos dos métodos ttiles para grandes SEL: el método de Gauss®® y el método de Gauss-
Jordan®®. Antes de analizarlos vamos a ver algunos temas necesarios para su conocimiento.

1.4.2. Ecuaciones Equivalentes

Definicién 1.19. Ecuaciones Equivalentes

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si ambas tienen las mismas soluciones.

Facilmente se puede obtener una ecuaciéon equivalente de otra multiplicando ambas partes de la ecuacién por
una constante distinta de cero.

Desde un punto de vista geométrico, que dos ecuaciones sean equivalentes es lo mismo que sean coincidentes®!,
y por tanto representan el mismo objeto geométrico.

E1 =cEy ; c R

Ejercicio 1.4. Encontrar todas las ecuaciones equivalentes del siguiente plano en R?.
3x+2y—2=5
Multiplicando la ecuacién por un escalar no nuloa R :

3x+2y—2=>5 xa dax + 2ay — az = Ha

Cualquiera de estas ecuaciones representa exactamente el mismo plano.

21Ver la Seccion 0.6, pagina 25.

22Ver la Seccion 1.6.2, pagina 53.

23 Aparecen exactamente 3 pardmetros libres ya que la solucién tiene dimension 3.

24Ver el Tema 0, pagina 1.

25En las formas paramétrica y vectorial, la dimensién de un objeto geométrico coincide con el nimero de sus pardmetros.

26Ver la Seccion 0.6, pagina 25.

27 A medida que aumenta el tamafio de un SEL, aumenta siempre el nimero de operaciones necesario para su resolucién. Un
método eficiente de resolucié sera aquel que requiera el menor nimero posible de operaciones.

28Con un algoritmo sencillo que se pueda programar facilmente.

29Ver la Seccion 1.4.8, pagina 46.

30Ver la Seccion 1.7, pagina 57.

31Ver la Seccion 1.2.4, pagina 38.
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1.4.3. Combinacién Lineal de Ecuaciones

Definicion 1.20. Combinacién Lineal de Ecuaciones

Se dice que una ecuaciéon F IR™ es una combinacién lineal de un conjunto de m ecuaciones

Ey, By, -+ ,E,; TR" sies una suma (término a término) de ecuaciones equivalentes®® a ellas.
m
B = E aiEi = alEl ol a2E2 qF oo qF amEm ; a; R
1=1

Propiedades de las Combinaciones Lineales

1. La combinacién lineal de ecuaciones concurrentes produce una nueva ecuacién concurrente con las
originales.

2. La combinacién lineal de ecuaciones paralelas produce una nueva ecuacion paralela a las originales.

E, : z—y=1

9 a.q . D,
Ejercicio 1.5. Dadas las ecuaciones en R”: { By : 2w+3y—4

Calcular y representar graficamente la combinacion lineal de ecuaciones Fs3 = —3FE; + 2Fs.

(=3)x « -y =
(2)x 2z +3y =
r 49y =

>~ =

ot

Ejercicio 1.6. Determinar de forma grafica una posible combinacion lineal de las tres rectas Eq, Fs y
F5 en R? que muestra el siguiente gréfico.

E4=aE1+bE3

E4
E3 E3 E3
E2 E2 E2
El E1l El

ES=cF4+dE2=eE1+dE2+fE3

1.4.4. Dependencia e Independencia lineal de Ecuaciones

Definiciéon 1.21. Ecuaciones Linealmente Dependientes e Independientes

e Ec. Linealmente Dependientes: aquellas que pueden formarse a partir de alguna combinacion
lineal no nula®® de otras ecuaciones.

e Ec. Linealmente Independientes: aquellas que no pueden formarse por ninguna combinacion
lineal no nula de otras ecuaciones.

e En un espacio R™ solo puede haber como maximo n ecuaciones linealmente independientes.

e La formula de equilibrio®* solo es aplicable a SEL formados por ecuaciones linealmente independientes.

32Es decir, ecuaciones multiplicadas por una constante, a;E;. Ver la Seccion 1.4.2, pagina 42.

33 Aquellas combinaciones donde no todos los coeficientes que multiplican a las ecuaciones son nulos.
34Ver la Definiciéon 1.15, pagina 37.
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Ejercicio 1.7. Dependencia lineal.

Las tres ecuaciones F1, Es y E3 del Ejemplo 1.5 forman un conjunto de objetos geométricos (rectas en ]Rz)
concurrentes no coincidentes pero linealmente dependientes y por tanto en este caso no se puede aplicar
la formula de equilibrio para determinar la dimensiéon de la solucion del sistema formado por estas tres
ecuaciones. Claramente la solucion del mismo es un punto (objeto geométrico de dimension 0), mientras
que la formula de equilibrio daria un objeto de dimension 2 — 3 = —1, lo cual no tiene sentido.

1.4.5. Sistemas Equivalentes

Definiciéon 1.22. Sistemas Equivalentes

Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes si poseen el mismo conjunto de soluciones.

Ejemplo 1.19. Sistemas equivalentes.

e Los dos sistemas de R?:

r—y = 1 ) z—y = 1
r+y = 3 ’ Y 1

son equivalentes, ya que ambas tienen por dnica solucién z = 2,y = 1.

e Los dos sistemas de R?:

{z+y—2z = 2 : {3z+3y—32 = 6

son equivalentes, ya que ambas tienen por solucién el plano z =z + y — 2.

1.4.6. Operaciones Elementales de Fila

Definiciéon 1.23. Operaciones Elementales de Fila

Un sistema de ecuaciones lineales puede ser transformado en otro sistema equivalente (con las
mismas soluciones), aplicando una o varias de las siguientes operaciones, denominadas operaciones
elementales de fila:

e Intercambiar el orden de dos ecuaciones entre si.

Este cambio no altera el conjunto de ecuaciones y por tanto se obtiene un sistema equivalente.

e Multiplicar una ecuacién (ambas partes de la igualdad) por una constante distinta
de cero.

Se obtiene asi una ecuacion equivalente a la original y por tanto el nuevo sistema es equivalente
al anterior.

e Sumar un multiplo de una ecuacién a otra ecuacion.

. ” . 5 ., 7
Este proceso se puede realizar multiples veces®*. La nueva ecuacién serd concurrente’® con el
conjunto de ecuaciones elegido y por tanto el nuevo sistema es equivalente al original.

35Dando lugar a una combinacién lineal de ecuaciones. Ver la Seccion 1.4.3, pagina 43.
36Ver la Definicion 1.16, pagina 38.
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Las operaciones elementales de fila se pueden utilizar para transformar cualquier SEL en un sistema escalonado
equivalente facilmente resoluble.

Notacion de las Operaciones Elementales de Fila

e [J; F; :Intercambiar las ecuaciones I; y E;.
e kF; : Multiplicar la ecuacién F; por el escalar k = 0.

e E;+ kE; : Sustituir®” E; por una comb. lineal de ec.

Ejemplo 1.20. Ejemplos de operaciones elementales de fila sobre un SEL.

3r4+2y—2z = 1 _B -3z —-2y+z = -1 E E —3r—-2y+z = -1
r—y—+=z = 2 —! T—y+z = 9 2 8 2z +y+ 3z = 3
20 +y+32z2 = 3 20 +y + 3z = 3 T—y+=z = 2
—Br—-2y+z = -1
—FEs+2E1+ FE
st 281+ B 2x+y+ 3z = 3
—br—2y+4z = -1

Todos estos sistemas intermedios y cualquier otro SEL resultado de operaciones elementales de fila son
equivalentes al inicial y por tanto poseen el mismo conjunto de soluciones.

1.4.7. Sistemas Escalonados o Triangulares

Existen sistemas de ecuaciones lineales con una estructura especial que permite su resolucién sistematica®® de
forma facil, independientemente de la dimension del sistema. Este tipo de sistemas se denominan escalonados o
triangulares.

Definiciéon 1.24. Sistemas Escalonados o Triangulares

Se dice que un sistema estd en su forma escalonada si permite colocar las ecuaciones con las
incognitas ordenadas por columnas, de forma que el primer coeficiente distinto de cero en cada ecuacion,
denominado pivote, se encuentra en alguna columna a la izquierda de cualquier pivote debajo de ella.

Ejemplo 1.21. Ejemplo de sistemas en forma escalonada.

¢ — y — - 9 Ty + > — 33 + T4 — rs = 2
L3 = 5 To — T3 — 2x4 + Trs = 0

y .~ 10 ’ 214 — 315 = -1

— 31’5 = 9

Nota 1.2. La forma escalonada que veremos aqui se denomina triangular superior y suele ser la mas utilizada, sin embargo
también se podria utilizar la forma escalonada triangular inferior*?, siendo el planteamiento del problema y su resolucién de
forma analoga a la explicada aqui.

37Esta operacion se puede repetir varias veces, de forma que mediante esta notacién indicamos que se sustituye una ecuacién F;
por una combinacion lineal de la propia E; con algunas o todas las ecuaciones restantes, de forma que la nueva ecuacién E sera:

Ei=aE; +bEj +cEx+--- ; a#0

Notar que el coeficiente a no puede ser nulo ya que de otra forma se perderia la contribucién de la la ecuacién original E;.
38Es decir, siguiendo siempre un mismo método que consta de una serie de pasos simples bien definidos.
39Las primeras ecuaciones del SEL mas cortas que las tltimas.
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TEMA 1: Sistemas de Ecuaciones Lineales

Método de Sustituciéon hacia Atras (MSA)

El método méas apropiado para resolver los sistemas escalonados es el método de sustitucion hacia atrds (MSA).

Definicion 1.25.

por los valores encontrados*’.

Ejemplo 1.22. Los siguientes sistemas no estédn en forma escalonada.

Método de Sustitucion Hacia Atras (MSA)

r -y — =z 2 1 + zz2 — 33 + x4 — T5 = 2
B — - 2 = 0
bz = 10 — xr3 + xry — 3x5 = 9

Consiste en ir resolviendo las ecuaciones del sistema escalonado en orden, desde la tltima ecuacion que
tiene menos incognitas hasta la primera que tiene mas incognitas, sustituyendo las incoégnitas resueltas

Ejercicio 1.8. Resolver los SEL del Ejemplo 1.22 utilizando el método de sustitucion hacia atrds.

r -y — z 2 — r=24y+z=2-142=3 ; @B =3 paso 3
y + 32 = 5 — y=5-32=5-3%x(2)=-1 ; y=—1 paso 2
52 = 10 — z=10/5=2 Z=2 paso 1
1 + x2 — 3x3 + Ta — Trs = — xT1=-—-T2+3x3—Ta4+x5 ; |1 =2t+9
Ta — ®3 — 2x4 + x5 = = T2=z3+2zd—w5 ] \xsthﬂczZt—'?
2z4 — 3x5 = — Ty = é(—l +3z5) ; |Ta=-5
— 31’5 = — 1‘5:—3

Ventajas de los SEL Triangulares

Los SEL generales de dimensién n necesitan un nimero de operaciones de orden n? y por tanto el tiempo para
resolverlo también es proporcional a esa cantidad (en funcion de la velocidad del ordenador utilizado). Por otra
parte, los SEL triangulares de la misma dimensiéon necesitan un niimero de operaciones de orden n, consecuencia
del método de sustitucion hacia atrds que se utiliza en su resolucion.

Esto es un punto clave para grandes valores de n como puede verse en la Figura 1.1, pagina 47, donde para un
caso particular de ordenador, se observa la enorme ventaja de los SEL triangulares a medida que aumenta el
tamano de un SEL.

1.4.8. Método de Gauss o Eliminacién Gaussiana

El método de Gauss o eliminacién gaussiana*! es apropiado para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales

generales a mano y con un ordenador, y estd basado en las ventajas que muestran los SEL triangulares o
escalonados frente a los SEL generales.

Método de Gauss o Eliminacion Gaussiana

Definicion 1.26.

Consiste en la transformacion de un SEL general en otro SEL equivalente*? con forma escalonada,
mediante la utilizacion de operaciones elementales por fila*®. El SEL escalonado resultante es facilmente
resoluble mediante el método de sustitucion hacia atrds.

40§ el sistema escalonado es triangular inferior, consiste en ir resolviendo las ecuaciones en orden inverso.

41E] matematico aleman Carl Friedrich Gauss (1777-1855) desarrollé este método sobre 1794 al resolver un sistema de 17
ecuaciones con 17 incognitas para determinar la orbita del planeta Ceres. Sin embargo, existen evidencias de que este método
fue utilizado por los chinos hace 2000 anos.

42Ver la Definicién 1.22, pagina 44.

43Ver la Definicion 1.23, pagina 44.
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SEL

2

num. operaciones ~ 7n
S. Triang. num. operaciones ~ n
Dimension (n) SEL S. Triang.
50 0,001 seg | 0,000001 seg
5.000 10 seg 0,001 seg
1.000.000 5 dias 0,5 seg

100 «

80 |

60

40 A

20

n

200 400 600 800 1,000

Figura 1.1: Comparacion de la velocidad de resolucion de un método general de SEL (en rojo) y el método de
sustitucion hacia atras para SEL Triangulares (en azul). El tiempo (¢) de ejecucion es directamente proporcional
al nimero de operaciones necesarios para su resolucion. Como se observa en la grafica, en los SEL generales
(en rojo) el tiempo ¢ crece de forma cuadratica con el tamafio n del sistema, mientras que el caso de los SEL
triangulares (en azul) el crecimiento es lineal con una pendiente muy pequena.

Ejercicio 1.9. Resolver mediante el método de eliminacion gaussiana el siguiente SEL de R?.

xr1 + To + r3 = 3
227 + 3z2 + xr3 = 5
xrp — T2 — 2%3 = -5
Vamos a realizar diferentes operaciones elementales de fila de forma que se eliminen variables en las
ecuaciones inferiores hasta obtener un sistema en forma escalonada.
r1 + To + Tr3 = 3 r1 + xo + Ir3 = 3
—Es +2F
2.’E1+3£L’2+ Trs = 5 Ll — ZT2 -+ Irs = 1
xr, — X2 — 2x3 = =5 K, — X2 — 2x3 = =5
—Es+ E xr1 + To + r3 = 3 Es + 2, 1 + xo + xr3 = 3
_ - xy 4+ x3 = 1 p —" — x> + a3 = 1
2zy + 3z3 = 8 5x3 = 10

Aplicando ahora el método de sustitucion hacia atréas:

1‘322 ) ‘:1:2:1:3—1:1‘ 3 ‘%123—1’2—1‘320

T+ To+23 = 04+1+2 = 3

Comprobamos el resultado: 201 +3x9+2x3 = 2-0+3-1+4+2 5
$17$272.’£3 = 0-1-2-2 = =5

1.5. Matrices

En el calculo de las operaciones elementales del método de Gauss, es mucho més practico operar inicamente con
los coeficientes y términos independientes de cada ecuacioén, sin incluir las variables**. Para este fin se utilizan
las matrices.

Aunque se estudiaran en detalle en el Tema 3, vamos a recordar la definicion de matriz numeérica.

Definicion 1.27. Matriz

Una matriz es una disposicién de niimeros* ordenados en filas y columnas.

44Ver la Definicién 1.10, pagina 34.
45Numeros reales o complejos.
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Una matriz A de m filas y n columnas se representa por A,,, y utilizaremos corchetes cuadrados [ | en su
notacion de la siguiente forma:

aii a12 o A1n

a21 Q22 - Q2n mxn
Apxn = . . . 2 a;; K ; A K

am1 Am2 ot Qmn

donde IK™*" es el espacio de las matrices (reales o complejas) Ay, xn.

Ejemplo 1.23. Ejemplos de matrices reales y complejas.

_ 0 -2 3+i
Aoxo = [ 9 _3 } R?*? ; Asxa=| -1 —1+1 1 0 34
-2 44 -2 -3

1.5.1. Matrices Asociadas a SEL

Los SEL se pueden representar de forma matricial asociando matrices a los coeficientes y términos

independientes.

Definiciéon 1.28. Matriz de Coeficientes y Matriz Ampliada

Todo SEL de m ecuaciones y n incognitas se puede representar mediante dos tipos de matrices:
e Matriz de Coeficientes: Matriz IK"*™ conteniendo los coeficientes ordenados del sistema.

e Matriz Ampliada: Matriz K™ (+1) conteniendo los coeficientes del sistema (matriz ampliada)
junto con el vector columna*® de los términos independientes.

Dado un SEL de m ecuaciones con n incégnitas:

a1,y + a12T2 ¢ oco ap ATy = b1
en K"

Am1T1 + Gm2T2 + o0+ AmpTn = bm
La matriz de coeficientes A y la matriz ampliada A B asociadas a este sistema son:

a1 ai2 - Qin a11 a2 -+ Gln b1
_ . . . mxn _ . o . mx(n+1
A= : : : K ; AB= : : : K™ )

aml Am2 - (mn Am1 Qm2  ** Gmn | by

Ejemplo 1.24. Ejemplo de matriz ampliada asociada a un SEL.

3r4+2y—2z = 1 3 2 1|1
r—y+=z = 2 en R? = 1 -1 1]2
2r4+y+3z = 3 2 1 3|3

46Ver la Definicion 2.3, pagina 65.
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1.5.2. Operaciones Elementales de Fila en la Matriz Asociada

Las operaciones elementales de fila realizadas en el método de Gauss sobre un SEL para transformarlo en otro
sistema equivalente escalonado®”, se pueden realizar de forma méas conveniente en su correspondiente matriz

ampliada asociada.

Definiciéon 1.29. Operaciones Elementales de Fila en Matrices

e Intercambiar dos filas entre si. (F; Fj)

Esta operacion corresponde al cambio de orden de las ecuaciones.

e Multiplicar una fila por una constante distinta de cero. (kF;)

Esta operacion corresponde con la sustitucion de una ecuacion por otra equivalente (coincidente)
a la original.

e La adiciéon de un maultiplo de una fila a otra fila. (F; + kFj)

Esta operacion corresponde con la sustitucion de una determinada ecuaciéon por una combinacion

lineal de ecuaciones del sistema®®.

Nota 1.3. La notacién es igual a la utilizada en las operaciones elementales de Fila aplicadas a las ecuaciones, cambiando
ecuaciones (E), por filas (F).

1.5.3. Matriz Equivalente por Filas

Definicién 1.30. Matriz Equivalente por Filas

Las operaciones elementales por fila aplicadas en una matriz la transforman en otra matriz denominada
matriz equivalente por filas.

Ejemplo 1.25. Operaciones elementales sobre la matriz asociada al SEL del Ejemplo 1.24.

3 2 —-1]1 -3 -2 1]-1 -3 -2 1] -1
1 -1 12| =8 1 -1 1| 2| B2 F5 2 1 3| 3
2 1 3|3 2 1 3| 3 1 -1 1| 2

-3 -2 1] -1

_F3+—2Fl+F2 2 1 31| 3

-5 -2 4] -1

Nota 1.4. Las propiedades de las matrices equivalentes por filas se estudiaran en el Secciéon 3.10.2, pagina 113.

47Ver la Seccion 1.4.6, pagina 44.
48De la misma forma que se indicé en la Seccion 1.4.6, pagina 45, mediante esta notacién queremos indicar que se sustituye una

fila F; por una combinacion lineal de la propia F; con algunas o todas las filas restantes, de forma que la nueva fila F sera:

F] =aF;, + bFj + cFp + - ;i a#0

k3
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50 TEMA 1: Sistemas de Ecuaciones Lineales

1.5.4. Matriz Escalonada Equivalente

El método de Gauss*® puede aplicarse a la matriz ampliada del SEL, transformandola mediante operaciones
elementales de fila a una matriz equivalente por filas, en forma escalonada o triangular, correspondiente al SEL
escalonado buscado.

Definicion 1.31. Matriz Escalonada o Triangular

Una matriz escalonada (o triangular) es aquella que cumple las siguientes propiedades:

e Cualquier fila de ceros esté en la parte inferior de la matriz.

e En cada fila no nula, el primer elemento distinto de cero, (denominado elemento principal o
pivote™), se encuentra al menos una columna a la izquierda de cualquier pivote de cualquier fila
por debajo de ella.

Ejemplo 1.26. Ejemplo de matrices escalonadas.

1 0 1 2 4 1 11 2 1 -1 0 0 1 7(1) 8 (1) (1) g 8
0 1 5 0 -1 2 0 0 1 3 0 2 1 0 0000 4 2
0 0 4 0 0 0 0 0 00 00 2 1 00000 5

Definicion 1.32. Matriz Escalonada Equivalente

e Se dice que la matriz escalonada de una dada, obtenida a través de operaciones elementales de
fila, es una matriz escalonada equivalente a la original.

e El proceso de obtenciéon de la matriz escalonada equivalente se denomina reduccion de una matriz
a su forma escalonada equivalente.

1.5.5. Rango de una Matriz

Definiciéon 1.33. Rango de una Matriz

Se define el rango®!' de una matriz como el ntimero de filas no nulas que tiene en cualquiera de sus
formas escalonadas equivalentes®?. El rango de una matriz A se identifica a través de:

rang(A)

Se dice que una matriz A R™*" es de rango completo si rang(A4) = min (m,n).

Ejercicio 1.10. Determinar el rango de la siguiente matriz: A = [ ; _} ]

1 11 RB-2r [1 1] —
[2 1]4 [0 3} = rang(A) = 2

49Ver la Seccién 1.4.8, pagina 46.

50De igual forma que se denominan a los primeros elementos no nulos en los SEL escalonados o triangulares, ver la Definicion 1.24,
pagina 45.

51En la Definicion 3.24, pagina 114 se vera una definicién alternativa del rango de una matriz.

52(Coincide con el namero de pivotes de dicha matriz. Una matriz no nula tiene infinitas formas escalonadas equivalentes, pero
todas ellas tienen el mismo ntimero de filas no nulas, por tanto el rango de la matriz se puede determinar con cualquiera de ellas.
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1.6. Método de Gauss Matricial 51

1.5.6. Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema 1.1. Teorema de Rouché-Frobenius

Sea A R™*™ una matriz de coeficientes correspondiente a un sistema de m ecuaciones con n incognitas,
y sea A B su matriz ampliada. Entonces, el sistema es compatible (tiene solucién) si y solo si**:

rang(A) = rang(A B)
e Sirang(A)=n = Sistema compatible determinado (solucién tunica).

e Sirang(A) <n = Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones).

‘ Num. variables libres (pardmetros) = n — rang(A) ‘

Nota 1.5. El nimero de variables libres coincide con la dimension de la solucién.

1.6. Método de Gauss Matricial

Dado el sistema general de m ecuaciones con n incoégnitas:

a1x1 4+ appwy + -+ apT, = b
211+ axwy + -+ ATy, = b

en K"
127 + Am2T2 + et + AynTn == bm

la aplicacion del método de Gauss (eliminacion gaussiana) utilizando la matriz ampliada (forma matricial)
consiste en los siguientes pasos:

1. Obtener la matriz ampliada del SEL.

air aip - a1 | by
a1 @y -+ G2y | bo
Am1 Am?2 crr Qmn bm

2. Seleccionamos la primera fila, ¢ = 1.

3. Tomamos como pivote’* el elemento p = a;; = 0. Si p = 0 se intercambia la fila i con cualquier otra por
debajo hasta que p = a;; = 0.

4. Mediante operaciones elementales por fila, hacer ceros todos los elementos de la columna ¢ del pivote p,
por debajo de él. Para ello, cada fila F; por debajo del pivote (j > i) se substituye por la combinaciéon
lineal: 0

F]' = }7‘7 ==L i 5 j > 1
g

5. Avanzamos a la siguiente fila ¢ = i+1, repitiendo los pasos 3-5 hasta completar todas las filas, obteniéndose

finalmente una matriz escalonada® ampliada.

aiy Gz - Qi | b1
/ /
0 pa2 - ah, | by

53Este teorema también es conocido con el nombre de Teorema del Rango, sin embargo esta forma es méas confusa al existir mas

de un teorema del rango en diferentes areas.
54Ver la Definicién 1.31, pagina 50.

Pedro José Hernando Oter Clases de Alcerra



52 TEMA 1: Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejercicio 1.11. Resolver mediante eliminacién gaussiana el siguiente SEL en R3.

xr1 + To + rg = 3
2LE1 I 3.’L‘2 4 r3 = 5
T, — Ty — 2x3 = —H

Utilizando el método de Gauss matricial se tiene, se tiene,

1 1 1] 3 1 1 1] 3 1 1 1] 3

9o 3 1| 5| 222280 g 1 || BBy 1 1]

1 -1 -2|-5 1 -1 —-2|-5 0 -2 -3|-8
F3+2F2111 3

01 -1} -1
0 0 -5]-10

Utilizando el método de sustitucion hacia atrds, se obtiene la solucion:

£L'3:2 N ‘1'2:.%3—].:1‘ 3 ‘1’1:3—$2—$3:0

1.6.1. Identificaciéon de Sistemas Incompatibles

0 L, . . EE 0 B LTAO
Si una o més filas de la matriz escalonada ampliada® tiene todos sus coeficientes nulos menos el dltimo
correspondiente al término independiente, el sistema es incompatible®®, es decir, no tiene solucion.

Ejercicio 1.12. Resolver mediante eliminacién gaussiana el siguiente SEL en R?.

r1 — ro + 21}3 = 3
r1 + 230 — r3 = -3
2.%2 — 21‘3 = 1
1 -1 2 3 1 -1 2 3 1 1 -1 2 3
12 -1 3 |22y 3 36 [ 22 0 1 -1 2
0 2 =2 1 0 2 =2 1 0 2 =2 1
Fy + 2F, 1 -1 2 3

0 1 -1] -2
0O 0 O 5

La ultima fila de esta matriz ampliada corresponde con la ecuacion:
0x1 4+ 0x9 +0x3 =5

corresponde para todos los valores de las variables x1, 2 y x3 a la ecuacién 0 = 5, que no tiene solucién
y por tanto el sistema es incompatible®”.

55Ver la Seccion 1.6, pagina 51.

56Ya que el rango de la matriz de coeficientes es menor que el rango de la matriz ampliada y por el teorema de Rouché-Frébenius,
(ver el Teorema 1.1, pagina 51), el sistema es incompatible.

57Recordar que la solucién de un sistema de ecuaciones (ver la Definicion 1.7, pagina 31) es el conjunto de valores que asignado
a las variables verifican todas y cada una de las ecuaciones del sistema. Por tanto, con que exista una sola ecuacion del sistema que
no tenga solucidn, el sistema serd incompatible.
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1.6. Método de Gauss Matricial 53

1.6.2. Identificacién de Sistemas Compatibles Indeterminados

Si el SEL no es incompatible y su matriz escalonada ampliada tiene menos pivotes que incognitas®®, el sistema
es compatible indeterminado, teniéndo infinitas soluciones.

Ejercicio 1.13. Analizar si el siguiente SEL es compatible (determinado o indeterminado) o incompatible

T+ x9+223 = 1
T —+ 2!132 —+ 2$3 = ].
T + 223 = 1

Vamos a expresar el SEL en forma matricial, obtener una matriz ampliada escalonada equivalente y
analizar el tipo de solucién.

11 21 11 21
12 2/1 25 10 1 0]0
1o 21| ™™ |0 -1 00

11 21
B2l g 1 00
00 0|0

En este caso se obtiene una fila completa de ceros en la matriz ampliada escalonada resultante y por tanto
el sistema es compatible indeterminado.

e Una fila completa llena de ceros en una matriz ampliada corresponde con una ecuacién del SEL que es
linealmente dependiente®® del resto, y por tanto no da informacién adicional al sistema, por lo que puede
eliminarse del mismo.

e Toda fila de la matriz ampliada que en su forma escalonada equivalente tenga pivote®?, corresponden con
ecuaciones linealmente independientes, que son las aportan informacién relevante al sistema.

Vamos a estudiar las caracteristicas especiales de los SEL compatibles indeterminados para encontrar una forma
apropiada de representar sus infinitas soluciones.

Definiciéon 1.34. Variables Principales y Libres

En un SEL compatible indeterminado hay dos tipos de variables:

e Variables Principales: correspondientes (en ntimero) a las filas no nulas y por tanto al ntumero
de ecuaciones linealmente independientes del sistema.

e Variables Libres: diferencia entre variables totales (n) y variables principales,

Variables Libres = n — Variables Principales

e Cualquiera de las variables del sistema puede tomarse como principal o libre.

e Las wvariables libres pueden tener cualquier valor y por tanto normalmente se les asocia un parametro
libre.

e Las variables principales dependen de los valores tomados por las variables libres.

58 A veces en estos casos aparecen una o mas filas completas de ceros.
59Ver la Definicién 1.21, pagina 43.
60Ver la Definicion 1.24, pagina 45.
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Ejercicio 1.14. Resolver mediante eliminacién gaussiana el siguiente SEL de R*.

w % y + 2z = 1
2w 2z y + 3z = 3
-w + T — y = -3

Por el teorema de Rouché-Frobenius (Teorema 1.1, pagina 51) este sistema solo puede ser incompatible o

compatible indeterminado por tener méas incognitas (4) que ecuaciones (3). Vamos utilizar el método de
Gauss matricial para resolverlo:

1 -1 -1 2 1 1 -1 -1 2 1
2 —2 -1 3 o2h g g 1 | g | B
-1 1 -1 0|-3 -1 1 -1 0| -3
1 -1 -1 2 1 1 -1 -1 211
0 o0 1 -1 1 Fs 25 0 0 1 ~111 _ Sistema compatible
0 0 -2 21| —9 0 0 0 o0lo indeterminado.

La fila llena de ceros no se tiene en cuenta, ya que corresponde con una ecuacion linealmente dependiente
de las demaés, (ver la Seccion 1.4.4, pagina 43), por tanto el SEL asociado a esta ultima matriz es ahora:

w — x — y + 2z =1
y — z =1
El cual es un sistema de 2 ecuaciones con 4 incognitas y por tanto tiene un namero infinito de soluciones.
Como tenemos 4 incognitas y 2 ecuaciones, se pueden tomar 2 variables libres:

4 variables totales - 2 ecuaciones linealmente independientes = 2 variables libres

Estas dos variables libres pueden ser cualquiera de las cuatro existentes w,z,y,z y se les asignara a cada
una un pardmetro libre. El resto de variables seran variables principales.
Resolvemos el sistema mediante el método de sustitucion hacia atrds:

e De la segunda ecuacién podemos despejar cualquiera de las dos variables y o z. Despejando por
ejemplo la variable y (variable principal) en funcién de la variable z (variable libre) se tiene:

y=1+z2

La variable libre z puede tomar cualquier valor y por ello le asignamos un pardmetro libre, por
ejemplo ¢:
z=t; t R = y=14+2=1+t¢

e De la primera ecuaciéon podemos despejar w o x en funcién de las demas. Despejando por ejemplo
w (variable principal) y asignando a la variable libre x un pardmetro libre s se tiene:

r=s; s R = w=1l+z+y—2z=14+s+(1+t)—2t=2—t+s

1

La solucién, en forma paramétrica®’, se puede expresar como:

r = s

y = 1+t ;i t,s R
z =t

w = 2—t—s

Dando valores a los parametros ¢ y s se obtienen las infinitas soluciones del sistema.

Esta solucién en forma paramétrica no es tnica ya que existen infinitas formas paramétricas de expresar la
solucion de un sistema, en funcion de las variables que asignemos como libres o principales. Sin embargo,
todas las diferentes formas expresan exactamente la misma soluciéon®?
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1.6. Método de Gauss Matricial 55

En muchos casos interesa tener la forma vectorial de la solucién, que en este caso se puede expresar como:

x S 0 0 1
y| 1+¢ 1 1 0
o = ¢ ol T4l 1] %o
w 2—t+s 2 -1 1

Esta solucién corresponde geométricamente con un plano®® en un espacio de dimensién 4, (correspondiente
al namero de incognitas).

De la misma manera que la forma paramétrica, existen infinitas formas vectoriales de representar la misma
solucion de un sistema.

1.6.3. Estudio de Soluciones de SEL con Parametros

EI método matricial de Gauss es muy apropiado para el estudio de las soluciones de un SEL que contiene uno
o varios pardmetros®*.

El procedimiento a seguir consiste en obtener la matriz escalonada del sistema en funciéon de los parametros, y
entonces estudiar los valores de estos parametros que anulan los pivotes y términos independientes, dando lugar
a los distintos tipos de sistemas: compatibles determinados e indeterminados, e incompatibles.

Ejercicio 1.15. Estudiar el siguiente sistema de ecuaciones en funciéon del parametro a R.

ar — 2y + (a—1)z = 4
—2z + 3y — 62 = 2
—ar + Yy — 62 = 6

Formamos la matriz ampliada del sistema y aplicamos el método de Gauss hasta obtener la matriz
escalonada dependiente del parametro a. Tener en cuenta que siempre que sea posible, suele resultar
mas sencillo que los pivotes no contengan parametros.

a —2 a-1]4 -2 3 6| 2] _,, 1 -3 3] -1
-2 3  —6|2 | O a 2 a-1| 4 22 10 —2+3a —1-2a|4+4
—a 1 —6|6 | MOF 0 -1 a—7]10 | ™77 | o “1 a-7| 10
. 1 -3 3 -1
_o13g 2
L2l g 0 302 - 20413 | 16a— 16 (L.1)
—f 0 1 7T—a -10

Estudiamos los valores de a que anulan la segunda fila de esta tltima matriz escalonada (1.1):

2 29+ 292-12-26 2942 2
ga2—§a+13:0; 3262 —294+26=0 ; a= 9 96 6 _ 96 3:{ 36}

e 16a—16=0

;o a=1

Por tanto, teniendo en cuenta la matriz escalonada (1.1) podemos deducir:

e Sia= % se anula la parte izquierda de la segunda fila pero no el término independiente y por tanto

el sistema es incompatible (sin solucion).

61Ver el Tema 0, pagina 1.

62Conjunto de vales [z,y, z,w] que cumplen el sistema de ecuaciones.

630bjeto geométrico de dimensién 2, correspondiente con el nimero de parametros libres que aparecen en su definicién, ver la
Seccion 1.2.2, pagina 36.

64Estos sistemas en realidad son un conjunto de infinitos SEL con una estructura determinada.
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e Sia =1 lasegunda fila se anula totalmente y el sistema es compatible indeterminado (infinitas
soluciones). Teniendo en cuenta los valores de la matriz escalonada (1.1) para a = 1, los valores de
estas infinitas soluciones son:

Fila3: y+6z=-10 = y=—10—62
3
Fila 1: x—%y—l—Sz:—l = x:—l—iy—3z214+6z

Haciendo a la variable z el parametro real t se tiene el siguiente conjunto infinito de soluciones para
a=1:

‘x:14+6t; y=—-10—-6t ; z=1t , t R

e Sia= {1, 2—36 el sistema es compatible determinado, cuyas soluciones tinicas, teniendo en cuenta
los valores de la matriz escalonada (1.1), son:

16a — 16

Fila2: (3a®—-%a+13)z2=16a—16 = =g
la (2a 2a—|— )z a % %a2—22—9a+13
) 16(a —1)(a —T7)
Fila 3 : 7 — =-10 = =—-10 —TNz=-10+ 4———5—>=
ila y+(7—a)z Yy +(@-17)z + 202 - Dg+ 13
. 3 24(a — 1)(a + 5)

. 3 _ _ _ _

Ejercicio 1.16. Estudiar el siguiente sistema de ecuaciones en funciéon del parametro m R.

r + oy + 2t = 3
3x — y 4+ =z — t = 1
5 — 3y + 2z — 4t = m
2z + y + 2z + t = 2

Formamos la matriz ampliada del sistema y aplicamos el método de Gauss hasta obtener la matriz
escalonada dependiente del parametro m.

1 0 21 3 1 1 0 2 3 1 1 0 2 3
3 -1 1 —1| 1| Fj-anh 0 -4 1 =7 —8 | F-2F, 0 0 -3 5 8
5 =3 2 —4|m 0 -8 2 —-14|m—15 | m+t4r, 0o 0 0 0|m+1
2 11 1] 2 0 -1 1 -3 —4 0 -1 1 -3 —4
Sim = —1 el sistema es incompatible (sin solucion). Para m = —1 el sistema es compatible indeterminado
con infinitas soluciones, dadas por:
Fila2 : —32+50=8 S A
g 3 4 4
Fila4 : —y+2-3t=-4 = y:4+z—3t=4—|—z—5(8+3z):—5—gz
Fila 1 +y+2t=3 3 2t 3+4+4 2(8—i—3) 5 _2
1 . = = = — — = — —_— — - —_ - — —
a T4y x ] ETEi 3 z £ 52

Haciendo a la variable z el pardametro real « se tiene el siguiente conjunto infinito de soluciones para
m=—1:

4 4 1
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1.7. Método de Gauss-Jordan

El método (de eliminacion) de Gauss-Jordan®® es una modificacion del método de Gauss®® que simplifica la
fase de sustitucion hacia atrds®” en los casos compatibles determinados.

El método de Gauss es el que menor namero de operaciones requiere en la resoluciéon de SEL, sin embargo en
algunos casos, las operaciones a realizar (aunque haya una mayor cantidad) resultan mas sencillas de operar a
mano siguiendo el método alternativo de Gauss-Jordan que veremos a continuacién. Desde un punto de vista
computacional (con un ordenador) solo tiene interés el método de Gauss, pero desde un punto de vista teorico
el método de Gauss-Jordan tiene una gran importancia.

1.7.1. Matriz Escalonada Reducida

Definicion 1.35. Matriz Escalonada Reducida

Una matriz escalonada reducida es una matriz escalonada con las siguientes dos caracteristicas:

e Todas los pivotes®® son la unidad, (denominado uno principal)

e Cada columna con pivote, tiene ceros en toda posicion distinta del pivote.

Ejemplo 1.27. Las siguientes matrices estan en forma escalonada reducida.

1 2 0 0 =3 1 0
1 0 O 001 0 4 -1 0
01 0 ; 00 0 1 3 =2 0
0 0 1 00 00 0 01
00 00 0 00

Definicion 1.36. Matriz Escalonada Reducida Equivalente

Se define la matriz escalonada reducida equivalente de una determinada matriz, a la matriz
escalonada reducida obtenida mediante operaciones elementales de fila.

La matriz escalonada reducida equivalente de una matriz A se puede obtener de dos formas:

e Obtener la matriz escalonada equivalente®® y posteriormente conseguir los pivotes unidad y ceros
correspondientes. Este método es computacionalmente preferible para un ordenador.

e Ir sacando los pivotes unidad a medida que se va obteniendo la matriz escalonada equivalente. Este método
es mas util para calculos a mano.

Unicidad de la Matriz Escalonada Reducida

Existen infinitas matrices escalonadas correspondientes a una matriz dada, en funciéon de la coleccién de
operaciones elementales de fila que se realicen en su obtencién. Sin embargo, la matriz escalonada reducida

correspondiente a una matriz dada es tinica, independientemente de las operaciones elementales por fila
realizadas en su obtencion.

65W. Jordan (1842-1899) fue un ingeniero y profesor aleméan de topografia geodésica cuya contribucién a la solucién de los
sistemas lineales fue un método sistematico de sustituciéon hacia atras directamente relacionado con el método de Gauss-Jordan.

66Ver la Seccion 1.4.8, pagina 46 y la Seccién 1.6, pagina 51.

67Ver la Definiciéon 1.25, pagina 46.

68Ver la Definiciéon 1.31, pagina 50.

69Ver la Definicion 1.32, pagina 50.
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Proceso del Método Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan consiste en la obtencion de la matriz escalonada reducida de un SEL. Si el sistema es
compatible determinado™, su solucién vendra dada directamente por la columna de los términos independientes,
sin necesidad de aplicar el método de sustituciéon hacia atras.

Ejercicio 1.17. Resolver mediante el método de Gauss-Jordan el siguiente SEL en R®.

1 + x2 + xy = 3
2$1 + 31‘2 =F Tr3 = 5
xr, — o — 213 = =5
1 1 1 3 1 1 1 3 1 1 1 3
2 3 1| 5| 2220 g o [ BBy 1 )4
1 -1 —-2| -5 1 -1 -2| -5 0 -2 —-3|-8
1 1 1 3 1 0 2 4 1 1 0 2 4
_ —:F
P20 g | | BB g 1 | 4 5% 1o 1 —1] -1
0 0 —=51|-10 0 0 —5|-10 0 0 1 2
1 0 2|4 1 0 00
I+ Iy 01 01 I - 25 01 0l1
0 0 12 00 1(2
Como el rango de la matriz de coeficientes es 3, igual que la dimension del sistema, éste es compatible y
determinado.

La solucién es directamente la columna de términos independientes.

1.7.2. Matriz ldentidad

Definicion 1.37. Matriz Identidad

Se denomina matriz identidad de orden n a una matriz cuadrada’™ de n filas y n columnas, cuyos
elementos diagonales a;; son todos la unidad y el resto cero.

In: . . . anXn
0 0 1

Un SEL de R" tiene solucion tnica, (compatible y determinado), si y solo si la matriz escalonada reducida
equivalente a su matriz de coeficientes es una matriz identidad de orden n, (I,,).

"Los SEL incompatibles y compatibles indeterminados se pueden identificar de igual forma que se vio en la Secciéon 1.6.1,
pagina 52 y Seccion 1.6.2, pagina 53.
71Con el mismo ntmero de filas que de columnas. Ver los tipos de matrices en la Secciéon 3.1.1, pagina 89.
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1.8. Sistemas Homogéneos

Definicion 1.38. Sistemas Homogéneos

Un SEL se denomina homogéneo si el término independiente en cada ecuacion es cero.

El siguiente es un SEL homogéneo de m ecuaciones con n incognitas:

ai1ry + apry + -+ apzT, = 0
as1r1  + ary + - + aT, = 0
Am1T1 + amaT2 + 0+ Amat, = 0

Por el teorema de Rouché-Frobenius™ los SEL homogéneos son siempre compatibles, ya que’ rang(A) =

rang(A B), pudiendo ser determinados o indeterminados en funcién de la matriz de coeficientes A R™*™ :

(2

e Si rang(A) = n, el sistema es compatible determinado, y su soluciéon tnica es la solucion nula

=0=1[0,---,0] R" conocida con el nombre de solucién trivial.

8

e Sirang(A) < n, el sistema es compatible indeterminado, con infinitas soluciones, (una de ellas la solucion
trivial).

Ejercicio 1.18. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

r1 + To + r3 = 0
2¢7 + 3z + x3 = 0
xrp — T2 — 2.%3 = 0
Vamos a resolverlo aplicando el método de Gauss:
1 1 110 1 1 1[0 1 1 110
o 3 1o |22 by o | BB g 1 o
1 -1 =210 1 -1 =2 O_ 0 -2 =310
1 1 110
Iy + 25 01 =110
00 —-51|0

Analizando la matriz escalonada equivalente del sistema podemos observar como el rango de la matriz de
coeficientes es 3, igual que el namero de incégnitas del sistema y por tanto corresponde con un sistema

compatible determinado. Por el método de sustitucion hacia atras se comprueba facilmente que la soluciéon
Unica es la trivial:

Cuando se resuelven SEL homogéneos por el método de Gauss o Gauss-Jordan, la columna nula de términos

independientes no se ve modificada por las operaciones elementales de fila y por tanto se puede prescindir de
ella en los calculos matriciales.

72Ver el Teorema 1.1, pagina 51.
73Debido a que la columna de ceros de los términos independientes no aportan nada al rango.
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60 TEMA 1: Sistemas de Ecuaciones Lineales

Ejercicio 1.19. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

T, 4+ x> 4+ 3 — xz4= 0
—x1 + X2 — x3 = 0
— X2 — X3 — T4 = 0

Observamos que es un SEL homogéneo de 3 ecuaciones con 4 incégnitas y por tanto es obligatoriamente un
sistema compatible indeterminado, ya que el rango de la matriz de coeficientes como mucho es 3, mientras
que el namero de ecuaciones es 4. Vamos a resolverlo aplicando el método de Gauss, omitiendo la columna
de ceros de los términos independientes por ser inalterable por las operaciones.

11 1 -1 11 1 -1 11 1 -1
01 1 o | BER Ly o g | B2R2EB g g oy 3
0 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1

Esta matriz ya esta en forma escalonada, (aunque no estén ordenadas las filas), y podemos resolver el
sistema por el método de sustitucion hacia atrds (ver la Definicion 1.25, pagina 46):

-3 =2
e Fila 2: —213—324=0 = 23=-—a4 L4 =21 r3 = —3t.
e Fila3: —uy—23—24=0 = 129=—-23—24=—(-3t)—2t=t.
e Filal: z1+x9+x3—24=0 = 56‘1:—$2—1‘3+$4:—t—(—3t>+2t:4t.

Quedando finalmente la soluciéon del sistemas:

Bl 4
T2 _ 1
I3 =t -3
Ty 2

Sea 7, una solucién particular del SEL™ AZ = b, y sea &), una solucién del SEL homogéneo™ Az, = 0
asociado al anterior”®, entonces:

—

T =1Tp+ Th

Demostraciéon 1.2.

Dado un SEL AZ = b compatible y #, una solucién del mismo. Si 7, es la solucién general’” del SEL
homogéneo entonces la solucion general del SEL viene dada por:

S o o
T=72Tp+ Th

748i el SEL fuera compatible indeterminad, entonces Zp serfa una cualquiera de sus infinitas soluciones, mientras que si fuera un
S.C.D. corresponderia a su tnica solucion.

75Si éste fuera un S.C.D. corresponderia con su solucion trivial 7 = 0, de otra forma seria cualquier otra solucién del mismo.

76Es decir, con la misma matriz de coeficientes A.

77Conjunto de todas las soluciones del sistema.
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1.9. SEL en C" 61

1.9. SEL en C"

En los sistemas de ecuaciones lineales en C", tanto los coeficientes a;; como los términos independientes
b; y las incognitas x;, son nimeros complejos.

a1+ apry + -+ apT, = b
a21%1  +  axry + - 4+ apT, = b

. i aij, b,z C
Am1T1 + Am2T2 + o+ AppTn, = bm

De igual forma, la matriz de coeficientes A y la matriz ampliada A B asociadas a este sistema son complejas.

a1 a2 - Qip a1 a2z -+ aip | b
_ . . . mxn _ . . . mx(n+1
A= : : : C ; AB= : : : Cmxinth)

ml  Am2 s Gmn aml  Am2 s Gmn bm

Los métodos de analisis y resolucion de este tipo de sistemas son los mismos que hemos visto para los SEL en

R"™, pero teniendo en cuenta las particularidades en las operaciones con este tipo de nimeros™®.

Veamos algunos ejemplos practicos.

Ejercicio 1.20. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales complejo.

2 4+ dy = 3+4i
iz + 5y 9—4i

Para sistemas pequetios y/o sencillos se puede utilizar los métodos simples de igualacion, sustitucion y
reduccion, siguiendo el mismo procedimiento que se realiza con sistemas reales’.
e Método de Sustitucion
Despejando por ejemplo la variable x de la primera ecuacién se tiene:

34 4i — iy
r=—>"=

1.2
2 (1.2)
y sustituyendo este valor en la segunda ecuacion:
3 A
iy+5y:9—4i ; 1(3+4i—1y)+10y=18—-8i ; 3i—4+1ly=18—-8&;

22 —11e
yzi

11 =2-i =

Sustituyendo en la ecuacion (1.2):

344i—iy 3+4i—i(2—i) 3+4i—2—-1 2+2 _ .
z 5 5 5 g =1+

e Método de Igualacion

Despejando por ejemplo la variable y de las dos ecuaciones del problema e igualando se tiene®:
3+40—-2
y= M =—i(34+4i—2z) = —-3i+4+ 21
v ) . 9—4i—ix
- +4+200=————
9 —di—ix 5
YT

—15i 4+ 20 4+ 10xi = 9 — 4i — iz ; (10+1)zi=9—20 —4i+16i ; 1lai=11(—1+1)

-1+

Sustituyendo en la primera ecuacién donde se despejo y:

y=-3i+4+22i=-3i+4+2i(1+i)=2—1i =

"8Ver el Apéndice C, pagina 295.
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e Método de Reduccion

Eliminamos por ejemplo la variable x multiplicando por ¢ la primera ecuacién y por -2 la segunda:

i x ( 2z 4+ iy ) = i X (34 4i)
-2 x ( iz + 5y ) = —2x(9—4q)
0 + —y—10y = 3i—4—-18+48 = -22+11i

Por tanto:

—22 4+ 114 : 3+4i—dy 34+4i—i(2—1i) 242 :

Ejercicio 1.21. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales complejo.

(1+20)x + (—2+14)y 3+ 6i
3z + iy = 8

Aplicamos el método de reduccion, multiplicando la primera ecuacion por -3 y la segunda por 1 + 2i.

-3 x ( 1420z + (—2+1i)y ) = —3 x (3 +619)
(I1+2i) x ( 3z + 3iy ) = (14+2i) x8
0 + (6 —3i)y+ (—6+3i)y = —9-18i+8+16i = —-1-—2i
Quedando:
0=-1-24

que al ser una contradiccién, indica que el sistema no tiene solucion.

Ejercicio 1.22. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales.

1+dz + (—2+4)y + iz = 146i
xr + iy — (1+dz = —-2-2i
=077 = z = —3—4

Construimos la matriz ampliada del sistema y aplicamos el método de Gauss para su resolucién.

14+i —24i i o1+6 ] [0 -1 3i | 14+ 10i
1 io—1—i| —p—g | BEUEIER by i Ca
) 0 1| —3-4 Fat2ks 0 2 —3-2|-7-8i

0 -1 3% 1+ 107
1 T —1—4| —2-24
0 0 —9—-2¢| =27—-61

F3+2iF,

Una vez que tenemos la matriz escalonada (desordenada), aplicamos el método de sustitucion hacia atréas:

) —27—6i (=27 —6:)(—9+2i) 255
ila 3 i —9—2 92 4+ 22 85 3 =3

Filal: y=3iz—(14+10i)=-1—14 = y=—-1—1

I
8
|
[\
<.

Fila2: o=-2-2i—iy+(1+i)z=-2—-2i+1—-1+3+3i

" Ver la Secciéon 0.6, pagina 25.
80Notar que % =4 =i
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2.1. Vectores 65

2.1. Vectores

Hay multiples definiciones del concepto de vector, ya que aparece en diferentes &mbitos. Nosotros nos vamos a
centrar al campo de las matemaéaticas. Empecemos con la definiciéon mas general y abstracta.

Definicion 2.1. Vector

Un vector es un elemento de un espacio vectorial'.

Los espacios vectoriales son muy diversos y por tanto sus elementos tienen caracteristicas muy distintas. En
este texto nos vamos a centrar en los espacios vectoriales euclidianos, tanto reales R™ como complejos C™, con
n > 0 finito?.

La mayoria de los temas los vamos a tratar desde el punto de vista real, por ser operacionalmente mas sencillo
y por tener una interpretacion geométrica para espacios de dimensiéon baja hasta n = 3. Sin embargo, el caso
complejo C™ incluye al caso real y, salvo que se indique lo contrario, se puede sustituir en todos los temas R
por C verificAndose las mismas propiedades.

Para hacer referencia a los dos casos utilizaremos el simbolo K™, donde K se defini6 en la Seccion 1.1.3, pagina 32,
y puede ser o bien el conjunto de los ntimeros reales R o bien el conjunto de los ntimeros complejos C.

Definiciéon 2.2. Vector en un Espacio Euclideo

Un vector® ¥ es una coleccién ordenada de nimeros:

U=[v,v9, v, ; v K

Cada uno de los nimeros se denomina componente o coordenada y el nimero de componentes n se
denomina dimension del vector.

Definiciéon 2.3. Vectores Fila y Columna

Hay dos tipos bésicos de vectores®:

e Vectores fila: Las componentes se ordenan en una fila de izquierda a derecha.

17:[’01 PR vn]

e Vectores columna: Las componentes se ordenan en una columna de arriba a abajo.

Definicion 2.4. Vector Transpuesto

Un vector fila se puede transformar en un vector columna y al contrario mediante la transposicion del
vector. Un vector transpuesto se indica mediante una letra 7' (maytscula o mintiscula) en el superindice.

1Ver la Definicién 2.12, pagina 71.

2Los espacios de Hilbert son una generalizacion de los espacios euclideos incluyendo a los espacios de dimensién infinita.

3Esta definicion corresponde a los conocidos como wvectores generales. Ademas hay otros tipos de vectores como los wvectores
geométricos y de posicion. Ver una introduccién en el Apéndice A.8, pagina 270.

4 Ambos son equivalentes y solo es importante su tipo cuando tienen un caracter matricial, ver el Tema 3, pagina 87. En algunos
textos, por defecto un vector es siempre de tipo columna.
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66 TEMA 2: Espacios Vectoriales

Ejemplo 2.1. Vectores Transpuestos.

t

1 —2 4
v=[1 -1 0] = —(1) ; i = —?z; —[-2+i —i 3]

Definicién 2.5. Vector Transpuesto Conjugado

El vector transpuesto conjugado de un vector ¥ K" se representa mediante v (con una H en
el superindice), y corresponde con el vector transpuesto 97 en el que a cada elemento del vector se
sustituye por su complejo conjugado.

U1 U1
= SH b2 = b2 SH
v:[vl Vo - vn] = o = : ; U= = :[171 ) @n]
(0 Un
Si el vector es real, ¥ IR", entonces o7 = .
Ejemplo 2.2. Vector Transpuesto y Transpuesto Conjugado.
-2 -2
v=1[ -2 1+i, —2i] = 7= 1+ ; = 1-i
—2i 2i

Definicién 2.6. Espacio K"

El conjunto de todos los vectores de n componentes (nimeros K) se representa por K.

K" = [z1,22, - ,2n]: 27 K, 1<i<n
Ejemplo 2.3. Espacios K"
]R‘2 = [xvy] Ty R - [170} ]R‘2
R®= [z,y,2]: z,y,2 R — 1,-1,1/3] R?
C3 = [z1,20,23]: zi C - 2—3i,—1—14,1/3+m] C3
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2.1.1. Representacién Grafica de Vectores Reales

Los vectores reales de baja dimension®, R? y R3, se pueden representar graficamente como un segmento dirigido
desde el origen hasta el punto dado por las coordenadas del vector.

Z

AN

Figura 2.1: Representacion grafica de vectores en R? y R3.

En un espacio real n-dimensional R" existe una relacion directa entre un punto P = (z1,- -+ ,z,) y un vector
con las mismas componentes Z = [z1,- -+, Z,], ya que asociado a cada punto de R" podemos considerar que
existe un vector con inicio en el origen (0,---,0) R" y final en el punto en cuestién. Por tanto, cuando
hablamos de espacios R"™ nos podemos referir indistintamente a espacios de puntos® y/o espacios de vectores.

2.2. Operaciones Elementales con Vectores

Vamos a definir las operaciones béasicas entre vectores de suma, producto por un escalar y diferencia entre

vectores.

2.2.1. Suma

Definicion 2.7. Suma de Vectores

Se define la suma de dos vectores @, v K™ como el vector § K™ dado por:

‘5’:1}’—1—{)’: [’LL]_,’LLQ,"' ,un]'i‘[’Ul,fUQ,"' 7“71] = [’U/1+'U]_,U2+'U2,"' aun+vn]‘

Ejercicio 2.1. Determinar la suma de los vectores de R*: @ = [1,2,3,4] y ¥ = [0, 2,3, —1]

§: ﬁ+ﬁ: [1727374} + [07_2a3a_1] = [1707673]

Regla del Paralelogramo

En los casos particulares de R? y R® donde los vectores se pueden representar graficamente, la suma de dos
U + U representa el vector diagonal del paralelogramo de lados « y ¥/, en el plano definido por ambos vectores.

5Los vectores R™ para n > 3 no se pueden representar graficamente.
6Ver la Definiciéon 1.9, pagina 32.
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Ejercicio 2.2. En R?, determinar Z + 7 siendo Z = [3 — 1] e 7 = [1,4].

N
N e
9 2 N "
//' //{y ”' . o5
14N g U =34y =[3,-1]4+[1,4] = [3+1,(-1)+4] = | [4, 3]
T X
2.2.2. Producto por un Escalar
Definicién 2.8. Producto por un Escalar
Se define la multiplicacién de un vector ¥ = [vy,va, - ,v,] K" por un escalar” o K de la siguiente
forma:
‘aﬁ:a[vl,w,---,vn]:[avl,avg, avg] ;5 U K', a K

Ejercicio 2.3. En R? determinar el producto del vector @ = [1,2] por el escalar o = —3
7=atd=(-3)[1,2] = [-3,—6]

b=[1+41—i—-1+1,

yw=

Ejercicio 2.4. Dados los vectores de C3: ¥ = [2,—2 + 4, —i], @ = [0,2i,1]
0 — 24+ (—1 — i)W

ST
I
=

calcular el siguiente vector:
a=1]2,-2+1i,—1] —2[0,2¢, 1]+ (-1 —49)[1+¢,1—4,—-1+1i] =

= [2i,—1 — 2i,1] + [0, —4i, —2] + [~2i, —2,2] = [0, —3 — 67, 1]

Desde un punto de vista geométrico, es decir en R"™, el producto de un vector por una constante (escalar) inicamente
modifica su longitud y /o sentido, sin modificar su direccion. Su longitud variara si el escalar es distinto de 1y el sentido cambiara

Nota 2.1.
si el escalar es negativo. A esto se le denomina escalamiento de un vector.
R?, calcular y representar graficamente 27 y —%17.

Ejercicio 2.5. Dado v = [1, 2]

<L

~
]

-2 -1
3

Wi
@

—2
v
"La palabra escalar proviene del latin scala que significa escalera, y de forma general hace referencia a cualquier niimero real o
Pedro José Hernando Oter
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2.2. Operaciones Elementales con Vectores

2.2.3. Vector Opuesto y Vectores Estandar

Definicion 2.9. Vector Opuesto

El vector opuesto (o negativo) de un vector ¢ K" es el vector —v dado por:

|7 = (-1)7 = (=D)[v1,v3, - , va] = [—v1, —vp, -+, —va] |

Vectores Estandar

Definicion 2.10.

Se define el vector estdndar €; K™ como aquel vector que tiene todas sus componentes 0 excepto la

componente i-ésima que vale 1.

Nota 2.2. Los vectores estandar de cualquier espacio K™ son siempre reales.

2.2.4. Diferencia de Vectores

Definicion 2.11. Diferencia o Resta de Vectores

La resta @ — ¢ de dos @, ¥ IK"™ corresponde a la suma de @ con el vector opuesto de 7.

a-v=d+(-v) ; @7 K"

Por tanto la resta no se considera una operacion si no un caso particular de la operacién suma.

—

Ejercicio 2.6. En R?, dados @ = [1,3] y ¥ = [4,2] determinar y representar @ — 4 y @ — .

N
S o - G=[1,3-[4,2 =[1-4,3-2 = [-3,1]
; o i—i=[4,2—[1,3]=[4-1,2-3] = [3,—1]

Clases de Alcerra
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2.2.5. Propiedades Algebraicas de la Suma y Producto por un Escalar

Dados los vectores @, v, K™ y los escalares «, 3 K, se verifican las siguientes propiedades:
e Conmutativa : U+ v=v+14d
e Asociativa de la Suma o (@Y + W =ud+ (T4 W)
e Asociativa del Producto : «a(84) = afu = (af)d
¢ Elemento Neutro 1 . (@+0)=04+a=a
e Elemento Neutro 2 : 00=0 ; a0=0
e Elemento Unitario : lxd=uxl=1u
e Elemento Opuesto 1 : A+ (D) =(-0)+a=0
e Elemento Opuesto 2 o (—a)d = a(—u) = —(au)
e Distributiva 1 o a(d+0) =atl+at = (U + V)
e Distributiva 2 o (a4 B)u=at+ pu=1udla+p)

Ejercicio 2.7. Calcular @ — (37 4 2w) siendo @ = [3,4], 7 = [1, —2] y @ = [0, 5] en R?.

4 — (304 2w) = [3,4] — (3[1, —2] + 20, 5]) = [3,4] — ([3,—6] + [0,10]) = [3,4] — [3,4] = [0,0] =

Ejercicio 2.8. Demostrar la propiedad conmutativa de la suma de vectores.

U+v= [u13u27"' 7Un]+[’l)1,’l)2,~~~ ,’l}n} = [u1+v1,u2—|—v2,~~~ ,’u,n-l-Un] =

= [Ul+U1,U2+U2,"‘ 7U7’L+u’n] = [’U17U27"' ,Un]+[U17'LL2,"' )un] :’17+’L_[:

Ejercicio 2.9. Representar graficamente la propiedad asociativa de la suma de vectores en R?.
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2.3. Espacio y Subespacio Vectorial

Definiciéon 2.12. Espacio Vectorial

Se denomina espacio vectorial® a todo conjunto V en el que se definen dos operaciones entre sus
elementos, llamadas suma® y multiplicacion por un escalar'®, las cuales cumplen las propiedades
algebraicas'! de los vectores en IK™. Un espacio vectorial se representa por la terna'? (V, +, ).

e A los elementos vV de un espacio vectorial (V,+, x) se les denomina de forma general vectores.

e Por simplicidad, vamos a denotar al espacio vectorial (V,+, %) a través del conjunto V, teniendo en
cuenta que al referirse al espacio vectorial V nos referimos a la terna.

Ejemplo 2.4. Espacios vectoriales.

e El espacio IK™ es un espacto vectorial para cualquier n > 1, con las operaciones habituales entre
vectores ¥ K™ de suma y multiplicacion por escalares (R 6 C).

e El conjunto IP,, de los polinomios en x K de grado < n:
p(r) =ap+ a1z +ax® + - +aa” 5 a K
junto con las operaciones:

— suma: (p+¢q)(z) =p(x)+q(zx), p,qg P

— multiplicacion por un escalar: (cp)(x) =cp(x), p P, ¢ K

es un espacio vectorial de polinomios. Notar que los polinomios IP,, pueden representarse como
vectores IK" ™1 a través de los coeficientes de sus monomios, de la siguiente forma:

p(z) =ap+ a1z + asx® + - +apz” P, = P =lag, a1, ,an) Kt

e El conjunto FF de todas las funciones reales de variable real en el que se definen las operaciones:

—suma: (f+g)(z) = f(x) +g(z), fg T
— multiplicacion por un escalar: (c¢f)(z) =cf(z), ¢ R, f TF.

es un espacio vectorial de funciones.

Definiciéon 2.13. Subespacio Vectorial

Un subconjunto'® W de un espacio vectorial V, W C V, se denomina subespacio vectorial de V si
cumple las siguientes tres propiedades:

1. W contiene el elemento nulo de V.
2. W es cerrado bajo la suma, es decir, si wyi,wy W = w;+wy W.

3. W es cerrado bajo el producto por un escalar, es decir, siw Wy k K = kw W.

8También denominado a veces espacio lineal.
9También llamada adicidn.
10Estas operaciones, dependiendo de la naturaleza de los elementos, pueden ser muy variadas y no necesariamente la suma y
producto por un escalar definidas anteriormente para vectores.
11Ver la Seccién 2.2.5, pagina 70.
12Grupo de tres.
13La expresion W C V indica que W estd contenido (es una parte de él) o es igual que V.
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Un subespacio vectorial es un subconjunto de un espacio vectorial que cumple las propiedades de espacio
- 714
vectorial *.

Ejemplo 2.5. Subespacios vectoriales.

e El conjunto de todos los vectores ¥ = [z,y, 2] R? pertenecientes al plano'® 3z + 2y — z = 0 es un
subespacio vectorial de R?, ya que cumplen las tres propiedades anteriores.

e El conjunto de todos los vectores ¥ = [z, y] R? pertenecientes a la recta 3z + 2y = 1 no son un
subespacio vectorial de R?, ya que este conjunto no contiene al vector nulo [0,0] R?.

e El conjunto de todos los vectores ¢ = [z, y, 2, w, t] R’ que cumplen las ecuaciones':
r+y—z+5w—t = 0
3z — 5t =0
y+2z—w =0

forman un subespacio vectorial de R”.

e Los subespacios vectoriales de R"™ son objetos geométricos'” de dimension'®

origen'?.

no nula que pasan por el

e Los subespacios vectoriales se pueden definir mediante un sistema de ecuaciones lineales homogéneo®’
(para que pasen por el origen).

)

Definicion 2.14. Dimension de un Subespacio Vectorial en R"”

Se denomina dimension de un subespacio vectorial W C R" a la dimension®' del objeto geométrico
que representan.

‘dim(W) = dim. del objeto geométrico (punto, recta,plano,...) que representa W.

Ejercicio 2.10. Determinar la dimensién del siguiente subespacio vectorial W C R,
r1 — g4 = 0
To+2x3 = 0
Claramente W es un subespacio vectorial al ser un objeto geométrico definido mediante un sistema de

ecuaciones homogéneo formado por dos ecuaciones linealmente independientes.
Su dimension, calculada mediante la formula de equilibrio, es:

dim(W) =5-2=3

Por tanto se trata de un hiperplano de dimension 3 en R”.

14Ver la Definicion 2.12, pagina 71.

15Es decir, aquellos vectores ¥ = [z, y, z] cuyas componentes z, y y z cumplen la ecuacién del plano.

16Es decir, el conjunto de vectores que pertenecen al hiperplano de dimensiéon 5 — 3 = 2 en el espacio R5.

17Ver la Definicion 1.13, pagina 36.

18Ver la Seccién 1.2.2, pagina 36.

19Para que contenga el vector nulo.

20Ver la Seccién 1.8, pagina 59.

21Ver la Definicién 1.14, pagina 36 y su forma de calculo en la Definicion 1.15, pagina 37. En la Definicion 2.26, pagina 80 se da
una definicién mas general de dimensién para subespacios vectoriales en IK™.

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



2.4. Sistemas de Vectores 73

2.4. Sistemas de Vectores

Definicion 2.15. Sistema de Vectores

Se denomina sistema de vectores a todo conjunto (finito o infinito) de vectores:

L s = = 2
S= U, Vg, -+, Tp, -+ CK

2.4.1. Combinacién Lineal de Vectores

Definicion 2.16. Combinacién Lineal de Vectores

Se dice que un vector ¥ K™ es una combinacion lineal de un sistema de m vectores v, Us, - -+,
Tm K™ si existen m escalares (constantes) c1,ca, -+ ,¢n K tales que®:

m
U= c101 + cola + - - - + C Uy, = E Cj’t_;j
j=1

A los escalares ¢; se les denominan coeficientes de la combinacion lineal.

Ejercicio 2.11. Dados los vectores de R?: @ = [-2,2], 7 = [3,1], & = [-2,-2], Z = [1,2], ¥ = [3, 1],
determinar el vector resultante de la siguiente combinacion lineal, representando graficamente el resultado.

1
—0+ 204+ 30 + T+

TR )
! //17 —ﬁ+217+3u7+§_’+17
nel m:- I R = (—1)[-2,2]+2[3, 1] +3[-2, —2]+%[1,2]+[3,—1]
b ’uzxx —[246-6+05+3,-2+2-6+1—1]
=[5.5,-6]
) \

El vector resultante de una combinacion lineal siempre pertenece al subespacio vectorial al que forman los
vectores combinados.

2.4.2. Dependencia e Independencia Lineal

Definiciéon 2.17. Dependencia e Independencia Lineal

e Se dice que un vector ¥ K" es linealmente dependiente de un sistema de m vectores vy, ¥s,
<o, Uy K™, si U es una combinacion lineal de dichos vectores.

e En caso contrario, se dice que ¥ es linealmente independiente de dichos vectores.

Nota 2.3. La dependencia lineal es transitiva: si ¥ depende linealmente de unos vectores y cada uno de estos dependen
linealmente de otros, entonces ¥ depende linealmente de los tultimos.

22Ver un resumen de la definicién y propiedades de los sumatorios en el Apéndice A.4, pagina 262.
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Ejercicio 2.12. Determinar si el vector ¢ = [1,0,—1, 0]
de los siguientes sistemas de vectores:

a) W= a1+2a—x3+24=0 cR*

}CIR4

[1,0,1,1], [0,0,1,0] c R*

. $1+$3:0
b) Wg'{xg—mzo
C) W3:

d) Wy= [1,0,1,1], [0,0,1,0], [0,0,0,1] < R*

Por tanto ¥ es linealmente dependiente de Wy.

Clases de Alcesrs

TEMA 2: Espacios Vectoriales

R* es linealmente dependiente o independiente

a) Como ¥ no pertenece a Wi (no cumple su ecuacion), no puede obtenerse por combinacién lineal de
los vectores de Wy y por tanto es linealmente independiente de él.

b) En este caso ¥ cumple las dos ecuaciones de W5, de forma que pertenece a este plano de R*, y por
tanto por combinacion lineal de diferentes vectores de Wy se puede obtener v. De aqui se deduce
que v es linealmente dependiente de Ws.

¢) En este caso hay que determinar si existen escalares z1,z2 R que cumplen:

1 0 1
_ _ 0 0 x| 0
x1[1,0,1,1] 4+ 22[0,0,1,0] = [1,0, —1,0] = 11 [ . } =1 3
1 0 0
Resolviendo el SEL mediante Gauss:
1 0 1 1 0 1
0 0 0| Fs—Fy 0 0 0
1 1|=-1{ p-m 0 1|-2
1 0 0 0 0| -1
Claramente el sistema es incompatible y por tanto no existe ninguna combinacion lineal de los
vectores de W3 que genere ¢. Por tanto ¥ es linealmente independiente de Ws.

d) Al igual que en el apartado anterior vamos a determinar si existen escalares x1,z2,23 R que

cumplen:
1 00 1
il
0 0 0 0
x1[1,0,1,1] + 22[0,0, 1, 0] + 23[0,0,0,1] = [1,0,—1,0] = 11 0 T2 | =
101 |L* 0
Resolviendo el SEL mediante Gauss:
1 0 0 1 1 00 1
0 0 0 0| F-Fy 0 0 0 0
1 1 0]-1 Fyi—Fy 01 0f-2
1 0 1 0 00 1|-1

Claramente el sistema es compatible determinado, (aunque igual seria si fuera compatible
indeterminado), y por tanto si existe alguna combinacién lineal de los vectores de W, que genera .
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Definicion 2.18. Conjunto Linealmente Dependiente

Se dice que un sistema de vectores S = ¥y, U, - ,¥, CIK" eslinealmente dependiente (o ligado)

si se verifica una de las siguientes condiciones, que son equivalentes entre si?*:

e Alguno de los vectores de S depende linealmente de los demas.

o Existen escalares a1, 0, ,, K, no todos nulos®?, que cumplen:

001 + U3 + -+ apvp =0

Definicién 2.19. Conjunto Linealmente Independiente

Se dice que un sistema de vectores S = ¥y, 0s,--- ,U, C K" eslinealmente independiente (o libre)
si se verifica una de las siguientes condiciones, que son equivalentes entre si:

e Kl sistema S no es linealmente dependiente, es decir, ninguno de los vectores de S depende
linealmente de los demas.

e La tinica combinacion lineal de vectores de S posible es la que tiene todos sus coeficientes nulos,

es decir:
0101 + U3 + -+ + apvp =0 o= =--=0p=0
siendo los escalares a1, 9, -, K.
Ejercicio 2.13. Determinar si el conjunto de vectores V = [1,2,3],[1,1,1],[1,0,—1] es linealmente

dependiente o independiente.

Tenemos que encontrar los escalares ay, as y g que cumplan:

1 1 1 0
ar | 2 | +as 1 + as 0 = 0 (21)
3 1 -1 0

Esta operacion vectorial se puede expresar como:

1 1 1 (651} (%) Q3 a1 + Qo + a3
ar | 2 | +as 1 + a3 0 = 2011 + | Qo + 0 = 2001 + ao + 0
3 1 -1 3aq (D) —Q3 3a1 + as — ag
Por tanto:
a1 + o + as 0
2000 + a2 + 0 =10
3aq + as — ag 0

Esto se puede expresar como un SEL homogéneo (Seccion 1.8, pagina 59) que hay que analizar:

a1 + oo + as 0 a1 + g + a3 = 0
201 + o + 0 =10 = 2011 + Qg = 0
3a1 + as — a3 0 3a1+as—az3 = 0

Si es compatible determinado, (soluciéon tdnica trivial ay = ay = a3 = 0), el conjunto sera linealmente
independiente, mientras que si es compatible indeterminado, (infinitas soluciones para ai, as y as), el
conjunto de vectores sera linealmente dependiente.

23La, primera definicién es formal o teérica y la segunda operacional o aplicada.
24 Al menos dos de ellos deben ser distintos de cero.
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Resolviendo por Gauss:

11 1 11 1 11 1
2 1 0| 220 1o -1 2| B2 g o1 2
301 1| B o —2 -4 0 0 0

Por tanto el sistema es compatible indeterminado, es decir existen infinitos valores a; no todos nulos que
cumplen la Ecuacion (2.1) y por ello el conjunto de vectores es linealmente dependiente.

e En un espacio vectorial R" todos sus subespacios vectoriales tienen dimension < n, ya que representan
objetos geomeétricos (que pasan por el origen) o es el propio espacio R™.

e Un sistema de m vectores de R" es linealmente dependiente si todos ellos forman un subespacio vectorial
de dimension?® < m.

e Un sistema de m vectores de R" es linealmente independiente si definen un subespacio vectorial de
dimensiéon = m.

En este caso el SEL homogéneo formado con los vectores sera compatible y determinado (todos los valores
de «; son nulos).

2.4.3. Rango de un Sistema de Vectores

Definiciéon 2.20. Rango de un Sistema de Vectores

Se denomina rango?® de un sistema de vectores S, al mdzimo nimero de vectores linealmente
independientes que hay en S. Se representa de la siguiente formas:

rang(S)

Sea S un sistema de m vectores:
e Si S es linealmente independiente, el rango coincide con m, rang(S) = m.

e Si S es linealmente dependiente, el rango es siempre menor que m, 0 < rang(S) < m.

Ejemplo 2.6. Rango de un sistema de vectores.

e El rango de S = [1,2],[3,2] es rang(S) = 2, ya que los dos son linealmente independientes (no
paralelos).

e El rango de G = [1,1,1],]2,2,2],[3,3,3] es rang(G) = 1, ya que solo hay un vector linealmente
independiente de los demaés.

e Elrangode M = [1,2,3],[4,5,6],[5,7,9] esrang(M) = 2, ya que solo hay dos vectores linealmente
independientes.

e El rango de R = 10,0,0,0] es rang(R) = 0, ya que el vector nulo siempre es linealmente
dependiente®” .

25Este caso es analogo al Ejercicio 2.13, pagina 75, ya que la matriz de vectores forma un SEL homogéneo con alguna fila de ceros
en su forma escalonada reducida y por tanto corresponde a un sistema compatible y determinado, (valores de a; no todos nulos).

26F] término rango coincide con el utilizado en el rango de una matriz (ver Seccion 1.5.5, pagina 50) debido a la relacion entre
ambos conceptos, como se explica en la siguiente seccion.

27Ya que segtn la Definiciéon 2.18, pagina 75 se tiene: al =0 , Va # 0. También se puede comprobar usando el método de
calculo del rango de la Seccion 2.4.4, pagina 77, ya que la matriz formada por el vector nulo no contiene ningtan pivote.
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2.4.4. Calculo del Rango de un Sistema de Vectores

En los casos sencillos, (con pocos vectores y de dimension baja), el rango de un conjunto de vectores se puede
determinar facilmente a simple vista, pero normalmente habra que determinarlo mateméaticamente utilizando la
definicion de dependencia lineal, Definicion 2.18, pagina 75, e independencia lineal, Definicion 2.19, pagina 75.

Para determinar el rango de un conjunto de k vectores S = 91,9, - ,9; de IKK™ hay que calcular el nimero
de vectores linealmente independientes de S. Para ello vamos a utilizar el SELL homogéneo que aparece en la
definicién de dependencia lineal?®:

TV, + ToU% + -+ 20 =0 = [vl Uy ov- ﬁk]fzﬁ = AZ =0
en el cual las columnas de la matriz de coeficientes A  IK™** corresponden con los vectores de S.
e Fl sistema de vectores S sera un conjunto linealmente independiente si el SEL es compatible determinado
con soluciéon dnica trivial z; = 0.
Al resolver el SEL por Gauss aparece una matriz escalonada con k filas no nulas. En este caso el rango de
S serd k, (todos los vectores son linealmente independientes).
e Fl sistema de vectores S serd un conjunto linealmente dependiente si el SEL es compatible indeterminado

con infinitas soluciones para las incognitas x;.

Al resolver el SEL por Gauss aparece una matriz escalonada con r < k filas no nulas, lo que indica que
solo hay r vectores linealmente independientes®’, siendo éste el valor del rango del sistema S.

o El rango de un conjunto de vectores V corresponde con el rango de la matriz®® A formada con los vectores

dispuestos como columnas®!.

e Para calcular el rang(V), se obtiene una matriz escalonada equivalente®® E de A.

— El rango del conjunto de vectores corresponde con el nimero de filas no nulas de E, es decir, con
rang(A).

— Un conjunto de vectores linealmente independientes de V' viene dado por los vectores columna de
A correspondientes a la posicién de los pivotes® en E.

HHH il
* t

Figura 2.2: Ejemplo de identificacion de vectores columna linealmente independientes en una matriz A, mediante
la posicién de los pivotes en una de sus matrices escalonadas equivalentes F.

Vec. lin. indep. = @, T3, Ty

B O O O N
o O O =
L © © — N
= o~ R O
O = O =

28Ver el Ejercicio 2.13, pagina 75.

298 eliminamos de S los vectores (columnas de A) correspondientes con las filas nulas de la matriz escalonada equivalente, resulta
un sistema compatible determinado, indicando que es un conjunto de vectores linealmente independiente.

30Ver la Seccion 1.5.5, pagina 50.

31En el Teorema 3.5, pagina 113 se demuestra que los vectores se pueden disponer en la matriz indistintamente como filas o como
columnas, ya que el rango de la matriz no varia.

32Ver la Seccion 1.5.4, pagina 50.

33Ver la Definiciéon 1.24, pagina 45.
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Ejercicio 2.14. Calcular el rango del siguiente conjunto de vectores de R*:
V= [17 ]-a Oa _1]a [17 ]-a _]-) _1]’ [05 07 ]-) 0]3 [17 ]-a la _1]a [07 1a 07 ]-]

Hay que determinar el ntiimero de vectores linealmente independientes que hay en V. En este caso como
minimo hay uno, ya que no todos los vectores son nulos, y como maximo cinco. Para ello construimos una
matriz A R**® utilizando los vectores de V' como columnas (el orden es indiferente aunque debe ser
conocido para posteriormente hacer referencia a ellos):

1 1 0 1 0

1 1 0 11

A= 0 -1 1 1 0
-1 -1 0 -1 1

Calculamos el rango de A, el cual coincidird con el rango de V, encontrando una matriz escalonada
equivalente:

1 10 10 1 1010
1 1 0 1 1 R-r [0 0 0 0 1
0 -1 1 10| Ftrm |0 =1 1 1 0
-1 -1 0 -1 1 0 00 0 1

Como esta matriz tiene 3 filas no nulas, el rango de A y por tanto el rango de V' también es 3.
rang(V) =3

Esto indica que en V solo tres vectores del total de cinco son linealmente independientes. La matriz
escalonada informa que son el primero 3 = [1,1,0,—1], el segundo v = [1,1,—1,—1] y el quinto
U5 = [0,1,0, 1] , correspondientes a las posiciones de los pivotes (primer elemento no nulo de cada fila, ver
la Definicion 1.24, pagina 45).

Naturalmente esta no es la tinica terna de vectores de V' que son linealmente independientes, aunque este
proceso de calculo nos asegura que estos tres si lo son.

Por ejemplo en este caso podemos comprobar a simple vista, como también el conjunto de vectores primero,
tercero y quinto son linealmente independientes, pero no el primero, segundo y tercero, ya que v7 = Uy +¥3.

2.4.5. Interpretacion Geomeétrica de la Dependencia e Independencia Vectorial

Definicion 2.21. Vectores Paralelos

En R™, se dice que dos vectores son paralelos si poseen la misma direccion, es decir:
att+ b7 =0

‘Un sistema de N > 2 vectores paralelos es siempre un conjunto linealmente dependiente.

TR, U=t

Definicién 2.22. Vectores Coplanarios

En RR?, se dice que tres vectores son coplanarios si estan contenidos en el mismo plano, es decir:
Z

i, ¥, W coplanarios iU = av+Lw

ai + b7+ ct =0 a,b,c R
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‘Un sistema de N > 3 vectores coplanarios es siempre un conjunto linealmente dependiente.

Definicion 2.23. Vectores Co-hiperplanarios

En R", se dice que n vectores son co-hiperplanarios si estan contenidos en el mismo hiperplano, y por
tanto forman un conjunto linealmente dependiente.

V1, U3, + - - Uy, co-hiperplanarios V] = QiaUs + Q3U3 + « - + Uy,

a1 + agls + -+ + apv, =0 ; a; R

Un sistema de N > m vectores co-hiperplanarios a un hiperplano de dimensiéon m + 1 es siempre un conjunto
linealmente dependiente.

Ejercicio 2.15. Determinar si los vectores del siguiente conjunto de vectores V' son co-hiperplanarios, y
en caso afirmativo calcular la dimension minima del hiperplano al que pertenecen y su ecuacion vectorial.

vV = [1,0,0,1], [1,1,0,0], [0,1,0,—1], [1,-1,0,2] c R*

Los k vectores de un sistema V' IR"™ son co-hiperplanarios (linealmente dependientes) si el rang(V) = r <
n, ya que el rango de cualquier conjunto de vectores de IR™ solo puede ser como maximo n. La dimension
minima del hiperplano al que pertenecen coincidira con el nimero de vectores linealmente independientes:

11 0 1 1 1 0 1 110 1
0 1 1 -1 Fy—F 0 1 1 -1 Fy+Fy 01 1 -1
00 0 O 0o 0 o o 0O O0OO O
10 -1 2 0 -1 -1 1 000 0

Como rang(V') = 2, el conjunto V es coplanario a un plano (dim = 2), cuya ecuacion vectorial es:
[1, x2, 23, 4] = ¢[1,0,0, 1] + s[1,1,0,0] ; t,s R

Notar que hay infinitos hiperplanos de dimensién 3 que contienen a este plano y por tanto también son
co-hiperplanarios a estos hiperplanos pero de dimensién mayor>?.

2.5. Conjuntos o Sistemas Generadores

Definicién 2.24. Conjunto o Sistema Generador

Dado un sistema de vectores G, subconjunto de un subespacio vectorial®® W, G C W, se dice que G es
un conjunto o sistema generador de W, si todo vector & W es linealmente dependiente de G.

w W wW=ci1g1 + -+ cigk g G

e Un conjunto generador de un subespacio vectorial W C K™ es cualquier conjunto G de vectores de W
que pueden generar por combinacion lineal todos los vectores de W.

e Todo subespacio vectorial W C K™ no nulo tiene infinitos conjuntos generadores.

e Todo conjunto generador G de un subespacio vectorial W C K" de dim(W) = d < n, debe tener
rang(G) = d y por tanto estar formado por al menos d vectores de W.

34Por ejemplo en R3, pensar en varios vectores que son paralelos y por tanto pertenecen a una Gnica recta. A su vez, hay infinitos
planos que contiene a esta recta y por tanto los vectores son coplanarios a estos planos.
35Tipicamente G es un conjunto finito de vectores y W es un conjunto infinito, siempre que dim(W) # 0.
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Ejercicio 2.16. Encontrar tres conjuntos generadores del plano de R?:
W r+2y—2=0

En este caso el subespacio vectorial W C R? esta formado por los infinitos vectores de R?® que pertenecen
al plano.

Como la dimensién del plano es®® 3 — 1 = 2, cualquier conjunto de vectores de este plano que contenga al
menos dos vectores linealmente independientes sera un conjunto generador del subespacio W.

Tiene por tanto infinitos conjuntos generadores. Por ejemplo tres de ellos son:

G1 = [1707 1}) [1’1’3] ) G = [LO,l]a [17173] [_13273]

Gs = [2,2,6], [-7,4,1], [1,-1/2,0], [0,1/2,1], [2,—1,0]

Donde los valores [z, y, z] utilizados cumplen la ecuacion del plano = + 2y — z = 0.

A través de la notacion gen() se representa el espacio generado por combinacion lineal de los vectores de
un conjunto generador G = ¢y, -, Gk :

gen(gi, -+ ,gk) = W : W=ogi + - +amgs, o1,---,0 R

2.5.1. Base y Dimension de un Sistema de Vectores

Definiciéon 2.25. Base de un Subespacio Vectorial

Una base de un subespacio vectorial W es un conjunto generador de W formado por vectores
linealmente independientes.

Todas las bases de un subespacio vectorial W C K™ de dim(WW) = d < n son conjuntos generadores de W que
contienen exactamente d vectores linealmente independientes.

Ejemplo 2.7. Base.

De los tres conjuntos generadores del subespacio vectorial dado en el Ejemplo 2.16, pagina 80, solo el G
es una base de W, ya que su nimero de vectores coincide con la dimension del subespacio vectorial (plano

de R?).

Definicion 2.26. Dimensiéon de un Subespacio Vectorial

Al nidmero de vectores que contiene cualquier base de un subespacio vectorial W se denomina
dimensién®” de W, y coincide con rang(W) (ntmero de vectores linealmente independientes).

36Ver la formula de equilibrio en la Definicion 1.15, pagina 37.

37En la Definicién 2.14, pagina 72 se establece el concepto de dimensién de un subespacio vectorial desde un punto de vista
geométrico. Esta nueva definicién es méas general y sirve para definir la dimensién de subespacios vectoriales tanto reales como
complejos, en los cuales no tiene sentido la geometria.
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2.5.2. Generacién de R"

Vamos a aplicar los conceptos anteriores en la generacion de los espacios R"™.

Generacion del Espacio R?

e Con todas las combinaciones lineales de uno o mds vectores paralelos, (linealmente dependientes), se
obtienen todos los vectores contenidos en la recta que tiene la direccion de los vectores. Por tanto, el rango

: . 2 2

de cualquier conjunto de vectores paralelos en R” es 1 y no pueden ser una base de R”.

e Cualguier vector de R? se puede obtener como combinacion lineal de dos vectores no paralelos (linealmente
independientes). Por tanto, cualquier conjunto de vectores que contenga al menos dos vectores no paralelos,
tiene rango 2, y por tanto es un conjunto generador de R?.

e Una base de R? sera cualquier conjunto de exactamente dos vectores no paralelos.

Y Y Y
P ,/”
23V A N 8
A A
. v N i — 20
\J ~7
v X X \ X

- L %
. - 2\

Base Candnica o Estandar de R?

Tomando los dos vectores estdndar® de R?:

61 = [170] 5 52 = [07 1]
i Cualquier vector de R? de la forma @ = [v1,v2] se puede expresar como
2 i combinacion lineal de los dos vectores estandar:
é'g :
! U =161 + v2€sy = v1[1,0] + v2]0, 1] = [v1, V2]
€1 X . . 2
Por tanto, el conjunto B = ¢€1,é> = [1,0],[0,1] es una base de R*.

A los vectores estdndar se les suele denotar como i = [1,0] y j = [0,1], y a la base B= 14,j se le denomina
base canénica o estandar de R?.

38Ver la Definiciéon 2.10, pagina 69.
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Generacion del Espacio R?

e Con todas las combinaciones lineales de uno o mds vectores paralelos, (linealmente dependientes), se
obtienen todos los vectores contenidos en la recta que tiene la direccién de los vectores. Por tanto, el rango
de cualquier conjunto de vectores paralelos en R® es 1 y no pueden ser una base de R?.

e Con todas las combinaciones lineales de al menos dos vectores coplanarios no paralelos y por tanto
linealmente independientes, solo se pueden obtener todos los vectores contenidos en el plano descrito
por los vectores. Por tanto, el rango de cualquier conjunto de vectores coplanarios en R? es 2 y no puede
ser una base de R>.

e Cualgquier vector de R® se puede obtener como combinacién lineal de tres vectores no coplanarios. Por
tanto, el rango de cualquier conjunto de vectores que contenga al menos 3 vectores no coplanarios en R>
es 3.

e Una base de R? sera cualquier conjunto de exactamente tres vectores no coplanarios.

. ﬁ\) A\
0 G
y Y Y e Y
Base Canonica o Estandar de R?
Tomando los vectores estandar de R>:
él = [17070] ; 62 = [071,0] ) 53 = [0,07 ]-]

Cualquier vector ¥ = [v1, va, v3] R? se puede expresar como combinacion lineal de estos vectores:
U = v1€] + V262 + v3€3 = V1 [1,0,0] + 1)2[0, 1,0] + ’U3[O, 0, 1] = [1}1,1)2,1}3]

Por tanto, el conjunto B = €&1,é,é3 = [1,0,0],[0,1,0],[0,0,1] es una base de R>.

A los vectores estandar de R® se les suele denotar como 7 = [1,0,0], j= [0,1,0] y k= [0,0,1], y a la base
B = f, j, k se le denomina base canénica o estandar de R3.

Generacion del Espacio Vectorial R"

e Cualquier conjunto de vectores de R™ co-hiperplanarios de un hiperplano de dimension k¥ < n es un
conjunto linealmente dependiente de rango k.

e Todo conjunto G C IR"™ con al menos n vectores linealmente independientes, rang(G) = n, es un conjunto
generador®® de R™.

e Una base de R" sera cualquier conjunto de exactamente n vectores linealmente independientes".

39Y por tanto, todo ¥ € R™ se puede obtener por combinacién lineal de los vectores de V.
40Vectores no co-hiperplanarios.
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2.5.3. Base Candnica o Estandar de K"

Definicion 2.27. Base Canoénica o Estandar de K"

La base canénica o estandar de K" es aquella formada por los vectores estindar*' de K™

B = 61,52,"',571 = [17070u"'70]7[071707"'7O]a"'7[07070a"'71] C]I(n

Ejercicio 2.17. Completar el conjunto de vectores S para que sea una base de R3.
S= [1,0,1], [1,1,1]

Una base de R® es un conjunto de 3 vectores de R® linealmente independientes. Claramente los dos
vectores de S son linealmente independientes, (es decir, no paralelos). Necesitamos un tercer vector
Z = [z,y, 2] R? que sea linealmente independiente de los dos vectores de S, es decir, que por combinacion
lineal de ambos no se pueda obtener

1 1 T 1 1 T
al 0 |+8[1 =]y = 0 1 [g}: y
1 1 z 11 z

Esto es equivalente a encontrar unos valores =, y y z que produzcan un SEL incompatible:

1 1 x
Bk 0 1 y
0 0

1 1
0 1
1 1 Z—x

IS S

Por tanto, basta con que z = x. Hay infinitos vectores que cumplen esta condicion, por ejemplo:
T=[z,y,2] =[0,0,1]

En este caso, la base de R® podria ser:

B= [1,0,1], [1,1,1], [0,0,1] |

Ejercicio 2.18. Encontrar un conjunto generador y una base del subespacio vectorial W C R* definido
por:
W { z+y—2z = 0
T —y = 0

Primero tenemos que encontrar el conjunto de los infinitos vectores de R3 que pertenecen al subespacio W
y para ello tenemos que resolver el SEL que los define. Como las dos ecuaciones del SEL son claramente
linealmente independientes (ver la Seccion 1.4.4, pagina 43), la dimensién de W es 3—2 = 1 y por tanto es
una recta en R? que vendré definida en forma paramétrica por un tnico parametro. Resolviendo el SEL
por Gauss:

z=2y=2t

y=t
T=—y+z=—t+2t=t

1 1 =10 | Fo—F 1 1 =107}
1 -1 01]0 0 -2 110

En forma vectorial, el conjunto de todos los vectores de R® que forman parte de W son:

T 1
y [ =t 1 ; t R
z 2

41Ver la Definicion 2.10, pagina 69.
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Un conjunto generador de W sera cualquier conjunto formado por al menos un vector no nulo de W, como

por ejemplo cualquiera de los tres siguientes*?:

Gi= [1,1,2] 5 Go= 224, [-1,-1,-2] ; Gs= [3,3,6], [2,2,4], [0,0,0] |

Una base de W seré cualquier conjunto de vectores formado por un solo vector*® no nulo de W, como por
ejemplo cualquiera de los dos siguientes:

Bi= [1,1,2] ; By= [-2,-2,—4] |

Ejercicio 2.19. Encontrar un conjunto generador y una base del subespacio vectorial W C R® donde
sus vectores U = [x,y, 2, w, t] cumplen:
W:x4+y—2=0

En este caso la dim(W) = 5 — 1 = 4, por tanto habra 4 parametros libres en su definicion vectorial.
Resolviendo el SEL de una ecuacion con 5 incognitas se tiene:

r=-y—z=—a+pf x -1 1 0 0
Yy=a Y 1 0 0 0
z=0 z | =« O|+B8] 1| +~[0]|+06]|0 ;oo 8,70 R
w ="y w 0 0 1 0
t=9 t 0 0 0 1

Dando valores a los parametros «, 8, v y d se obtienen todos los vectores del subespacio W.
Un conjunto generador de W estara formado por al menos 4 vectores** linealmente independientes de W,
como por ejemplo, cualquiera de los dos siguientes:

Gy =

OO O ==
OO = O
O = O OO
= o O o O

D

(V)

|
O OO ==
OO N O N
O = O OO
co O O OO
OO R = O

Una base de W esta formada por cualquier conjunto de exactamente 4 vectores linealmente independientes
de W, como los dos ejemplos siguientes:

Bi=Gy ; By=

SO O ==
OO N O N
e e e o
co O O OO

42Estos vectores se obtienen de la solucién en forma paramétrica, dando valores al parametro t.
43Ya que la dimensién de W es uno.
44Ya que este valor es la dimensién del subespacio vectorial .
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Ejercicio 2.20. Comprobar que en el espacio vectorial de los polinomios*®

B= —1—x+2? —1+22 —14+2z esuna base.

reales IP5, el conjunto

Para simplificar los célculos, los elementos del espacio Py = ag + a1z + asz? se pueden representar por

los vectores p = [ag, a1, az] R?, de forma que podemos comprobar si el conjunto
B= [-1,-1,1], [-1,0,1], [-1,1,0] es una base de R? calculando el rango de la siguiente matriz:

-1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 0 1 0 1 2 rang = 3
1 1 0 0 0 -1

Con lo que se comprueba que efectivamente es una base del espacio correspondiente, lo cual indicaria que
todo el conjunto de vectores de segundo grado p(x) = ag + a;x + azx? puede obtenerse por combinacién
lineal de los tres polinomios del conjunto B.

45Ver el Ejemplo 2.4, pagina 71.
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3.1. Matrices

89

Definiciéon 3.1. Matriz

Una matriz es una disposicién de naumeros ordenados en filas y columnas.
Una matriz A de m filas y n columnas se denota por A,,x., v las representaremos mediante corchetes
cuadrados’ de la siguiente forma:

ailp a2 A1n

a21 Q22 -+ Ag2p o
Amxn = . . . ; aij € K ; A= [aij] SN

am1  Am2 Amn

e El orden, dimensiéon o tamano de una matriz es la cantidad de filas y columnas que posee,
(m xn).

e Se denominan elementos diagonales de la matriz A, x, = [a;;] a los elementos a; que poseen
igual fila que columna.

ES

e Al conjunto de todos los elementos diagonales se denomina diagonal principal. Se definen las
subdiagonales como aquellas diagonales por encima y por debajo de la diagonal principal.

e Silas n columnas de la matriz A,, «, son los vectores ¢, Cs, - -+, ¢, € K™, podemos representarla
como un vector de vectores columna:
ai;
— — — = a2i
A= [ C1 Co Cn, ] : G =
Qi
e Si las m filas de la matriz A,,«, son los vectores fi, fa, -+, fm € K", podemos representarla
como un vector de vectores fila:
fi
fa e .
A= ] ) fi= [ Qi1 @42 Qin ]
fm

Definicion 3.2. Matrices Iguales

Se dice que dos matrices son iguales si poseen las mismas dimensiones (namero de filas y columnas) y
si son iguales todos sus correspondientes elementos.

3.1.1. Tipos de Matrices

e Matriz Fila: Matriz formada por una unica fila.
Aiyn=[an a2z - ap |

Es equivalente a un vector fila.

ITambién es muy frecuente representarla por paréntesis.
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e Matriz Columna: Matriz formada por una tnica columna.

ai1

a21
Am><1 =

Gm1

Es equivalente a un wvector columna.

e Matriz Nula, 0,,«,: Matriz con todos sus elementos iguales a cero.

0 0 0

0 0 0
{Omxn:[aij]:aijzoa OSZSTTL, OSJSTL} 5 Omxn: .

0 0 0

e Matriz Cuadrada: Matriz con igual ntumero de filas que de columnas.

ail a2 -0 Ain

a1 Q22 - G2p
Anxn -

ap1  QAp2 - Gpn

A las matrices A« que no son cuadradas m # n se las denomina rectangulares.

Definicion 3.3. Traza de una Matriz Cuadrada

Se denomina traza de una matriz cuadrada A € K"*™ y se representa por tr(A) a la suma de sus
elementos diagonales.

n
tr(A) :Za“— =a11 tax+--+ann

i=1

e Matriz Triangular Superior: Matriz cuadrada donde sus entradas por debajo de la diagonal principal

SOo1n cero.
0 % - %
{Aan:[aij]laijZO si ’L>]} ; T =
00 - x

e Matriz Triangular Inferior: Matriz cuadrada donde sus entradas por encima de la diagonal principal

son cero.
* 0 0
* % 0
{Anxn =[aij] 1a;; =0 si i <j} ; T = i
% % *

e Matriz Diagonal: Matriz cuadrada donde sus entradas no diagonales son cero.

aiq 0 0
L 0  a 0

{Anxn =[aij] 1 a;; =0 si i#j} ; D= :
0 0 Apn
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e Matriz Tridiagonal: Matriz cuadrada con elementos no todos nulos en la diagonal principal y en las
subdiagonales justo por encima y por debajo de la principal, siendo el resto de los elementos cero.

all a21 ... PRI O
a1 a2 a3 e 0
0 a31 azx ass

0 0 e Upn—1 Qnn

e Matriz Escalar: Matriz diagonal con todos sus elementos diagonales iguales.

Dn: .
0 0 d

e Matriz Identidad de orden n, I,,;: Matriz escalar con elementos diagonales de valor unidad. También
puede considerarse como una matriz cuyos vectores fila y columna son los vectores estdndar? de K.

{In:[aij]:aijzl si ’i:j, aij:0 si Z;éj}

10 --- 0 €1
o1 --- 0 €5
In = =[é&a & e | =1 |
00 --- 1 €n

e Matriz Elemental: Cualquier matriz que se obtiene al realizar una tnica operacidn elemental por fila®
sobre una matriz identidad I,,. Ejemplos de matrices elementales:

1.0 0 0
(1)8(1) 0 2 00 1 -1
01 0 ’ 0 010 ’ 0 1
0 0 01

3.2. Operaciones Basicas con Matrices

3.2.1. Suma de Matrices

Definicion 3.4. Suma de Matrices

Dadas dos matrices A, B € K™*" se define la suma de ambas A + B como la matriz C € K"*"
resultado de la operacion:

a1 - Qin bir -+ bin
A+ B =lay]+[by]=| S =
Gm1 Amn b1 binn

a1 +bi1i - aip +bin

@il AF Bgpil  ©°° g, A Breprm

2Ver la Definicion 2.10, pagina 69.
3Ver la Seccién 1.4.6, pagina 44.
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3.2.2. Producto de un Escalar por una Matriz

Definicién 3.5. Producto de un Escalar por una Matriz

Se define el producto de un escalar k£ € K por una matriz A € K™*™ a la matriz B € K"™*"
resultado de la operacion:

a1 - Qin kair -+ kain a1 - Qin

am1 - Amn kami - kamn am1 - Amn

Definicién 3.6. Matriz Opuesta

Dada una matriz A € K™*", se define la matriz opuesta de A como la matriz —A = (—1)A.

3.2.3. Diferencia o Resta de Matrices

Definicion 3.7. Diferencia de Matrices

Dadas dos matrices A, B € IK™*", se define la diferencia A — B como la matriz suma de A mas la
opuesta de B, A— B = A+ (—B) e K™*".

Al igual que con los vectores®, la resta de matrices no se considera una operacion si no un caso particular de
la, suma matricial.

3.2.4. Propiedades de la Suma y la Multiplicacién por un Escalar

Sean A, B,C € K™*" y «, 8 € K. Entonces,
e A+B=B+A Conmutativa
e (A+B)+C=A+(B+C) Asociativa

o A+ 0,xn=A4 Elemento Neutro
e 1A=A Elemento Unitario
o A+ (—A) =0mxn Elemento Opuesto
e «a(A+B)=aA+aB Distributiva 1

e (a+pB)A=aA+pA Distributiva 2

e a(BA)=(aBf)A Asociativa 2

3.2.5. Espacio Vectorial de Matrices

El conjunto de todas la matrices A € IK™*™ con las operaciones matriciales suma y producto por un escalar es
. . =4
un espacio vectorial’.

4Ver la Seccion 2.2.4, pagina 69.
5Ver la Definiciéon 2.12, pagina 71.
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3.2.6. Combinacién Lineal de Matrices

Definicion 3.8. Combinacién Lineal de Matrices

Se dice que una matriz A € IK™*" es una combinacién lineal de k£ matrices A1, Ag, - -, Ay € K™*"™
si existen k constantes c1,cs,- - ,cr € K tales que:

k
A=c1Ar; + ol + -+ Ay = chAj
j=1

e Se dice que las matrices A;, Ag, ---, Ax € IK™*™ son linealmente independientes si la tnica
solucién de la ecuacion:
c1A1 + Ao+ -+ Ak = Omxn

es la solucidn trivial®: ¢q =co =--- = ¢, = 0.

e Se dice que las matrices Ay, Ag, -+, Ap € K™*" son linealmente dependientes si existen
soluciones no triviales de la ecuacion:

1A + Ay + -+ Ak = Opxn

Definicion 3.9. Espacios de Matrices

Se define el espacio generado por un conjunto de matrices como el conjunto de todas las posibles
combinaciones lineales de las matrices del conjunto.

3.3. Producto de Matrices

Definicion 3.10. Multiplicaciéon de Matrices

Dadas las matrices A € K™*" y B € [K"*P_ se define el producto o multiplicacién de la matriz A
por la matriz B, como aquella matriz C' € IK"™*P resultado de la operacion:

a1 a2 - QAin bir bz - blp €11 €2 -+ Cip
a21 Q22 -+ A2p b1 bap  --- b2p Co1  C22 -+ C2p

AB=| . . : S =1 . . . | =cC
Am1 Am2 *°° OGmn bnl bn? e bnp Cml Cm2 *°* Cmp

donde cada elemento c;; de la matriz resultado C' se puede expresar como:

n
Cij = @by + aipboj + -+ 4 ainby; = E aixb;
k=1

e El niimero de columnas n de la matriz A debe coincidir con el numero de filas de la matriz B.
e Los valores m (filas de A) y p (columnas de B) pueden ser cualquiera.

e Los elementos de la matriz resultante C' se obtienen multiplicando los elementos de cada una de las
filas de A por los correspondientes elementos de cada una de las columnas de B.

e La matriz resultante C' tiene el mismo nimero de filas que A y el mismo niimero de columnas de B.

Amannxp = Umxp

6Ver la Seccién 1.8, pagina 59.
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Nota 3.1. EI nimero de columnas de la matriz A debe coincidir con el niimero de filas de la matriz B.

Anxn Bnxn = Cnxn Amxn Bnxp = Amxn Bnxp = Crmxp

Ejercicio 3.1. Calcular AB siendo:

11 2
12 0 2x4 _| -1 3 0 4x3
A_{Ql 11}61R o B=1 o o | SR
0 0 1
11 2
12 -1 0] -13 0
AB:{QI 11} 11 -2 |
00 1

1(1) +2(=1) + (=1)140(0) 1(1)+2(3) + (=1)14+0(0) 1(2) +2(0) + (=1)(—2) +0(1)
2(1) + 1(-1) + 1(1) + 1(0) 2(1) +1(3) + 1(1) + 1(0) 2(2) +1(0) + 1(—2) + 1(1)

_ [—2 6 4} c B2

2 6 3

Ejercicio 3.2. Calcular AB siendo:

3 1—1

_ i 2 —1—1 2x3 . _ _ 3x2
A‘[o 14i 2 ]EC P = _; _01 €C

o2 =i 2 ST TG 2+ (<1 i)(i) i) +2(0) + (1~ i)(-D)
1o 1+i 2 } o _[O(l—i)+(1+i)(0)+2i(—1) 0(1 — i) + (1+4)0 + 2i(—1)

c ®2X2

—6+1 242
l=¢ —2¢

3.3.1. Propiedades de la Multiplicacién de Matrices

e Elemento Neutro: A, =, A=A ; AecKm*"

Asociativa 1: A(BC) = (AB)C ; AeK™ " BeK"?P (CecKP**

Asociativa 2: (kA)B = A(kB) = k(AB) ; AeK™*" BecK"*?

e Distributiva 1: (A+ B)C = AC+ BC ; A,BeK™" (CeK"*P

Distributiva 2: A(B+C)=AB+ AC ; AeK™*" B,C € K"*P

El producto de matrices no es conmutativo y por tanto de forma general: AB # BA
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3.3.2. Potencia de Matrices Cuadradas

Definicion 3.11. Potencia de una Matriz Cuadrada

Dada una matriz cuadrada A € IK™*" se define la operacién A elevado a la potencia n € N, como el
resultado del producto matricial:

A" = AA.. . A
—
n veces

Propiedades de la Potencia de Matrices Cuadradas

Dada A € K™"*" y r, s € N, se verifica:
o ATAS = Ar+s
° (AT')S — ATS

e Por definicion A° = I,

3.3.3. Producto Matricial Matriz-Vector

El producto matricial de dos matrices da como resultado una nueva matriz.

e El producto matricial de una matriz A € K™*™ por una matriz (o vector) columna V € K"*! da como
resultado una matriz (o vector) columna C' € K™*1:

a1 aiz -+ Qin V1 1101 + @1202 + -+ + A1pVp
~ a1 Q@ - G2p U2 2101 + G220V + -+ + A2pVp ~
AT = = =Chx1 = U,
Am1 Am2 Tt Amn Un Am1U1 + Am2V2 +---+ AymnUn

e El producto matricial de una matriz (o vector) fila V € K!*™ por una matriz A € K™*" da como
resultado una matriz (o vector) fila C' € K**":

a1 ai2 A1n
. a1 az2 - Q2p
TA=[wv vy - vm || . . .| =
Am1 aAm?2 T Amn
= [ via11 + V2021 F UmGm1 0 V1AL, + V2020 + 0 F Vg | = Clxp = Uy

3.3.4. Producto Matricial Vector-Vector

e El producto matricial de una matriz (o vector) columna @ € IK"*! por una matriz (o vector) fila 7 € K"
es igual a una matriz cuadrada A € K™*" de la forma:

w1 wivr wiv2 - W1Up

L w2 Walp  wW2l2 -+ W2Up

W = [v1 v -0 v, | = . ) . = Apxn
Wy, WpV1  WpU2 -+ WpUp

e El producto matricial de una matriz (o vector) fila o € IK!*" por una matriz (o vector) columna i € K"**
es una matriz (o vector) de un solo elemento A € K'*1, siendo por tanto un escalar.

17_':[1)1 Vg - ’Un] . :[vlw1+v2w2+~--+vnwn]:A1X1€]K
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96 TEMA 3: Matrices

El producto matricial de un vector fila por un vector columna es una operaciéon equivalente al producto escalar
en sentido real” de dos vectores.

3.3.5. Producto Matriz-Vector Estandar

Sea A € K™*" y los vectores estindar® € € K™*! y & € K'*". Entonces

e A¢&; es la i-ésima columna de A: A&, = ;.

aip  aiz - QAip 0 14
. G21 a2 d2p : az; .
Aei = 1 = =C;
am1 am?2 e Amn Ami
o ¢;A es la j-ésima fila de A: €;A = f;.
a1 ai2 - Qip
. Q21 az2 - Q2n -
e]A:[O o] ] : : : :[ajl ajo - - a]n]ij
am1  Am2 o Gmn

3.4. Expresion Matricial de un SEL

Como se ha visto anteriormente?, a todo SEL de m ecuaciones con n incoégnitas se le puede asociar una matriz
de coeficientes A € K™*" y un vector columna de términos independientes'® b € IK™*1:

anrr + a2 + -+ aT, = b a1 aiz - Qip by
ao1¥1  + axrz + -+ e, = by az1 G2 - Q2p . bo
A= ;b=
Am1T1 + Am2Z2 + 0+ AppZny = bm Aml Am2 ' Omn bm
Si agrupamos las incégnitas en un vector columna ¥ = [r1,29, - ,7,]T € K"*! el SEL anterior se puede

representar matricialmente como:

a1 a2 - Qip x1 by
a21 ag2 - Q2n Z2 bo I
Am1 Am?2 o Omn Tn bm

Todo SEL se puede definir mediante una ecuacion matricial'! en la que el producto matricial'? entre la matriz

de coeficientes A y el vector de incognitas & debe ser igual al vector de términos independientes I;, de la forma:

"Ver la Definiciéon 6.1, pagina 163.

8Ver la Definicion 2.10, pagina 69.

9Ver la Seccién 1.5.1, pagina 48.

10La matriz ampliada A|B esta formada por la matriz de coeficientes A y el vector columna de términos independientes b.

11En este caso los datos conocidos son la matriz de coeficientes A y el vector de términos independientes b, y la incognita
corresponde con el vector de incognitas T.
12Ver la Seccién 3.3.3, pagina 95.
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3.5. Matriz Transpuesta A7

3.5. Matriz Transpuesta AT

Definicion 3.12. Matriz Transpuesta

Dada A € K™*", se define su matriz transpuesta A7 € IK"*™ aquella que se obtiene intercambiando
las filas y columnas'® de A.

_ T _ . .

A = [ay] — A" =[aji] Vi, j
a11 Qi2 - Qip a11 a21 am1
a21 Az - Aa2p e a12 a22 Am2
‘ Aml Am2 " Qmn ‘ A1n A2n Amn

3.5.1. Matriz Simétrica y Antisimétrica

Definiciéon 3.13. Matriz Simétrica y Antisimétrica

e Una matriz cuadrada A € K"*" se dice que es simétrica si AT = A.

e Una matriz cuadrada A € IK"*" se dice que es antisimétrica si AT = —A.

3.5.2. Propiedades de la Matriz Transpuesta

o (AT)T ;  AeKmxn

o (A+B)T =AT+BT ; A BecK™"
o (kAT =kAT ; AeK™n keK
o (AB)T =BTAT ; A, BeK™

o (AT =(AT) 5 AeK™" r>0

o AAT y AT A son siempre matrices simétricas.

e Si A es una matriz cuadrada, entonces A + AT es una matriz simétrica'?.

e Si A es una matriz cuadrada, entonces A — AT es una matriz antisimétrica.

Demostracion 3.1.

Por las propiedades de la matriz transpuesta, (ver la Seccion 3.5.2, pagina 97), se tiene:
o (AAT)T = (AT)TAT = AAT
o (ATA)T = AT(AT)T = ATA
o (A+ATYT = AT + (AT)T = AT + A=A+ AT
~(A - ATYT = —[AT — (ATYT] = ~(AT — 4) = A~ AT

13Es decir, la i-ésima fila de A es la i-ésima columna de AT y la j-ésima columna de A pasa a ser la j-ésima fila de AT,
14Ver la Definicion 3.13, pagina 97.
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98 TEMA 3: Matrices

Ejercicio 3.3. Dada la siguiente matriz A, calcular: A+ AT y A — AT.

Ao [ 1 —1+4i } c C2%?

0
1 -1+ 1 0 2 -1+ . .
T _ _ )
a) A+ A —[0 ; ]+[—1+i i}_{—l—i—i 9 } (Matriz simétrica)
1 -1+ 1 0 0 -1+ . . .
— T = — = 2
b) A—A [ 0 ; ] [ 4 } [ 1 0 ] (Matriz antisimétrica)

Ejercicio 3.4. Dada la siguiente matriz A, calcular: AAT y AT A.

1 -1
A=| 0 1 |eR»?
—1 1
[ 1 -1 Lo 1 2 -1 -2
a) AAT = 0 1 [_1 11 } =/l -1 1 -1 (Matriz simétrica)
-1 1 -2 1 2
- 1 -1 Tt a0 o]
b) ATA = _1 ? _H 0 1 |= [_; _g] (Matriz simétrica)
-1 1

Definicién 3.14. Matriz Transpuesta Conjugada

Dada A € K™*", se define su matriz transpuesta conjugada'® A¥ € IK"*™ a la matriz transpuesta
de A con sus elementos conjugados.

A=lay) = A¥=[@] Vij AR =AT =7"

Si A es una matriz real, entonces A# = AT,
Ejercicio 3.5. Dada la siguiente matriz compleja A, calcular: AT y A%,
1474 -1
A=1| 0 i € 32
-3 —1—3
144 0 —1i 1—4 0 i
T _ . H _
& _[ -1 i —-1-1 ’ = =l =g =Ild4

15También es tipico denominarla como A*.
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3.6.1. Matriz Hermitica y Antihermitica

Definicién 3.15. Matriz Hermitica y Antihermitica

e Una matriz cuadrada A € K"*" se dice que es hermitica si A7 = A.

e Una matriz cuadrada A € IK"*" se dice que es antihermitica si A? = —A.

3.6.2. Propiedades de la Matriz Transpuesta Conjugada

o (AMHH =4 ; AcKmxn

e (A+tBH =AH 4+ BH ; A BecKm*n»

o (kA =k(AHF ; AcK™" keK

o (AB)Hf =BHAH . A BecKM"

o (ANH = (AT . AcK™" r>0

o AH Ay AAH son siempre matrices hermiticas para toda matriz A.

3.7. Inversa de una Matriz

Definicién 3.16. Matriz Invertible y Matriz Inversa

Se dice que una matriz cuadrada A € K™*" es invertible o no singular, si existe una matriz
A=l e K™*™ tal que:

AAT ' =ATA=1,

donde I, es la matriz identidad de orden n. En caso de existir, la matriz A~! se le denomina matriz
inversa de A.
Una matriz no invertible se dice que es singular.

Nota 3.2. Dada una matriz (no necesariamente cuadrada) A € K™*", se denomina :
e Inversa por la derecha: R € K*"*™ : AR=1I,,
e Inversa por la izquierda: L € K"*™ : LA =1,

Si A es invertible entonces R = L = A~ L.

3.7.1. Calculo de la Matriz Inversa: Método de Gauss-Jordan

Sea A € K™*™ una matriz invertible, entonces llamando X = A~! se tiene que cumplir:

a1 a2 v+ Qlp Tl T2 o Tin 10 -0

az1 Q2 0 G2, To1 To2 vt Ta2p o1 -0
AX =1, —

an1 Amn?2 crr Omnn Tnl Tp2 o Tpn 00 --- 1

Denotando por &; a los vectores columna de X y €; a los vectores columna de I,,, el problema del calculo de la
matriz inversa se puede transformar en el calculo de n SEL de la forma!©:

A¥1 = ¢

ATy = &5
A[fl fg fn] = [51 €9 gn] —

AZ, = @&,

16Ver la Seccion 3.4, pagina 96.
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100 TEMA 3: Matrices

Notar que puede utilizarse el método de Gauss-Jordan'” para resolver los n SEL a la vez:

ail Q@12 -+ Qin 1 0 --- 0 1 0 --- 0 11 Ti2 cc Xin

agi Gz ccc agy | 01 -0 Op. Elem. de Fila 0 1 -+ 0| @wo1 x22 -+ T2

Gn1  Qan2 ccr Opp 00 --- 1 00 --- 1 Tnl Tn2 Tnn
A I, I, A-1

Proceso de Calculo de la Matriz Inversa (Método Gauss-Jordan)

Para encontrar la inversa de una matriz A € IK"*" se puede seguir los siguientes pasos:
1. Formar la matriz n x (2n) de la forma: [A|L,].

2. Calcular la matriz escalonada reducida equivalente de la anterior.

e si el resultado es de la forma [I,,|X], entonces A es invertible y A1 = X.

e si es de otra forma (en la parte izquierda no aparece I,), entonces A es no
invertible (singular).

Ejercicio 3.6. Calcular, en caso de que exista, la matriz inversa de la matriz:

11 1
A=|2 3 2
3 8 2
11 1/1 0 0 11 0l 100 10 1] 3 -1 0
23201 022101 o0o]—210]|552 101 0/-2 10
38 2(00 1|53 los 1|30 1| "™ oo 1| 7 =5 1
. 1 00|10 -6 1 10 -6 1
Bt g 1 0]-2 1 0 — A= 2 1 0
ol 0 1|-7 5 -1 -7 5 -1

Propiedades de la Matriz Inversa

Una matriz A € IK™*" es invertible si y solo si'®:

e A es una matriz cuadrada, m = n.

e rang (A) = m = n. (Ver la definicion de rango de una matriz en la Seccion 1.5.5, pagina 50).

Ejercicio 3.7. Determinar si la siguiente matriz es invertible.

A:

~ = =
oo Ot N
© S W

La matriz es cuadrada y por tanto puede ser invertible. Vamos a calcular su rango, obteniendo una matriz
escalonada equivalente de A.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
45 6| 22000 3 —6 | B2 00 -3 —6
78 9| 5B o 6 —12 0 0 0

Como rang (A) = 2 < n = 3, por tanto A es no invertible.

17Ver la Seccién 1.7, pagina 57.
18Estas propiedades estan basadas en la resoluciéon de SEL. Ver el Teorema 1.1, pagina 51.
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3.8. Matrices por Bloques 101

3.7.2. Inversa y SEL

Dada una matriz cuadrada invertible A € IK"*"™, entonces se verifica:

e A~! es tinica.
e El SEL A7 = b es compatible determinado y su solucién tnica viene dada por'?:

F=A"1p : Vb € K"

Dada una matriz A € K™*™:
o VyecK™:
— si A es invertible, el SEL A% = i tiene una tnica soluciéon & = A~17.

— si A no es invertible, el SEL AZ = g tiene infinitas soluciones o ninguna.
e En el caso especial 7 = 0, el SEL AZ = 0 siempre tiene como solucion Z = 0.

— si A es invertible, esta sera la tnica solucion.

— si A no es invertible, tendra ademés otras infinitas soluciones mas.

3.7.3. Operaciones con la Matriz Inversa

Sean A, B € IK™*"™ matrices invertibles, entonces:
e A ! esinvertible y (A7) "1 =4
o (cA)™' =147 siendo c € K, con c# 0.
e (AB)~! = B-14-1.
o AT es invertible y (AT)~t = (A~HT.
o AH esinvertible y (A7)~1 = (A~1)H,

A" es invertible y (A7)l = (A=H)" = A=", Vr > 0.

l20

Toda matriz elemental” es invertible y su inversa es una matriz elemental del mismo tipo.

3.8. Matrices por Bloques

Definicién 3.17. Matriz por Bloques

Una matriz por bloques o matriz particionada es aquella que estd dividida en matrices méas
pequenas llamadas bloques o submatrices.

En determinados casos practicos, particionar una matriz en bloques presenta ventajas a la hora de realizar
célculos con ella, como consecuencia de las propiedades que veremos a continuacion.

19De forma general, este no es el método apropiado para resolver un SEL, debido al alto coste computacional del célculo de la
inversa de una matriz, prefiriéndose el método de Gauss en casi todas las ocasiones.
20Ver la Seccion 3.1.1, pagina 89.
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102 TEMA 3: Matrices

Ejemplo 3.1. Matriz por bloques.
0 -1 2 3 =2 1 0 -1 2 3 -2
i Al A Agg
A= 3 1 1 -2 0 2 | = 3 1 17-2 0¢ 2 4 A A
31 2 20 0 31 2 20 0 aomm e
Donde:
-1 3 3 -2
Ay = Alp = Aqa =
11 [ 1] 12 [_2 0 13 [ 2]
A21—[7312} Amz[z o} A%_[o}

3.8.1. Propiedades de las Matrices por Bloques

Sean A y B dos matrices de igual tamano e idéntica particion.

Sisirge AL 5 — A A Asgg } n [ Bii Biz Bis } _ [ A1+ Bii Aig+ Bia Az + Bis

Aoy Axy Ay By1 By Al A1 + Bo1 Aga + Bas Az + Bas

Producto por un escalar: kA =1F% [ A Aip A ] = { B (50 (e

Ax Agp Az kAgr KAz kAgs
A, AG A Axn
A A Agg T T T
e Transpuesta: A = = A = | AL, AL | #| A Axp
Asy Az Aag . -
Azs  Ais Az Az
Afl AR
. Ay A Agg "
e Transpuesta conjugada: A = A7 = | AR Al
Az Azx Aps 0oam
Azs A

Producto matricial: Para poder realizar la multiplicacién de dos matrices por bloques, es necesario
que tanto las dimensiones de las matrices a multiplicar como las dimensiones de cada uno de los bloques,
sean los apropiados para que se pueda realizar todas las multiplicaciones matriciales involucradas.

B B B
| A A Ass e
AB = A A A By1 Bay Bag | =
21 Ao A3 Bsi By Bas

_ A11Bi1 + A12Bo1 + A31Bs1 A11Bia + Ai12Bos + A31 B3y A11B31 + AseBai + A3z Bsg
Ap1B11 + A2 Bo1 + A3Bai A2 Bia + A2 Boi + AazBsa A1 Bai + A2 Bas + As3Bss

e Matriz Inversa: Existen algunas féormulas para matrices por bloques invertibles, que en determinados

casos permiten una reducciéon considerable en el calculo computacional de la inversa. Estas férmulas no
se veran aqui.
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3.9. Determinante

3.8.2. Matriz Diagonal por Bloques

Definicién 3.18. Matriz Diagonal por Bloques

Su forma caracteristica sigue el siguiente patron:

A 0 0
0 Ay -+ 0

A: ) ] - ) EIKan
0 0 --- A,

donde las matrices A; € K™*™i son cuadradas y no necesariamente de la misma dimensién m; > 1.

Una matriz diagonal por bloques es una matriz por bloques cuadrada, tal que los bloques de la
diagonal principal son matrices cuadradas y todos los bloques fuera de la diagonal son matrices nulas.

3.8.3. Propiedades de las Matrices Diagonales por Bloques

e Determinante: |A| = |A;| |A2]---|A4,]
o Traza®': tr(A) =tr(A4;) + tr(As) + - + tr(A,)

e Inversa: .

A 0 0 AT 0 0
4ot 0 A 0 0 A’ 0
0 0 A, 0 0 Al

3.9. Determinante

3.9.1. Introduccién: Determinante de Matrices 2 x 2

El calculo de la matriz inversa de una matriz invertible A € K2*2 de la forma:

a b
=[]
es sencillo siguiendo el método de Gauss-Jordan. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a # 0,
entonces:
a bl1 0] 2n [1 2|1 0] moern [1 L1190
c d|o 1 "le d|0 1 Tlo ek gy
1 0

ad—es I3 1%
0 1

La matriz inversa de A sera:

d )

Rtm [1 0] =4 b

:| N |:O 1 ad:ccb ad(;cb
ad—cb ad—cb

d —b
A7l = ad—cb  ad—cb — 1 d —b
ad:ch ada—cb ad —cb —¢ a

De aqui podemos deducir que la matriz A sera invertible, si y solo si |ad — bc # 0.

21Ver la Definicién 3.3, pagina 90.
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Definicion 3.19. Determinante de una Matriz 2 x 2

Dada una matriz A € K2%2;

a=[% 4]

se denomina determinante de A y se denota por det (A) o bien |A|, al escalar:
det (A) = |A] = det a b = ad — be
c d

Ejemplo 3.2. Determinante de una Matriz.

[ 1+ 2—i 4 , N\ . L .
A=| | o g = JAl=(1+1)3i— (2—i)(-1-2i)=-3+3i— (—4—3i) = 1+6i

Propiedades del Determinante de una Matriz 2 x 2

Dada una matriz A € K?*2.

e A es invertible si y solo si det (A) # 0.

1 _
e En caso de ser invertible, su inversa vale: A~! = Gty
det(A) | —¢ a
3.9.2. Determinante de Matrices 3 x 3
Dada una matriz general Azys :
a b c
A=1|d e f
g h i

Calculando su inversa por el método de Gauss-Jordan se obtiene:

—fh ch—bi bf—ce
A*I:I fg—di ai—cg cd—af siendo |A| =aei+bfg+ cdh — ceg — afh — bdi
4] dh—eg bg—ah ae—bd

De igual forma que en el caso 2 x 2, la matriz A~! existira si y solo si |A| # 0.

3.9.3. Regla de Sarrus

La regla de Sarrus es un método sistematico para encontrar el determinante de una matriz A de hasta orden
3 x 3. Consiste en escribir la matriz A y a su derecha las dos primeras columnas de A. Entonces se multiplica
las entradas de las seis diagonales, sumandose o restandose en funcion de la direccién.

|A| = aei+bfg+ cdh — ceg — afh — bdi

e + -

La regla de Sarrus no es valida®? para matrices de orden superior a 3 x 3.

22E] valor obtenido de esta forma para matrices de mayor orden no tiene ninguna relacién con la inversa de la matriz.

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



3.9. Determinante 105

Ejercicio 3.8. Calcular el determinante de la siguiente matriz, utilizando la regla de Sarrus.

5 =3 2
A= 1 0 2
2 -1 3

Al =5(0)(3) + 1(—1)(2) +2(—3)(2) — 2(0)(2) — 2(—-1)(5) = 3(-3)(1) =0-2—-12—-0+104+9 =

3.9.4. Determinante de Matrices n x n

Vamos a deducir un método general para calcular el determinante de una matriz n x n. Comenzamos con el
determinante de una matriz Asys:

a b c
A=|d e f

g h i
Como hemos visto anteriormente este determinante se puede expresar facilmente mediante la regla de Sarrus.
El resultado obtenido se puede reorganizar de la siguiente forma:

|A| = aei + bfg + cdh — ceq — afh — bdi = a(ei — fh) — b(di — fg) + c(dh — eg) =

_ e f]_
_ahib +c

|

5 7]

que puede interpretarse como un desarrollo de determinantes 2 x 2 a través de los elementos de la primera fila
de la matriz. También se puede obtener un resultado anélogo desarrollando por la primera columna de la matriz
A como sigue:

|A| = aei +bfg+ cdh — ceg — afh — bdi = a(ei — fh) — d(bi — ch) + g(bf — ce) =

b ¢

—d ef

a <

=a g
7

f
i g

e
h
Se puede comprobar facilmente que el resultado es el mismo independientemente de la fila o columna que se
elija para el desarrollo.

Este procedimiento se puede generalizar para el calculo del determinante de cualquier matriz n x n de forma
recursiva, como funcion de los determinantes de submatrices (n — 1) x (n — 1) de A. A su vez, cada uno de los
determinantes obtenidos, se pueden definir mediante los determinantes de submatrices (n —2) x (n — 2) de A4,
y asi sucesivamente.

Vamos a clarificar el calculo definiendo previamente los conceptos de menor complementario y adjunto.

Definiciéon 3.20. Menores y Adjuntos de una Matriz Cuadrada

Sea una matriz cuadrada A € IK™*" y la correspondiente matriz A;; € K=Dx(=1) formada al eliminar
la fila i-ésima y la columna j-ésima de A. Se define entonces:

e Menor Complementario (o simplemente Menor) ij de A, representado por M;;, al

determinante de la matriz A;;.
M;; = det(Ay)

e Adjunto (o Cofactor) ij de A, es el menor ij de A al que se le anade un signo (4/—) dado por

la expresion: o o
Cig = (~1)™ det(Ayy) = (~1)" My
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La regla de los signos utilizada en el célculo del adjunto, (—1)*t7, se puede expresar intuitivamente en forma
de tablero de ajedrez como:

I+ I+

A+
L+ 1+
A+

Ejercicio 3.9. Dada la siguiente matriz A, calcular el menor complementario Mas y el adjunto Css.

1 -1 1 0

-2 12 3

A= 1 11 4

-1 -1 2 1
1 -1 0

Moy =|Ags]=| 1 1 -1[=1-0-140-1+1=0|
-1 -1 1
110
Cso = (—1)°|Aga| = | =2 2 3 |=—(2-0-3+0-6+2) =|5]

-1 2 1

3.9.5. Calculo del Determinante mediante Desarrollos de Laplace

1. Se define el determinante de una matriz A;x; = [a] como el escalar det(4) = |A| = a.

2. Dada una matriz cuadrada A = [a;;] € IK"*" se puede definir su determinante como el escalar obtenido
por el desarrollo por una fila o por una columna de la forma siguiente:

e Desarrollo a lo largo de la fila i-ésima :

det(A) = |A| = (—1)i+1a11|A11| + (—1)i+2ai2\Ai2\ + -+ (—1)’+"am|Am| =

n

=Y (—1)ayl(Ay = Y (-1 ai; Mi; = Z% 5
j=1

Jj=1

e Desarrollo a lo largo de la columna j-ésima :

det(A4) = |A] = (=1)"ay;|Ay;] + (=1)* P az;| Azl + - + (-1)"an;|Anj| =

n

= Z(_l)i+jaij|Aij| = Z( 1 H_JQZJMU Za’bj ij
p=il

p=il

Ejercicio 3.10. Calcular el determinante de la siguiente matriz utilizando el desarrollo de Laplace.

5 =3 2
A=1]1 0 2
2 -1 3

Desarrollando por ejemplo a través de la primera fila:

0 2 1 2
a=s| 5 ]-ea)y 3|
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Desarrollando por ejemplo a través de la segunda columna se obtiene el mismo resultado:

5 2

s I R HH R

: ‘:3*(—1)4—04—8:5

e El calculo de un determinante por el método de los desarrollos de Laplace se simplifica al desarrollar por
la fila o columna que contenga un mayor nimero de ceros.

e El célculo de un determinante mediante el desarrollo de Laplace no es eficiente computacionalmente,
siendo el numero de operaciones totales a realizar superior a n!.

3.9.6. Determinante e Inversa de una Matriz

Dada una matriz invertible’® A, se tiene:

AAT =1,
Tomando determinantes a ambos lados de la igualdad:
AllATY = L]
Como el determinante de la matriz identidad es la unidad®*, se tiene:
|| =1 = |Al|A7Y =1

Y finalmente

1
Al = A = —
T

Como consecuencia de esta formula se puede deducir la siguiente propiedad:

Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si |A| # 0. ‘

3.9.7. Propiedades de los Determinantes

Sean A, B € IK"*"™ matrices cuadradas.

e |AB| = |A] |B|

En general: |A+ B| # |A| + |B|
|A7H =147 =1/]4|
|AT| = |A]

|AH] = |4]

23Ver la Definicién 3.16, pagina 99.

24Basta ir desarrollando por cada uno de los elementos de la diagonal.

25Esto implica de forma general que la sustitucion de una de fila por cualquier combinacién lineal entre filas que incluya a dicha
fila una sola vez, no altera el valor del determinante de la matriz.

F, - F;+aF; +bFy+---

Si F; aparece multiplicado por cualquier escalar distinto de uno, el determinante queda multiplicado por ese valor.
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Sean A, B y C matrices cuadradas de orden n, entonces:
e Si A tiene una fila o columna de ceros, entonces |A| = 0.
e Si A tiene dos filas o columnas iguales, entonces |A| = 0.
e Si B se obtiene de intercambiar dos filas o columnas de A, entonces |B| = —|A|.

e Si A es una matriz triangular (superior, inferior o diagonal), su determinante es igual al producto de los
elementos de su diagonal principal.

e Si B se obtiene de multiplicar una fila o columna por el escalar k, entonces |B| = k|A|. Por tanto
det(kA) = k™| A|.

e Si B se obtiene al sumar un miltiplo de una fila (columna) de A a otra fila (columna) de A, entonces®’
|B| = |A].

e Si A, B y C son matrices iguales excepto que la i-ésima fila (o i-ésima columna) de C es la suma de las
correspondientes i-ésimas filas (o columnas) de A y B, entonces, |C| = |A| + | B].

3.9.8. Método de Gauss para el Calculo del Determinante

Como se ha visto en las propiedades del determinante, la sustitucién de una fila de la matriz por una combinacién
lineal del resto de las filas no altera el valor del determinante. Por otra parte, el valor del determinante de una
matriz triangular (escalonada) es simplemente el producto de sus elementos diagonales.

Por tanto, un método apropiado para calcular el determinante de una matriz es utilizar el método de Gauss
para obtener una matriz escalonada equivalente, y obtener su determinante.

Hay que tener en cuenta que no todas las operaciones elementales de fila dejan inalterable el determinante de
la matriz.

e Cuando se multiplica una fila por un escalar, el valor del determinante se multiplica por ese escalar. Por
tanto, en el resultado final habré que dividirlo por él.

e El intercambio de filas, cambia el signo del determinante.

Ejercicio 3.11. Aplicar el método de Gauss para calcular el determinante de la siguiente matriz:

5 5 =5 5
-1 0 1 0
A= 01 1 1
1 1 1 -1
5 5 =5 5 11 -1 1 11 -1 1
-1 0 1 0 s Fr 0 1 1 1| m+RA 0 1 1 1
0 1 1 1| mer -1 0 1 0| m-m 01 0 1
11 1 -1 11 1 -1 00 2 -2
11 -1 1 11 -1 1
F3—Fy 0 1 1 1 Fy+2F, 0 1 1 1
00 -1 0 00 -1 0
00 2 -2 00 0 -2
El determinante de la matriz resultante es: 1% 1% (—1) % (—2) = 2. El determinante de la matriz pedida

no es este, ya que hemos hecho dos operaciones elementales de fila (las dos primeras marcadas con un
asterisco), que han modificado el valor del determinante original. El producto por % la primera fila y el
intercambio de las filas 2 y 3. Para deshacer estos cambios, habra que multiplicar por 5 y cambiar de signo

el valor del determinante calculado, por tanto el resultado final es:

1Al = —10
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3.9.9. Regla de Cramer

La regla de Cramer permite obtener la solucion de un SEL compatible determinado mediante la utilizacion
del determinante de la matriz de coeficientes.

Sea el sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas:
o A € Knxn
AZ=b - "

beK

-

Denotemos por A;(b) a la matriz obtenida al reemplazar la i-ésima columna de A por el vector 5,
Ab)=[ca & - b @]
/I\

Columna %

A través de esta matriz se puede expresar la soluciéon del anterior sistema de ecuaciones lineales de la forma
dada por el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Regla de Cramer

Sea una matriz cuadrada e invertible A € K"*" y sea b un vector de K™. Entonces la solucién del
sistema Ax = b esta dada por:

-,

- det(A(B)) .
1 |A| b

Demostracion 3.3.

Como las columnas de la matriz identidad I son los vectores estandar columna €;, se tiene que:

AL@) =A[ & - & - & ]=]A8 - AT - A&, |=

Tomando determinantes a ambos lados de la igualdad,

|A| det(Ii(Z)) = det(A; ()

siendo:
1 0 T 0 0
0 1 X2 0 0
det(L;(Z))=]0 0 --- T; o 0 0 | =a4
00 -+ Tpq - 10
00 -+ =z, - 01

como se puede ver al desarrollar por la fila i-ésima. Por tanto, despejando de la expresion |A| z; =

-,

det(A; (b)) se obtiene el resultado anterior.

Desde un punto de vista computacional la regla de Cramer es ineficiente para resolver sistemas, salvo los
muy pequenos, debido al gran coste de calculo de los determinantes.
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3.9.10. Matriz Adjunta e Inversa de una Matriz

Dada una matriz cuadrada A € K™*™ se puede construir una nueva matriz de adjuntos sustituyendo cada
elemento a;; por el correspondiente adjunto®® de cada elemento,

Cij = (=1)" M;; = (—1)" det(A;)

Definicion 3.21. Matriz Adjunta

Se denomina matriz adjunta de una matriz A y se representa por adj(A), a la transpuesta de la matriz
de adjuntos, dada por:

Cn Ca -+ Cn

- Ciz2 Ca -+ Cp2
i) =[Cl" =il = | .

Cln CQn o Cnn

Para toda matriz invertible A € IK™*™ se tiene:
A= L oadia
Al

Demostracion 3.4.

La inversa de una matriz invertible A es una matriz X tal que:
AX =1 2 X:[fl Ty - fn]

siendo Z; la columna j-ésima de la matriz X. Para determinar cada una de estos vectores columna se
puede resolver los sistemas AZ; = €; y por la regla de Cramer:

B e I —
! |4
y como:
all a12 DRI 0 DY a’ln
a21 a22 DY DRI a2n
e _ . . —(_ J+i Ny — y
CHAGD=| 4 0y ot 1 ay | = (D) = O
anl an2 PR O PR ann

se deduce facilmente la expresion anterior.

26Ver la Definicion 3.20, pagina 105.
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3.10. Subespacios Fundamentales de una Matriz

La informacion contenida en una matriz estd almacenada en el valor, cantidad y disposicién de sus elementos.
Si la matriz es de grandes dimensiones, resulta muy complicado establecer algin tipo de relaciéon entre todos
sus elementos.

En esta seccién vamos a estudiar una forma de analizar esta informacion basada en la determinacién de los
subespacios vectoriales asociados a una matriz.

3.10.1. Espacios Columna y Fila de una Matriz

Una matriz general A € K™*" puede ser vista como un vector de vectores fila (f;) o como un vector de vectores
columna (&;).

o
a1 - Al bil
Gm1 - OGmn fm

Definicién 3.22. Espacio Columna de una Matriz

Se define el espacio columna®’ de A € K™*" como el subespacio vectorial de IK™ generado por la
combinacidn lineal de todos los vectores columna ¢; de A. Se representa por col(A).

col(A) ={FfeK™ : T=a1&1+ - +a,é, ; «a; €K}

Definicion 3.23. Espacio Fila de una Matriz

Se define el espacio fila de A € ]_Igmxn como el subespacio vectorial de IK™ generado por la combinacion
lineal de todos los vectores fila f; de A. Se representa por fil(A).

fl(A)={ZeK" : Z=arfi+ - +amfm ; oecK}

Ejercicio 3.12. Determinar el espacio fila y el espacio columna de la siguiente matriz:

1 00 1
A=| -1 0 1 -1

0 0 1 0
El espacio fila es el subespacio vectorial generado por la combinacion lineal de los tres vectores filas de
A. Analizando los vectores fila de este caso, vemos solamente hay dos filas linealmente independientes (la

primera es combinacién lineal de la segunda menos la primera) y por tanto el espacio fila corresponde con
un plano de dimension 2 en R*. Una base del subespacio fila de A es por ejemplo:

Bg = {[1,0,0,1],[~1,0,1,—1]}

El espacio columna de A estd formado por la combinacion lineal de sus cuatro vectores columna.
Claramente en este caso solo hay dos vectores columna linealmente independientes, por tanto el espacio
columna corresponde con un plano (dimension 2) en R?, siendo por ejemplo una de sus bases:

Boot = {11,-1,0]7,0, 1,17}

27En la Definicién 4.11, pagina 136 se estudia la relacién entre espacio columna de una matriz y la imagen de ésta.

Pedro José Hernando Oter Clases de Alcerra



112 TEMA 3: Matrices

Ejercicio 3.13. Dada la matriz:

1 -1 1
-1 1 1
A= —1 0 1
1 1 1
Determinar si el vector @ = [1,0,0,1]7 pertenece al espacio columna de A y si el vector & = [1,2,3]

pertenece al espacio de fila de A.

Empezamos con el vector @. Dicho vector pertenecerd a col(A) si existe una combinacion lineal de los
vectores columna de A que genere i, y por tanto que existan escalares x1, xo y x3 tales que:

1 1 1 1
~1 1 1 0

AN I B 2N T R T el A
1 1 1

Al igual que se hizo en el Ejercicio 2.13, pagina 75, esto se puede transformar en un SEL de la forma:

1 -1 1 1
111 1 0
1 0 1 2 0

1 11 3 1

—~

Solo si este sistema es compatible, el vector @ € col(A). Resolviendo por Gauss:

1 1 11 . 1 -1 1|1 1 0 —-1|0
2+ I
-1 1 11]0 F3 + Fy 0 0 211 Fl—F; 0 0 21 Fy—2F,
-1 0 10 Fy—F 0 -1 2|1 Fy+2F; 0 -1 211
1 1 11 0 2 00 0 0 412
1 0 0
0 0 2 1
O 2 1
0

Que claramente corresponde con un SEL compatible y determinado, (la forma escalonada est4 desordenada
ya que basta con identificarla), y por tanto:

i € col(A)

Veamos ahora si el vector ¥ pertenece al espacio fila de A. En este caso se tiene que cumplir:

1 -1 -1 1 1
X1 —1 +l‘2 1 +I’3 0 +1‘4 1 = 2
1 1 1 1 3

en el cual por comodidad, se han colocado los vectores fila de A como vectores columna. Al igual que en
el caso anterior, esto corresponde con el siguiente SEL:

1 -1 -1 1 1 1

1 1 01 R S )

1 1 11 3 3

T4
Resolviendo por Gauss:
1 -1 -1 1]1 1 -1 -1 1]1
1 1 0 12|20 0 -1 23 (3.1)

1 1 1 135" 1o 2 202

Como se obtiene una matriz escalonada (desordenada) el sistema es compatible indeterminado y por tanto:

7 € fil(A)
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Nota 3.3. En este problema no ha sido necesario resolver completamente los SEL, basta con analizarlos, ya que solo se pide
determinar la pertenencia o no a los subespacios fila y columna de la matriz. Seria necesario resolverlos en el caso de pedir una
posible combinacién lineal que demuestre la pertenencia.

Ejercicio 3.14. Encontrar una posible combinacién lineal entre los vectores fila de la matriz A que genere
el vector ¥ correspondientes al Ejemplo 3.13.

Resolviendo el SEL Ecuacion (3.1) del Ejemplo 3.13 se tiene:

T1=14+a0+ax3—24=1+4—-2t—-3+2t—t=2—1

1 -1 -1 1)1
T B B e
0 2 2 0|2 T3 = T4 =

Ty = t
Hay por tanto infinitas soluciones posibles. Por ejemplo, una de ellas se obtiene para t = 0:
t=0 = [x1=2 ; xo=4 ; x3=-3 ; x4=0]

Por tanto, una combinacién lineal de los vectores fila de A que produce v es:

o1 fi v aafo+aafstaeafs=2[1 -1 1]+4[ -1 1 1]-3[-1 0 1]+0[1 1 1]=

[2-4+3+0 —2+4-0+0 2+4-3+0]=[1 2 3]=4

3.10.2. Propiedades de las Matrices Equivalentes por Filas

Teorema 3.5. Propiedades de las Matrices Equivalentes por Filas

Sea A € IK™*"™, entonces se verifica:
e Si B es una matriz equivalente por filas®® a la matriz A entonces®”, fil(A) = fil(B).

e dim(fil(A4)) = dim(col(A4)) = rang(A).

Demostraciéon 3.5.

7

e Las matrices equivalente por filas se obtienen mediante operaciones elementales por fila, (ver la
Seccion 1.5.2; pagina 49): intercambio de filas, multiplicacion de una fila por un escalar no nulo y
sumar a una fila una combinacién lineal de otras filas. Mediante estas tres operaciones se generan
distintos vectores que siguen perteneciendo al espacio fila de la matriz original, conservandose
ademas el niimero de vectores linealmente independientes de la matriz.

Por tanto, los vectores fila de la nueva matriz equivalente a la original constituyen un sistema
generador, (ver la Seccion 2.5, pagina 79), del mismo espacio fila.

o Para determinar dim(fil(4)), (ver la Definicion 2.26, pagina 80), hay que encontrar el nimero de
vectores fila de A linealmente independientes, para ello se determina el rango de la matriz, (ver la
Seccion 1.5.5, pagina 50).

Para determinar dim(col(A)) hay que encontrar el ntimero de vectores columna de A linealmente
independientes, para ello se determina el rango del conjunto de vectores, (ver la Seccion 2.4.3,
pagina 76), mediante el calculo del rango de la matriz.

Por tanto dim(fil(A4)) = dim(col(A)) = rang(A).

28Ver la Seccion 1.5.3, pagina 49.
29 Aunque no necesariamente col(A) = col(B).
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3.10.3. Rango, Nicleo y Nulidad de una Matriz

Definicion 3.24. Rango de una Matriz

Dada la matriz A € IK™*", se puede definir®" el rango de A como la dimension de su espacio fila o de
su espacio columna®!. Se denota por rang(A).

rang(A) = dim(fil(A4)) = dim(col(A))

Recordamos que el rango de una matriz coincide con el rango del conjunto de vectores®? tanto fila como columna
de la matriz.

Ejercicio 3.15. Calcular el rango del conjunto de vectores:

1 1 0 0
2 1 1 2
v=_| -1, 1],]1],] -1
1 1 0 0
1 0 1 2

Hay que determinar el nimero de vectores linealmente independientes que hay en V', (ver la Seccion 2.4.2,
péagina 73). En este caso como minimo hay uno, (ya que no todos los vectores son nulos), y como maximo
cuatro, que es el nimero de vectores de V. La forma més apropiada de calcular el rango es construir una
matriz con los vectores de V' dispuestos en filas o en columnas y determinar el rango de la matriz, el cual
coincide con el rango del conjunto de vectores V', (ver la Definicion 2.20, pagina 76). En nuestro caso vamos
a disponerlos como vectores columna, ya que de esta forma ademas de poder determinar cuantos vectores
linealmente independientes hay, también se puede determinar méas facilmente cuéles son a través de la
posicion de los pivotes. Si se disponen como filas, al realizar alguna operaciéon elemental de intercambio
de filas, cambia el orden de los vectores, y es necesario llevar un registro de los cambios realizados para
localizar los vectores linealmente independientes. Por tanto:

1 10 0
2 11 2
A= -1 1 1 -1
1 10 0
1 01 2

Para determinar el rango de la matriz A se realizan operaciones elementales de fila hasta obtener una
matriz en forma escalonada equivalente, (ver el método de Gauss matricial en la Seccion 1.6, pagina 51),
la cual posee el mismo espacio fila que la original, (ver el Teorema 3.5, pagina 113), y por tanto el mismo
rango. Aplicando Gauss:

110 0 1 10 0 1 100
2 1 1 2| B-2n [0 -1 1 2 0 -1 1 2
111 1|2+l 201 1 | B2 o 0 3 3
110 of 22 o o0 of ™™ o 000
101 2 0 -1 1 2 0 00 0

El rango de la matriz resultante es 3, correspondiente a los tres pivotes: 1, -1 y 3, (ver la Definicion 1.31,
pagina 50 y la Definicion 1.24, pagina 45).

Por tanto el rango del sistema de vectores V es 3, siendo los vectores linealmente independientes el
primero, segundo y tercero, (correspondientes a las columnas de los pivotes).

30En la Seccion 1.5.5, pagina 50 se dio una definicién alternativa y equivalente del rango de una matriz.

31Y por tanto, segin la Definicion 2.20, pagina 76, el rango de una matriz coincide con el niimero de vectores fila y vectores
columna linealmente independientes que tiene la matriz.

32Ver la Definiciéon 2.20, pagina 76.
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Definicién 3.25. Ntcleo o Espacio Nulo de una Matriz

Dada la matriz A € IK™*", se define el niicleo o espacio nulo de A al subespacio de K™ formado por
las soluciones del sistema lineal homogéneo®® A = 0. Se denota®! por ker(A).

ker(A) = {Z e K" : AZ =0}

Definicion 3.26. Nulidad de una Matriz

Dada la matriz A € IK™*"™, se define la nulidad de A al valor de la dimension del nicleo de una matriz.

nul(A4) = dim(ker(A))

Ejercicio 3.16. Encontrar el nicleo y la nulidad de la siguiente matriz real:

0 0 1
01 -1
0 1 0

A= | -

e

Para determinar el nicleo tenemos que resolver el sistema homogéneo AZ = 0. Lo vamos a hacer por

Gauss:
100 0 1 1001 21:;“
~10 1 -1 F2+F10010M>0010:>m2:01
001 0 001 0 00 00 3=
Ty = it
En forma vectorial:
T 0 -1 0 -1
iz =t (1) +t2 8 = | ker(A4) = gen (1) , 8 ; nul(A) =2
Tq 0 1 0 1

El nicleo corresponde con un plano en R* y por tanto su dimension®® es 2, (correspondiente a los dos

parametros libres t1 y t2) y por tanto la nulidad es 2.

Los cuatro subespacios fundamentales de toda matriz A € IK™*"™ son:
e Espacio Fila: fil(A).
e Espacio Columna: col(A).
e Espacio Nulo o Nucleo: ker(A).

e Nicleo de la Transpuesta’’: ker(A”).

Estos valores determinan perfectamente la informaciéon contenida y las propiedades de toda matriz, de ahi la
importancia fundamental de su conocimiento.

33Ver la Seccion 1.8, pagina 59.

34En lengua inglesa la palabra kernel se traduce como nicleo.

35Ver la Seccion 1.2.2, pagina 36.

36Este subespacio sera tratado en mas profundidad en la Seccion 6.4.5, pagina 175.
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3.10.4. Teorema del Rango de las Matrices

Teorema 3.6. Teorema del Rango de las Matrices

Sea A € IK™*" entonces se verifica: ‘ rang(A) +nul(A) =n ‘

e Este teorema establece la relacion entre dos de los cuatro subespacios fundamentales de una matriz
demostrando que no son independientes.

e En la Seccion 6.4.6, pagina 177 se generaliza este teorema estableciendo la relacion entre los otros dos
subespacios fundamentales.

Demostracion 3.6.

nul(A) = Num. de parametros libres de la solucion del Sist. Homog. = n — rang(A)

= nul(4) +rang(4) = (n — rang(A)) + rang(4) =n

Ejercicio 3.17. Comprobar el teorema del rango en la matriz del Ejemplo 3.16, pagina 115.

Esta matriz tiene 4 columnas, por tanto n = 4 y la nulidad se calcul6 resultando ser 2. El rango de la matriz
se puede determinar facilmente a través de la matriz resultado del método de Gauss en el Ejemplo 3.16,
donde vemos que posee dos pivotes y por tanto el rango también es 2. Por tanto se tiene:

rang(A) + nul(4) =n = 2+2=4

Sea A € K™*", entonces se verifica®”:
o rang(AT) = rang(A) = rang(A).
o rang(AT A) = rang(A” A) = rang(A).

e La matriz AT A € K™*" es invertible si y solo si rang(A) = n (igual con la matriz A7 A).

Demostracion 3.7.

e Ya que se cumple, (ver el Teorema 3.5, pagina 113):

rang(A) = dim(col(A)) = dim(fil(A)) = rang(A”)

e Como AT A € R™™", tiene el mismo ntmero de columnas que A y por el teorema del rango de las
matrices, (ver el Teorema 3.6, pagina 116):

rang(A) + nul(A) = n = rang(A” A) + nul(AT A)

Entonces, basta con demostrar que nul(4) = nul(A” A) para que rang(A4) = rang(A” A). Para ello
vamos a demostrar que todo Z que pertenece a nul(A) también pertenece a nul(AT A) y viceversa.

1. Todo # € nul(A) cumple AZ =0 = ATAZ = AT0 =0, y por tanto Z € nul(AT A).
2. Para todo & € nul(AT A) se tiene ATAZ =0 = &7 AT AZ = #70 = 0. Entonces:

fT AT Az = (AZ)T(AT) = (AZ) - (AT) =0 = AZ=0

y por tanto & € nul(A).

37Las propiedades de la matriz AT A seran estudiadas mas detenidamente en el Tema 7, pagina 195.
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Por lo cual, nul(4) = nul(ATA) = rang(A) = rang(AT A).
e Por las propiedades de la inversa de una matriz, (ver la Seccion 3.7.3, pagina 101), se tiene:
(ATA)—I _ A—I(AT)—I — A—I(A—I)T

Por tanto A debe ser invertible y para ello rang(A) = n, (ver la Seccion 3.7.1, pagina 100).

3.10.5. Teorema Fundamental de las Matrices Invertibles

Los subespacios asociados a una matriz determinan todas las caracteristicas y propiedades de la misma. En el
siguiente teorema se retinen las interrelaciones que hay entre ellos y el concepto de la inversa de una matriz®®.

Teorema 3.8. Teorema Fundamental de las Matrices Invertibles

Sea A € IK™*". Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

o A es invertible, (ver la Definicion 3.16, pagina 99).

e Las matrices AT y A¥ son invertibles.

o AT = b tiene solucidn unica® Vb € K".

o AZ = 0 tiene solo la solucion trivial’® & =0 € K.

e La forma escalonada reducida equivalente*' de A es I,.

o det (A4) # 0, (ver la Seccion 3.9.6, pagina 107).

e rang(A) = n, (ver la Seccion 1.5.5, pagina 50 y la Definicion 3.24, pagina 114).
e ker(A) = {0}, (ver Definicion 3.25, pagina 115).

e Tanto los vectores fila como los vectores columna de A son linealmente independientes y forman
bases*? de K.

3.10.6. Bases para los Espacios Fila, Columna y Nulo de una Matriz

Dada una matriz A € IK™*", los pasos a seguir para calcular bases para el espacio fila, el espacio columna y /o
el espacio nulo son los siguientes:

1. Encontrar la forma escalonada®® A. La denominaremos R.
2. Los vectores fila no nulos (con pivotes**) de R forman una base® del fil(A).

3. Los vectores columna de A correspondientes a los vectores columna de R con pivote, forman una base
del col(A).

4. Resolver el sistema RZ = 0, expresando la solucién como una combinacion lineal, (a través de posibles
parametros libres), de un conjunto de vectores. Estos vectores forman una base del ker(A).

38Fn el Teorema 8.2, pagina 227 se ampliara este teorema con el concepto de autovalor de una matriz.

39Ver la Seccién ??, pagina ?7?.

40Ver la Seccion 1.8, pagina 59.

41Ver la Definicién 1.32, pagina 50.

42Ver la Seccion 2.5.1, pagina 80.

43Pyede ser la escalonada normal (Seccion 1.5.4, pagina 50) o la reducida (Seccion 1.7.1, pagina 57). Esta tltima es mas costosa
de calcular pero las bases resultantes pueden, en algunos casos, ser méas sencillas y tutiles para su posterior utilizacion.

44Ver la Definicién 1.31, pagina 50.

45También se pueden tomar las correspondientes filas de la matriz original A, teniendo en cuenta los cambios de fila realizados,
en lugar de las filas de la matriz escalonada R como base del fil(A), aunque normalmente seran mas sencillas (con mas ceros) y
utiles las obtenidas de la matriz R.
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118 TEMA 3: Matrices

Ejercicio 3.18. Determinar bases para los espacios fila, columna y ntcleo de la siguiente matriz:

1 2 010
| 0o 1 -1 00 s
A= 7 1 111 ]|€K
1 -1 0 0 1

Vamos a seguir los pasos descritos en la Seccion 3.10.6, pagina 117.

1. Forma escalonada R de A.

1 2 0 1 0 1 2 01 0 1 2 0 1 0
0 1 -1 0 0| m-~ 0 1 -1 0 0| m+m 01 -1 0 O - R
1 1 1 11 Fy+Fy 0 - 1 01 Fy—F 0 0 0 0 1

-1 -1 0 01 0 01 1 0 0 1 1 1

2. Como hay pivote en las cuatro filas de R, nos indica que las cuatro filas de A son linealmente
independientes y por tanto forman una base del espacio fila de A. Por otra parte, como la matriz
escalonada equivalente R tiene el mismo espacio fila*®, una base mas apropiada’” del espacio fila de
A se puede formar con las filas de R.

Bﬁl(A) ={[1,2,0,1,0],[0,1,-1,0,0],[0,0,0,0,1],[0,0,1,1, 1]}

3. Una base del espacio columna de A esta formado por el conjunto de vectores columna linealmente
independientes de A, y son aquellas columnas de A correspondientes a las columnas con pivote
de la matriz R. En este caso corresponden con las columnas: 1, 2, 3y 5 de A.

1 2 0 0

0 1 -1 0

Beolay = 1 |° 1] 1)1
1 1 0 1

Notar que en este caso no se puede tomar como base del espacio columna de A, las columnas pivotes
de R, ya que no se conserva el espacio columna en las matrices escalonadas equivalentes®®.

4. Para encontrar una base del ntcleo de A tenemos que operar igual que en el Ejemplo 3.16, pagina 115.
Para ello resolvemos el SEL homogéneo AZ = 0 a partir de la matriz R.

ry = —2$2 — Xy = t X1 1 1
To = r3 = —t xro -1 -1
r3 = —r4—x5 = —t i | z3 | =t -1 | = ker(A4) =gen -1
Xyg = t Ty 1 1
T5 = 0 Is 0 0

Una base del nacleo de A sera en este caso:

Byer(ay = {1, —1,—-1,1,0}

Podemos también comprobar como se cumple el teorema del rango en esta matriz, ya que el rango
de A (4) mas su nulidad (1) es igual al nimero de columnas de A (5).

46Ver el Teorema 3.5, pagina 113.

47Por ser mas sencilla, ya que sus vectores poseen un mayor nimero de ceros.

48En este caso, la posicién de las columnas de los pivotes de R sirven para determinar la posicién de las columnas de A que son
linealmente independientes.
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4.1. Concepto de Transformacién Lineal

Una expresion del tipo:

Y1 =  a11%1 +a2®2 + -+ 1Ty
Yo = A21%1 + A22%2 + -+ A2pTy
Ym = aAm1T1 + @2 + -+ Amn Ty

ademas de como un SEL!, puede ser vista como una funcién vectorial® que transforma un vector de entrada:

T =[xy, 29, 2T, € K"

en otro vector de salida:
?7: [y17y27"' aym] e K™

La notacion utilizada para identificar las funciones vectoriales es la siguiente:

f: K" — K™

Definiciéon 4.1. Transformacion Lineal

Se denomina transformaciéon® lineal a toda funcion vectorial de varias variables, lineal en todas sus
variables, (polinomica de primer grado), entre un espacio dominio K™ a otro espacio imagen K™, de la

forma:
T
T]Kn’_>]Km ) [.’E1,$Q7"',$n] — [y17y27"'7ym]
Y1 = 01171 +a12T2 + -+ Q1pTp
Yo =  A21T1 + Q22T + - -+ A2p Ty = =
; y=T()
Ym = am1T1 + @m2T2 + - - + GmnTy

Nota 4.1. Por interés practico, se denotara mediante las siglas TL a las Transformaciones Lineales.

Ejemplo 4.1. Transformacion lineal.

La transformacioén lineal:
Yy = 1+ 22
Y2 = X1 — X2

Convierte un vector de entrada ¥ = [z1, 23] € IK? en otro vector i = [y1, 2] € K2.

Entrada Salida

Z=[1,0] y=[1,1]

f:[lal] g:[2a0]
f:[]-"_ivl] :J:[Q"_iaz]
Z=[-2-3i,1+ 2 y=[-1-1,—3—5i]

Las TL pueden utilizarse para codificar informacién como muestra el siguiente ejemplo.

IVer la Definicién 1.10, pagina 34.
2Ver una introduccién a las funciones en Apéndice A.12, pagina 277.
3También se llama funcién, aplicacién, operador o mapeo.
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122 TEMA 4: Transformaciones Lineales

Ejemplo 4.2. Codificacién de informaciéon mediante TL.

Un espia quiere enviar la posiciéon de un objetivo en un mapa (x1, z2) de forma codificada (y1, y2), siguiendo
la clave (transformacion lineal):

= x1+ 372
Y2 = 2x1 — 9

De forma que por ejemplo, cuando la posicién sea (5,10):

[z [

7= 0] = o] = [

Esta informacion debera ser decodificada por su receptor, como se vera més adelante en este tema”.

Se envia la posicion codificada:

4.1.1. Forma Matricial de una Transformacién Lineal

Toda TL de la forma:

Y1 =  a11%1 +a12®2 + -+ 1Ty
Yo = A21%1 + A22%2 + -+ A2pTy
Ym = Am1T1 + @22 + -+ Amn Ty

o . . ., . [
se puede expresar de forma matricial, extrayendo la informaciéon importante de la TL como”:

Y1 ai a2 - Qin T . n
Y2 a1 Az - A2p X2 = = ek
= . ) . . ; y = AZ A e Kmxn
: : : : 7eKm
Ym am1 Am2 o Omn Tn

Definicion 4.2. Matriz Asociada a una Transformacién Lineal

Dada una transformacion lineal:
y=T(Z) = AZ

se denomina matriz asociada® a la TL, a la matriz A que define dicha transformacion.

Ejemplo 4.3. Forma matricial de una TL.

La forma matricial del Ejemplo 4.1 es:
y1 = w1+ 322 N n|i_|1 3]|n N
Ya = 2.’51 — T2 Y2 2 -1 i)

= 4]

Podemos expresar esta TL en funcion de su matriz asociada A como:

<y
I
S
81

T:R*—R?> ; §=T() =A%

4Ver el Ejemplo 4.8, pagina 135.
5Ver la Seccion 3.4, pagina 96.
6También se le suele denominar matriz canénica o matriz estandar.
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4.1. Concepto de Transformaciéon Lineal 123

4.1.2. Operaciones con Transformaciones Lineales

Definiciéon 4.3. Operaciones con TL

Sean T, S : K™ —— K™ dos transformaciones lineales:

T@) =A% , S@ =B ; ABeK™" 6 7eK"
Se definen las operaciones suma y multiplicaciéon por una escalar de TL de la siguiente forma:
e Suma: F(Z)=T(%)+ S(@) =AZ¥+B¥=(A+B)x=CZ% , C e K™*"

e Producto por un Escalar: G(Z) = kT (%) = (kA)Z=D% ; DeK™" | keK

Consecuencia de las propiedades de las operaciones con matrices’, el conjunto de las transformaciones lineales
T : K" — K™ junto con sus operaciones suma y producto por un escalar, forman un espacio vectorial®.

Ejercicio 4.1. Dadas las TL T, S : R? — R* definidas como:

T Y1 = T1—2x0+ x4 ) g - Y1 = 3x1+x2+2x3— 24
Ly = —T1 — T3 oy To — T4

calcular la TL F(Z) = 3T(Z) — 25(%).

Encontramos primero las matrices asociadas a las TL iniciales T'(¥) = AZ y S(Z¥) = BZ.
1 -2 0 1 311 -1
A_[—l 0 —1 0} ’ C‘[010—1]
Entonces la matriz C' asociada a la TL pedida F(Z) = CZ es:
1 -2 0 1 31 1 -1 -4 -8 -2 5
C_?’A_QB_‘%{—l 0 -1 0]_2[010—1}_[—3 -2 -3 2}

Por tanto:
F- y1 = —4xy —8xo — 2x3+ day
’ Yo = —3x1 — 229 —3x3+ 224

4.1.3. Propiedades de las Transformaciones Lineales

Teorema 4.1. Propiedades de las TL

Una transformacion (funcion) T : K™ — K™ es lineal si y solo si, verifica las siguientes dos propiedades:
o T(u+7)=T(w)+Tw®) ; Vu,veK"
o T'(ku) =kT(w) ; VueK" VkeK Nota: Para k=0 = T(0)=0

Las propiedades del Teorema 4.1 también se utilizan como definicién alternativa de transformacion lineal®.

"Ver la Seccién 3.2.4, pagina 92.
8Ver la Definicion 2.12, pagina 71.
9Ver la definicién inicial dada en la Definicion 4.1, pagina 121.
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124 TEMA 4: Transformaciones Lineales

Demostraciéon 4.1.

Demostracion = (Una TL verifica estas propiedades)
Vamos a demostrar como una transformacion 7' : K™ —— K™ del tipo:

Y1 = ani+ -+ aips ai; - Qlp T

Ym = Gm1%1+ -+ Qunln am1 Amn LTn

cumple las dos propiedades antes citadas.
1. T(d+?) =T(u) + T(9) ; Vu,v € K™
La parte izquierda de la igualdad sera igual a:

aiy  ccc Gp uy + v1 arn(ur +v1) + -+ arn(un + vp)

Gmi " Qmn Uy, + U am1(ur +v1) + -+ G (Un + vy)

Por otra parte, el lado derecho de la igualdad sera:

ail - Gin Uy aix -0 Gin U1
T(W)+T W) = A%+ Av = ; : |+ : : =
Am1  ° OGmn Un, Gm1  *°° Omn Un
a1l + -+ Aipln a11v1 + -+ aiptn
_ + Suma dc:Vcctorcs
Am1U1 + - + CGmnlUn Am1V1 + -+ GmnUn

a1 (ur +v1) + -+ a1n(Un + vn)

aml(ul ale Ul) SP oo gp amn(un ale Un)
siendo ambos resultados iguales.
2. T(ku) = kT(0) ; Vi e K", VkeK

La parte izquierda de la igualdad sera igual a:

ail -t Gin kuy kE(aiiuy + -+ + a1puy)
T (ki) = A(kt) = : ; 1| = : = kAu
am1 o Qmn kun k(amlul SFoooF amnun)
Y la parte derecha de la igualdad:
Y1 ky k(ajiur + -+ + a1puy)
ET(@)=kAZ=Fk| : | =] ! | = : = kAu
Yn kyn k(amlul F oo qF amnun)

siendo ambos resultados iguales.

Nota 4.2. La demostracion <=, correspondiente a que una funcién vectorial (transformacion) cumpliendo las dos propiedades
anteriores obligatoriamente debe ser lineal en todas sus componentes, se vera en la Seccion 4.2.2, pagina 126.
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4.2. Transformaciones Lineales Elementales 125

Las dos propiedades del Teorema 4.1, pagina 123, se pueden resumir en una sola:
T(at + BY) = oT(1) + BT (7) ; Vi, v € K", Vo, €K

Es decir, la TL de una combinacion lineal de vectores es igual a la combinacion lineal de las TL de los vectores.

Ejercicio 4.2. Dada la TL T : R? — R? definida por:

y1. = 311+ 22
Y2 = —@1— 21

calcular T'(2@ — 57 + Tw) Vi, 7, @ € R

Expresédndolo en forma matricial se tiene:

o= 3 5] [n] ¢ oes[u] o= n] o= 0]

Como es una TL, podemos calcularlo de dos formas distintas.

Forma 1:

N N — 3 1 uy i U1 w1 o 3 1 2u1—5vl—|—7w1
rei-sesmm=| 3 | (0] [n]er[m]) =1 4 =] e o]

- 3(2’U1 —b5v1 + 7’11}1) + (QUQ —buy + 7w2) . 6u; — 15v1 + 21wy + 2us — dvg + Two
o —(2’&1 —bv1 + 7’LU1) — 2(2’&2 — buy + 7’LU2) o —2uq + 5vy — Twy — 4ug + 10vy — 14ws

Forma 2:

s el 2
HEEEN

o 67.L1 + Q'LLQ 715’01 - 51)2 21’[01 + 7’(1)2 o 6”LL1 + 2U2 — 15”[)1 — 5’02 + 21’(1)1 + 771)2
o —2’LL1 — 4UQ o

Sv1 + 10v2 —Twy — 14w, —2u1 — 4us + 5vy + 10wy — Twy — 14wy

Siendo ambas expresiones iguales.

Estas dos propiedades simplifican en gran medida la utilidad y operaciones de las TL, haciendo de ellas una
herramienta matemética de gran interés practico.

4.2. Transformaciones Lineales Elementales

e TL Nula: 7:K"+— K™ : T(%)=0¢cK™ ; Vo € K"
La matriz asociada a la transformacion nula T(Z) = AZ = 0 es la matriz nula de orden m x n :
0 0 -0
0 0 -0
Omxn - . . . e ]Kmxn
00 --- 0
e TL Identidad : T : K" — K™ : T(Z) =2 €K™ ; Vo e K»
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En este caso obligatoriamente n = m y la matriz asociada a la transformacion identidad
T(Z) = AZ = & corresponde con la matriz identidad I, :

10 --- 0
01 --- 0

=1\ . . .| e KT
0 0 1

4.2.1. Transformacién Lineal de Vectores Estandar

Dada una transformacion lineal cualquiera T : K” — K™, se tiene'?:

0
ailr a2t Qip 0 ai;

. . a1 a2 - d2p : az; . N
T(e;) = Aé; = . i . 1= ) ;o g ek
am1  Am2 ° Qmn Ami

0

siendo €; el vector columna estindar'! i-ésimo. Por tanto, el vector T'(€;) corresponde con la columna i-ésima,
¢;, de la matriz asociada a la transformacion lineal T : K™ —— K™.

Como T'(€;) = &, la matriz asociada a cualquier transformacion lineal T : K™ — K™, se puede definir
como:

Dado un vector # € K" se tiene:
T(f) = T(x1€1 + Toly -+ xné‘n) = 1‘1T(51) + $2T(€2) —+ .-+ an(gn) = 21CL + ToCo + -+ xné'n
siendo ¢; la columna i-ésima de la matriz asociada a la transformacion 7.

aixr - Qin 1 ai1 a12 A1n -
y=Ar=| : Al B e N ] B D X
=1

m1 - OGmn T Am1 Am?2 Amn

4.2.2. Demostraciéon <= de la Seccién 4.1.3

Vamos a utilizar la Definiciéon 4.4 de una matriz asociada a una TL mediante vectores estandar, para terminar
la demostraciéon del Teorema 4.1, pagina 123, cuyo resultado era:

Una transformacion T : K™ — K™ que verifica las siguientes dos propiedades es una TL.

(1) T(@+7) =T +TF) , Vi,oeKn
2) T(kit) = kT () , Vie K", VK cK

10Ver la Seccion 3.3.5, pagina 96.
11Ver la Seccién 2.2.3, pagina 69.
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Demostraciéon

Una transformacion es lineal si tiene la formas:

=N A e K"
1@) =4z { 5% Kmen

Ya que el producto matricial cumple todas propiedades, (ver la Seccion 3.3.1, pagina 94), de la definicion
de una TL.

Sean €1, €a, - -+ , €, los vectores estindar de IK™, entonces:
Z1
T2
B = = [x1€] + 2285 + -+ + X,E,)

In
Por tanto, aplicando las dos propiedades anteriores (1) y (2) tenemos:

1
T(Z) = T(218) + 2282 + - + Zn8n) 2 T(2181) + T(@28) + - - + T(@nn) &

T

4.3. Inversa de una TL

4.3.1. Funcién Invertible

Definicion 4.5. Funcién Invertible

Se dice que una funcién T : X — Y es invertible'? si la ecuacién T'(z) = y tiene una solucién tnica
x € X para cada y € Y. Si una funcion T : X +—— Y es invertible, su inversa 7! : Y —— X se define

como:
T~ (y) = { solucién tnica z € X de T(z) =y }

Ejercicio 4.3. Determinar si las siguientes TL 7', R y S son invertibles, a través de sus correspondientes
definiciones dadas mediante conjuntos de Venn.

R

S
£ [
[ [

Y X Y

e T es invertible al ser una funcion uno a uno o biyectiva.

X Y X

e R no es invertible, ya que R(z) = yo tiene dos soluciones 1 y zs.

e S 1o es invertible, ya que S(z) = yo no tiene solucion.

I Ejemplo 4.4. Codificacion de mensajes.

12Ver una definiciéon de funcion inversa en el Apéndice A.12.4, pagina 280.
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Sea el problema de la codificaciéon de mensajes, Ejemplo 4.2, dado en este caso por la siguiente TL:

Y1 = x1+ 31 | |1 3 1 LS
{yg = 2x1 + 5z = |:y2:|_|:2 5 €2 = y_Ax

Esta TL codifica una posicion de entrada Z = [x1, 23] € R? en otro vector i = [y1, 2] € R?.
Cuando se recibe el mensaje codificado hay que decodificarlo. Por ejemplo si el vector codificado es
§ = [131,220], conociendo la matriz de codificaciéon A habra que resolver el SEL:

r1+3r9 = 131
2581 + 5:62 = 220

Utilizando Gauss-Jordan:
1 3
2 5

por tanto, la informacion decodificada es & = [5,42]. Lo interesante es encontrar la forma de decodificar
cualquier mensaje ¢ = [y, ya].

131 Fy—2F 1 3| 131 F1+3F, 1 0] 5
220 0 —42 0 1142

—F3

Fo—2F, ‘ (1) 3 Y1

1 3
2 5 Y2 1] =21 + w2

Luego, la funcion de decodificacion (funcion inversa) es:

z1 —5y1 + 3y2 . ri| _ | =5 3| |m . 7= ALy
T2 = 2Y1— Y2

-1

siendo también una TL. La relacion entre las dos matrices A y A~ es la siguiente:

codificar con la matriz A = { ; g ]

T y

decodificar con matriz A~ = [ _; 7515 }

Ejemplo 4.5. TL no invertibles.

No todas las transformaciones lineales son invertibles. Por ejemplo, supongamos que se elige como

codificacion:
=)= )
T2

y1 = 21+ 2%
=
{92 = 2z + 4z [ } [
]

Cuando se recibe la informacion codifica ¢ = [89, 178] y queremos decodificarla, tendremos que resolver el
sistema:

] - e

€2

T + 229 = 89
2581 +4SC2 = 178

que tiene infinitas soluciones de la forma:

|:x1]:|:89—t:| ; vte R
i) t
Ya que este SEL no tiene solucién tnica, es imposible recuperar la actual posiciéon codificada, es decir, la

transformacién de codificaciéon y la matriz de codificacion A son no invertibles. Por tanto este
codigo (TL) no es util para este fin.
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Definicion 4.6. TL Invertible

La TL i = AZ es invertible si el SEL:

AZ =7

tiene una tnica solucién & € IK™ para todo y € K™ — A es invertible

Analicemos todos los posibles casos de A € IK™*":

e m<<n

En este caso el sistema tiene menos ecuaciones que incoégnitas y por tanto puede ser:

— incompatible (sin solucion).

— compatible indeterminado (infinitas soluciones), para cualquier ¢ € IK™.

Por tanto la TL § = AZ es no invertible.

Ejemplo 4.6. TL no invertible.

Una TL real con n =3 y m = 2 de la forma T : R? — R?, podemos interpretarla graficamente como:

Z1

hn _ | a11 a12 ais
= 1'2

Y2 az1 Q22 A3

xs3

Se puede considerar como una transformacion de todos los puntos del espacio R® en los puntos del plano
R?. Intuitivamente se aprecia que existen més puntos en el conjunto dominio R? que en el conjunto imagen
R? y por tanto:

e La TL o bien no es inyectiva o no es sobreyectiva o ambas cosas. = no es biyectiva'>.

e El SEL AZ = ¢/ puede tener infinitas soluciones o bien no tener solucién, para todos o algunos valores
~ 2
e R”

En cualquiera de los dos casos, la TL no es invertible.

13Ver el Apéndice A.12.3, pagina 279.
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e m=n

En este caso el sistema tiene el mismo nimero de ecuaciones que incognitas y por tanto puede ser:

— incompatible (sin solucién).
— compatible indeterminado (infinitas soluciones).

— compatible determinado (solucion tnica) para cualquier ¢ € IK™.

La TL ¢ = AZ sera invertible si y solo si'*:

rang (A) =n

es decir:

— Cualquier matriz escalonada equivalente'® de A no posee ninguna fila de ceros.

— La matriz escalonada reducida equivalente'® de A es la matriz identidad de orden n, I,.

10 - 0
I.=1| . . .| e KM
0 0 1

e m>n

En este caso el sistema tiene més ecuaciones que incognitas y si T es inyectiva siempre podemos encontrar
algtin determinado i € R™ tal que el sistema AZ = ¢ sea incompatible (sin solucion).

Por tanto la TL i = AZ es no invertible.

Ejemplo 4.7. TL no invertible.

Una TL real con n =2y m = 3 de la forma T : R? — R?, se puede interpretar como una aplicacion de
de todos los puntos del plano IR? en los puntos del espacio R>.

U1 a11 a2
= a as9 T1
Y2 21 r

2
Y3 a31 asg

Claramente existen menos puntos en R? que en R?, de forma que no puede existir una correspondencia
uno a uno (biyectiva) y por tanto la TL no es invertible.

14Ver la Seccién 3.7.1, pagina 100.
15Ver la Definicion 1.32, pagina 50.
16Ver la Definicion 1.36, pagina 57.
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4.3.2. Inversa de una TL

Una transformacion lineal T : IK™ — K™ se puede expresar de las siguientes formas:
Y1 = 1121 +a12%2 + -+ Q1pTn Y1 ai; a2 A1n T
Y2 = G21T1 + Q22T2 + -+ A2pTy Y2 a1 @22 Q2n )
. — =
Ym = Am1T1 + Ap2Z2 + -+ QGppTy Ym Gm1 Am2 Gmn Tn
. . ailr  Gi2 A1n
reK az; a2 azn
T@) =A% =79y A e Kmxn o A= e Kmxn
jeK™
Am1 Am2 Amn
Definicion 4.7. TL Inversa
Si una TL!'7 :
T:K"—-K" ; ¢§=T(Z) =A%
es invertible'®, se define la TL inversa, T~(%), como:
TV K 5K :Z":Tfl(g}’) =A"1ly
Ejercicio 4.4. Encontrar, en caso de que exista, la TL inversa de la TL, T : R® — R? :
Y1 = x1 + 2 + 3 1 1 1
T: Y2 = 221 + 3z + 23 = g¢§g=T@)=A7 ; A=|2 3 2
y3=3:1:1+8x2+2:c3 3 8 2
Aplicando el método de Gauss-Jordan'”:
111100FF110100FF1013f10
2 32010225101 o0/ -210[222101 0 -2 10
3 82(00 1| ™% Jos —1/-30 1| "™ {00 -1] 7 =51
o 1 0 0 10 — 1 10 -6 1
DBl o1 0 -2 0 = A= -2 1 o0
o lo o0 1) -7 ~1 -7 5 -1
La TL inversa queda entonces:
T 10y, — 6y + y3 10 —6 1 Y1
2o | = | =211 + =] -2 1 0 Yo — =T Yy)=A4"1
T3 —Ty1 + Sy2 — Y3 -7 5 -1 Ys

17Notar que necesariamente la matriz asociada a la TL tiene que ser cuadrada, (con igual niimero de filas que de columnas).

18Ver la Definicion 4.6, pagina 129.
19Ver la Seccion 1.7, pagina 57.
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Ejercicio 4.5. Encontrar, en caso de que exista, la TL inversa de la TL, T : R? — R? :

Y1 o 1 -1 T1 =5 A=
wl=0alls] = o
La matriz A asociada a la TL es cuadrada pero claramente no tiene vectores fila (ni columna) linealmente
independientes, y por tanto la matriz A no es invertible y tampoco lo es la TL definida por ella.

Propiedades de la TL Inversa

Dada una funcién biyectiva®® T : X — Y se tiene:
o T HT(x))=Ty) =2, VreX

e T(T'(y)=T(x)=y, VyeY

o (T-H) =T

Linealidad de la TL Inversa

En caso de que exista, la transformacion inversa 71 de una TL:
T:K'— K" ; T(@)=yg=A%
también es una TL, ya que®!:

T~ (ai + B7) = A~ adl + 87) = aA™ T+ BAT T = oT 1 (7) + BT1()

4.4. Operaciones con TL

4.4.1. Suma de Transformaciones Lineales

Definicion 4.8. Suma de Transformaciones Lineales

Dadas las transformaciones lineales F,G : K™ —— K™, se define la transformacion lineal suma
(F+@G) : K" — K™ como:

(F+G)(#) =F@+G@ =A%+ BZ=(A+B)Z=C% ; zTeK"
siendo C' = A + B la matriz suma®? de A € K™*" y B € K™*" :

aiy - Qip bin -+ bin a1 +bi1 - aip +bin
C=A+B= ; : + : : — :

Gm1  *°° OGmn Bgpi  °°°  Ozom @il AF Ogpil  ©°° g, A= O

Propiedades de la Suma de TL

e La suma de TL es una TL.
e La suma de TL es conmutativa, ya que: A+ B = B + A.

e La suma de TL es asociativa, ya que: A+ (B+C)=(A+ B)+C.

e La operacion diferencia de TL se define como la suma del opuesto: A — B = A+ (—B)

20Ver el Apéndice A.12.3, pagina 279.
21Ver el Teorema 4.1, pagina 123 y la propiedad resumen en la pagina 125.
22Ver la Seccion 3.2.1, pagina 91.
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Ejercicio 4.6. Dadas las TL:
Y1 = T1+2x2 Y1 = 2x
F:R?— R? Yo = 2x1 — To G:R?+— R? Yo = —X1— X2
Y3 = X1+ 232 ys = 2x3
calcular las TL: (F +G)(Z) v (F — G)(%).
11 2 0 -
(F+G) @) =A@ +B@) =] 2 -1 [?]Jr -1 -1 21 =(A+B)T =
12 ? 0 2| L
11 2 0 3 1] -
=2 -1|+] -1 <1 [ml]_ 1 =2 || =0z
12 0 2 w2 14| L*2
11 2 0] -
(F-G)#) =A@ -B@)=|2 -1 [il] -1 -1 il = (A-B)Z =
12 ? 0 2| L™
11 2 0 -1 17, -
=(]l2 -1|-] -1 -1 {“’”1}: 30| |=bz
12 0 2 2 10| L™

4.4.2. Composicion de Transformaciones

Definiciéon 4.9. Composicion de Transformaciones

Dadas las transformaciones:

G KP — K™
F K" — K™

se define, la composicion de la transformacion F y G, (F o G) : KP — K™, de la siguiente forma:

(F o G)(%) = F|G(Z)] 7% 6@ 5 FIG@))

Dominio e Imagen de la Composicion de TL

Dada la composicion de TL: (F o G)(Z) = F[G(Z)].
e El dominio de F debe de coincidir con la imagen de G.

e El dominio de la nueva transformacion (F o G)(z) coincide con el dominio de G(Z) y su imagen es la
imagen de F ().

Ejercicio 4.7. Dadas las TL:

X1 + 22

F:]R2l—>]R,3 Z; — 21’1—182 GI]R,4’—>1R2 {yl = X1 +2xy+ T3+ 24
ys = x1+ 2% Yo = 2x1 —To— T4
calcular la TL composicion F' con G, (F o G)(Z).
ia1
1 1 I
2 -1 0 -1 T3
1 2 ,’1’}3
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134 TEMA 4: Transformaciones Lineales

11 1
. . . 1 11 17
(FoG))(@) = FIG@)] = A(BF) = | 2 -1 =
L 2 1 0 -1 ||as
T4
1 1 (x1+ 22 + a3+ 24) + (201 — 22 — 24)
_ 9 _1 1+ X2+ 23+ T4 — 2(1’1+$2+$3+$4)—(2.’E1—$2—CE4) _

2{E1 — X2 — T4

1 2 (1 + 2o + 23+ 24) + 2(201 — 23 — 24)
311 + 23 3 01 0 il
=| Bzo+225+3z4 |=|0 3 2 3 2| =07
5T1 — T + 23 — 24 5 -1 1 —1 i‘”’
4

La composicion de estas dos TL es una nueva TL: (F o G): R* — R3.

Propiedades de la Composicion de TL

e La composicion de TL es una TL: (F o G)(Z) = A(BZ) = C%.

e La composicién de TL no es conmutativa: (F o G) # (G o F).

e La composicion de TL si es asociativa: F o (GoH) = (FoG)oH.

Demostracion

o (FoG)(ai+ A7) = FIG(ail + 7)) = A(B(ail + 87)) = A(aBi + B7) = A(aBi) + A(BB7) =
A(BiD) + BA(BY) = o(F o G)(&@) + B(F o G)(7)

e Por una parte (Fo@G) : KP — K™ y por otra (G o F') estara definida si y solo si m = p. Por tanto
de forma general (F o G) # (Go F).

e Ver Apéndice A.12.5, pagina 281.

Matriz asociada a la Composicion de TL

La matriz asociada a la composiciéon de TL corresponde con el producto matricial’® de las matrices asociadas

a cada una de las TL.
(F o G)(Z) = A(BZ) = (AB)Z

Demostracion

a1 a2 - Qip bin bz -+ bip x1
. a1 Q22 -+ A2n bay by --- b2p T2

(FoG)(Z)=F[G(@)] = ABD) = | . . . . . : =
Am1 Am2 *° OGmn bnl bn2 T bnp Tp

23Ver la Seccién 3.3, pagina 93.
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a1 a2 - Qip b1y + biaxa + - - - + bipTy
a1 Q22 -+ Q2 ba1z1 + boowa + - - - + bopwy
am1 Am2 - OGmn bnlxl + bn2x2 qFcco ¢ bnpxp

ar1(biizr + -+ + bipxyp) + a12(bo11 + -+ -+ bopzp) + - - arn (b1 + - - + bppxy)
agl(bnml P ooo op blpxp) + agg(bglzl P oo ap b2p$p) + - agn(bnll’l —+ -+ bnpxp>

aml(bllxl SF oo gF blpxp) + am2(b21xl qFcoo ¢ b2pxp) Fcoc amn<bn1xl qF coo ¢ bnpxp)
(@11b11 + a12bo1 + -+ - 4+ a1pbn1)z1 + - - + (a11b1p + a12b2p + - - - + a1,bnp) T

(a21b11 + agobay + - - + agnbnl)l‘1 qrooedr (aglblp + aggbgp P ooeaF agnbnp)xp

(amlbll + am2b21 F oo qF amnbnl)ml qF oo (amlblp + am2b2p qFcooF amnbnp)xp

a11bi1 + a12bor + -+ aipbpr - anibip + argbay + - F a1y 1
a21b11 + ag2ba1 + - -+ + agpbna <o a21bip + agobop 4 - - aspbnp T2
B amlbll + am2b21 SF oo SF amnbnl o amlblp + am2b2p SF oo qF amnbnp Tp
fia fia-éip  fia-Gp -+ fia-CuB z1
f2A . . f2A'51B f2A'5zB f2A'5nB €2 N
= . [C1B CoB - CpB] = . . =C7
_fmA_ fmA'ng fmA'52B fmA’EnB Ln
fiards fade o facdm] )
i . s . = . Kmxn
foa-CGp  foa-CoB -+ foa-CuB < o
C=|AB = i ) B e IKnxp
AB € IK™mxp
fma-C€B fma-CB -+ fma-CuB

Ejercicio 4.8. Siguiendo con en el problema de la codificacién de mensajes. Un espia 1 envia una posicion
Z codificada segin una TL ¢ = F(&) al espia 2 y éste vuelve a codificar el mensaje segin otra TL distinta
Z = G(¥) y lo envia al espia 3. Conociendo las TL de codificacion y sabiendo que el mensaje final
doblemente codificado es Z = [6, 6], encontrar el mensaje original Z.

=ra-[1 1]z o emew-[3 ][4

~eemmarai=[1 ][ 1][z2]-[2 1][z])-e

Notar que la composicion es (Go F)(Z) y no (FoG)(Z), ya que el orden de aplicacion de las codificaciones
es primero F' y después GG. Por tanto:

=077
=[apn] = [n]-[am o] 6]

correspondiente al mensaje original .
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136 TEMA 4: Transformaciones Lineales

4.5. Imagen y Nicleo de una TL

4.5.1. Imagen de una TL

Definiciéon 4.10. Imagen de una TL

Sea una TL entre un espacio dominio X a otro espacio imagen Y.

= T —
T:X+—Y 5 LU:[IEth,"',.’En] — [ylnya"'vym]:y

Se denomina imagen de la TL al conjunto de vectores ¥ del espacio imagen Y de T que son imagen
de algun vector & del espacio dominio X.

im(T)=(FeY: §g=T(Z) paraalgin ¥ € X)

Nota 4.3. Dada una TL, T': X —— Y, no confundir la imagen de la transformacion, im(7T), con el espacio imagen de la
misma, Y. La imagen es un determinado subconjunto del espacio imagen, im(T) C Y, ver la Seccion 4.5.1, pagina 137.

Definicién 4.11. Imagen de una Matriz

Se define la imagen de una matriz A € IK™*™ y se denota por im(A4), a la imagen de la TL que define
dicha matriz.

j=T@@ =A% =  im(T)=im(A)

El espacio columna®* de una matriz coincide con la imagen de la matriz®®:

1 @11 - Qi Z1 @11 (e2%51]

Ym Am1 o Gmn T Gm1 Amn

Ejercicio 4.9. Describir la imagen de la TL T : R? — R?® definida por la matriz:
1 1
A=|1 2
1 3

La imagen de T es el conjunto de todos los posibles valores dados por la transformacién. Aplicando la
relaciéon anterior se tiene:

1 1 1 1
2 2 1 3 | L™ 1 3

De forma que la im(7T") se puede obtener con todas las posibles combinaciones lineales de los vectores
columna de la matriz A. En este caso en concreto, como los dos vectores son linealmente independientes,
corresponde a un plano en R® que pasa por el origen® (0,0,0).

1 1
im(T)=im(A)=<¢s| 1 [+t]| 2 |;Vs,teR
1 3

24Ver la Definicion 3.22, pagina 111.
25Ver demostracién en la pagina 126.
2Si no pasara por el origen no serfa un subespacio vectorial (ver Seccion 4.5.1, pagina 137).
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4.5. Imagen y Nicleo de una TL 137

Ejercicio 4.10. Calcular la imagen de la TL de T : R? — R? definida por la matriz:
1 3
A=l 5]

ro-r[2]-aln] =[5 §][n]n ] celd] -a 3] cm ] - @[]

Como x1,x2 € R, la im(T) esta formada por todos los vectores i € R? que tienen la direccion del vector
[1,2]. Esto corresponde a una recta en R? que pasa por el origen (0,0).

im(T) = im(4) = {t[ ) ] ; Vte]R}

Propiedades de la Imagen de una TL

Dada una TL entre un espacio dominio X a otro espacio imagen Y, T : X — Y
e El vector nulo del espacio imagen, 0e Y, siempre esta contenido en la imagen de T, im(T).

e La imagen de T es cerrada con respecto a la suma:

YUy, Uy € zm(T) — U+ U3 € 1m(T)

e La imagen de T es cerrada con respecto a la multiplicacién por un escalar:

Vieim(T) , YVke K = kve€im(T)

Demostraciéon

e Sean 171, Uy € 1m(T) = U +0y = T(fl) + T(fg) = T(fl + fg) = U1 +70s € zm(T)

o Seateim(T)y ke K = kii=kT(7)=T(ki))=T(F) => ki e im(T)

La imagen de una TL es un subespacio vectorial’® de su espacio imagen.

4.5.2. Nicleo o Espacio Nulo de una TL

Definicion 4.12. Nucleo de una TL

Dada una TL entre un espacio dominio X a otro espacio imagen Y.

= T =
T:X+—Y 5 $:[$1,I2,"',Z‘n] — [ylvaa"'vym]:y

Se denomina niicleo o espacio nulo de la TL al conjunto de & perteneciente al espacio dominio de T,
cuya imagen es el vector nulo 0 € Y del espacio imagen. Por tanto, el nicleo de T seran las soluciones
del SEL homogéneo AZ = 0.

-,

ker(T)= (e X : §g=T(%)=AZ=0)

26Ver la Definicion 2.13, pagina 71.
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138 TEMA 4: Transformaciones Lineales

Nota 4.4. Dada una TL, T : X — Y, el nicleo es un determinado subconjunto del espacio dominio, ker(T) C X, ver la
Seccion 4.5.2, pagina 139.

El niicleo®” de una matriz A € IK™*" coincide con el nicleo de la TL que define dicha matriz.

y=T(Z) = AZ — ker(T') = ker(A)

Ejercicio 4.11. Encontrar el nicleo de la TL de T : R® — R? definida por:

El niicleo de T son las soluciones del sistema A7 = 0. Resolviendo dicho sistema mediante el método de
Gauss-Jordan?®:

1 1 1|0 | m-F 1 1 10| m-F 1 0 —-1/0

1 2 3|0 01 2|0 0 1 210
X1 1
Solucion?? del SEL: x5 =t, xo=—-2t, 1=t = &= |as| =t]|-2
I3 1

En este caso el nicleo de T es la recta en R?® que pasando por el origen, tiene por vector director [1,—2,1].

1
ker(T) =<t | —2 ; VteR
1

Ejercicio 4.12. Encontrar el nicleo de la TL T : R® — R* definida por la matriz:

— = =

O N O Ot

S 00 O =
—

N O O W
—

0 DN O N

Aplicando Gauss-Jordan®® se obtiene la matriz escalonada reducida equivalente:

1 5 4 3 2 1 0 -6 —-12 -18 1 0 -6 0 6
A= 01 2 3 4 N 0 1 2 3 4 N 0 1 2 0 -2
0 2 4 7 10 0 0 0 1 2 0 0 0 1 2
01 2 4 6 0 0 0 1 2 0 0 0 0 0

T 6s — 6t

To —2s + 2t

Solucién del SEL:  #= | z3 | = s

Ty —2t

Is t

27Ver la Seccion 3.10, pagina 111.

28Ver la Seccién 1.7, pagina 57.

29Como se puede apreciar de los calculos del problema, al aplicar el método de Gauss-Jordan en la determinacion del nicleo no
es necesario incluir la matriz ampliada completa, ya que el vector de ceros independiente permanece inalterable con las operaciones.
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El micleo de esta TL corresponde con un plano en R® dado por:
6 —6
-2 2
ker(T)=<s| 1| +t| 0| ; Vs, teR
0 -2
0 1
Propiedades del Nicleo de una TL
Dada una TL entre un espacio dominio X a otro espacio imagenY : T :X+—Y

e El vector nulo del espacio dominio, 0 € X, esta contenido en el ker (7).

e El nicleo de T es cerrado respecto a la sumas:
Uy + Vo € ker(T) ; V’L_fl, Uy € ker(T)

e El nicleo de T es cerrado con respecto a la multiplicacién por un escalar:

kv € ker(T) ; Voeker(T), keK

Demostracion

e A0=0 = 0 ¢ ker(T)

)

—

(R
([
L Ol

e Sean 7,7, € ker(T) — {ﬁ } — Ay +Ty) = AT, + AT, =0+0=0

e Seavecker(T)ykeK = A(k¥)=k(A0)=k0=0

El nicleo de una TL es un subespacio vectorial de su espacio dominio.

4.5.3. Nulidad y Rango de una TL

Definicion 4.13. Nulidad de una TL

La dimension®' del nicleo de una TL, T : K" — K™, definida por i = T(Z) = A7, se denomina
nulidad de la transformacion lineal (o de la matriz A asociada a dicha transformacion). Se representa
por nul(7), (o nul(A)):

nul(7") = dim(ker T') = dim(ker A) = nul(A)

La nulidad es la dimension de la solucién del sistema homogéneo®?> A% = 0, y por tanto coincide con el ntimero
de parametros de su solucién, (que a su vez, coincide con el ntimero de filas nulas que contiene una matriz
escalonada equivalente® de A).

30En este caso y para simplificar como se ha visto en el ejemplo anterior, no incluimos el vector de términos independientes
(ceros). El simbolo ~ indica matrices equivalentes por filas.

31Ver la Definiciéon 2.26, pagina 80.

32Ver la Seccion 1.8, pagina 59.

33Ver la Definiciéon 1.32, pagina 50.
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Definicién 4.14. Rango de una TL

La dimension de la imagen de una TL, T : K" — K™, definida por ¥ = T(Z) = AZ, se denomina
rango de 7T
rang(7') = dim(im 7T')

El concepto de rango ya fue definido en el Tema 3 sobre matrices®* y como se vera en el siguiente teorema, esta
intimamente relacionado con el rango de una TL.

Teorema 4.2.

El rango de una TL coincide con el rango de su matriz asociada A:

rang(7T") = dim(im 7') = dim(im A) = rang(A)

Demostracion 4.2.

Dada una TL: y = A%
1. La imagen de T es el subespacio del espacio imagen que posee solucion en el SEL: AZ = 4.
2. La dim(T') coincide con el nimero de columnas linealmente independientes de A.

3. El numero de columnas linealmente independientes coincide con el nimero de filas no nulas en la
matriz escalonada equivalente y por tanto, coincide con el rang(A).

Por tanto, si T : K" — K™, ¢ = T(Z) = AT :

dim(im(7")) = m - Num. parametros libres de la sol. = m - Num. filas nulas de A = rang(A)

Teorema 4.3. Teorema del Rango de las TL

r

Dada una TL, T : K" — K™, con matriz asociada A € IK™*™, entonces se verifica:

rang(7T) + nul(T) = n

Nota 4.5. Tener en cuenta que n representa la dimension del espacio dominio de la TL y también el numero de columnas de
la matriz asociada A.

Demostraciéon 4.3.

Ver el Teorema 3.6, pagina 116.

\.

Las siguientes ecuaciones son todas equivalentes al teorema del rango:
dim(ker T') + dim(im T) = n

dim(ker A) 4+ dim(im A) =n
nul(A4) + rang(A) =n

34Ver la Definiciéon 3.24, pagina 114.
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Relacion entre los Subespacios Asociados a una TL

El teorema del rango es muy importante ya que establece la relacién que existe entre los subespacios vectoriales
imagen y niucleo de una TL, a través de sus dimensiones, rango y nulidad.

De forma esquemética, podemos representar el “funcionamiento” de una TL y la relacion entre los elementos que
. .. . . Qr . . < ., . .
la definen: espacio dominio, espacio imagen®®, nicleo e imagen®® de la transformacion, de la siguiente forma:
) ) )

K" K™

Espacio Dominio Espacio Imagen

El teorema del rango establece que el “tamafo”” de los subespacios nicleo e imagen juntos coincide con el
“tamano” del espacio dominio.

4.6. Tipos de TL

4.6.1. Inyectivas, Sobreyectivas y Biyectivas

Dada una transformacion lineal, T : K™ — K™, definida por § = T(Z) = AZ. Entonces®®:

e Siker(T) = {0} <= T es inyectiva.
e Si dim(im(7T")) = m <= T es sobreyectiva.

e T es invertible si es biyectiva.

Demostraciéon

e Siker(T) = {0} <= T es inyectiva.
Si ker(T) = {

Dados u,v € K™, dos vectores del espacio dominio de T, vamos a ver bajo que condiciones
T(w) = T(7).

0} = la tnica solucion de AZ = 0 es & = 0.

T(@) =T(@) ; T(@—-T@) =0 ; T(@—7) =0 = Sol. tnica 4—7=0 = T=7
Que es la definiciéon de una funcién inyectiva.

e Sidim(im(7T)) = m <= T es sobreyectiva.
Si dim(im(7")) = m, todo elemento del espacio imagen (IK™) es imagen de algin elemento del
espacio dominio (IK™), y por tanto T es sobreyectiva.

o T es invertible si es biyectiva.

Ver la Teorema 3.8, pagina 117.

35Ver la Definicién 4.1, pagina 121.

36Ver la Seccion 4.5, pagina 136.

37Representado a través de la dimensidn del mismo, ver la Definicion 2.26, pagina 80.

38Ver el Apéndice A.12.3, pagina 279, las definiciones de funciones inyectiva, sobreyectiva y biyectiva.
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142 TEMA 4: Transformaciones Lineales

4.6.2. Homomorfismos, Endomorfismos e Isomorfismos

e A las transformaciones lineales también se las denominan morfismos®’ (1 homomorfismos).

e Un endomorfismo en una transformacion lineal donde los espacios dominio e imagen son iguales. Se
dice que es una aplicaciéon lineal de un espacio vectorial en si mismo.

T:V >V

e A las TL biyectivas se las denomina isomorfismos. Se dice entonces que los espacios dominio e imagen
son isomorfos.
T:U—=>V

En este caso los espacios dominio e imagen no necesitan ser iguales, pero si hay una relaciéon uno a uno
entre sus elementos. Todo endomorfismo es un isomorfismo, pero no al contrario.

Nota 4.6. En el Apéndice B.3, pagina 287 se pueden ver algunas aplicaciones geométricas de las TL.

39 Aplicaciones entre estructuras matemdticas que preservan su estructura interna. Por ejemplo, en algebra lineal, los morfismos
son las transformaciones lineales, y en topologia, las funciones continuas.
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5.1. Bases 145

5.1. Bases

Recordamos los conceptos de conjunto generador y base de un subespacio vectorial.

Sea un subespacio vectorial W C K™ de dimensiéon m < n. Se dice que un subconjunto G C W, es:

e Conj. Generador de W: si rang(G) = dim(W)

e Base de W: si N° Vec. de G = rang(G) = dim (W)

Podemos pensar que un espacio vectorial! IR"™ esta estructurado
internamente mediante subespacios vectoriales W, de dimensién
0 < m < n. Cada subespacio vectorial puede definirse a través
de una base B formada por un conjunto de m vectores de W,
linealmente independientes, existiendo infinitas bases para cada
subespacio vectorial de dimensién no nula.

Las bases son las herramientas matematicas que se usan para trabajar con los subespacios vectoriales a los que
representan, es por ello que la elecciéon de una buena base es esencial.

En la siguiente figura vamos a poner un ejemplo grafico en R?. La base mas sencilla en R? es la base
canonica {[1, 0], [1,0]} formada por dos vectores unitarios perpendiculares (ver vectores en negro en la figura a).
Supongamos que tenemos que trabajar con una serie de elementos” dispuestos en una determinada configuracion
espacial (ver figura b). Las coordenadas de estos elementos en la base candnica son valores no sencillos ya que
no siguen la malla o disposicion espacial que genera la base canonica (rayas discontinuas azules).

1Puede extenderse a cualquier espacio vectorial complejo C™ pero sin el sentido geométrico exclusivo para R™. En la grafica,
el subespacio vectorial Wy representa el origen (punto de dimensién 0), Wi representa una recta (dimensién 1), W2 un plano
(dimensién 2) y W3 un hiperplano de dimension 3.

2Conjunto de puntos o vectores correspondientes a diferentes estados (valores de las variables) de un sistema.
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146 TEMA 5: Bases

Una forma 6ptima de hacer referencia a los elementos del sistema es buscar una buena base que permita
identificarlos de una forma sencilla (coordenadas formadas por nimeros sencillos). En el ejemplo presentado se
pueden elegir dos ejes (en rojo) siguiendo dos direcciones particulares de la ordenacion (figura c). De esta forma
se puede generar una nueva malla (linea discontinua en rojo) que contenga a todos los puntos del sistema y
hacer referencia a ellos mediante coordenadas simples.

Por tanto se tienen dos bases (figura d), la base candénica (en negro) ttil para la entrada de datos y salida de
resultados, y la nueva base que sigue la malla de los puntos (en rojo) tutil para los calculos internos con las
coordenadas de los puntos.

Notar que al expresar un vector en distintas bases solo
cambia la forma en que se hace referencia a éstos pero no
los vectores en si.

En las siguiente figura se muestra un tinico vector (en negro)
refenciado por dos bases distintas (en azul y rojo).

En la siguiente seccién vamos a ver la forma de referenciar vectores mediante bases distintas de la canénica.

5.1.1. Coordenadas y Matriz asociada a una Base

Definiciéon 5.1. Coordenadas de un Vector respecto una Base

Sea una base B = {by,-- - , by} de un subespacio W C K™ de dim(W) = m. Cualquier vector Z € W se
puede escribir de forma #nica como:

T=aib + asbs + - + b,

Los escalares ay, - -+ , a;, se denominan coordenadas de ¥ respecto de la base B y el vector:
aq
[Z]s =
am

se denomina vector de coordenadas de ¥ respecto de la base B.

Ejemplo 5.1. Coordenadas de un Vector en una Base

Sea en R* una serie de puntos (en color azul en la figura de abajo) dispuestos en una malla incluida en
un plano (en color verde) que corresponde a un subespacio vectorial W de dim(W) = 2.

z

4

Cada uno de estos puntos tienen unas coordenadas en R? que de forma general no son sencillas. Por ejemplo
uno de estos puntos (en color blanco) tiene por coordenadas (expresado como vector) @ = [0.5,1.5,1] € W.
Podemos referenciar cada uno de estos puntos de una forma sencilla buscando una base By apropiada (en
rojo en la figura) siguiendo alguna de las direcciones caracteristicas de la malla, por ejemplo la siguiente
(en rojo en la figura):

By = {|-1,0,-0.5],[-0.5,0.5,0]}
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5.1. Bases 147

Todos los puntos de la malla pueden expresarse de forma simple en esta base, por ejemplo el vector @
anterior puede expresarse mediante la siguiente combinacién lineal:

@ =1[0.5,1.5,1] = —2[—1,0, —0.5] + 3[—0.5,0.5, 0]

de forma que:
(-2, 3) : coordenadas de @ en la base 3

[t]; =[-2,3] : vector de coordenadas de i en la base B

Las bases son los elementos matematicos utilizados para trabajar con los subespacios vectoriales y para ello se
organizan en matrices que permiten calculos de forma apropiada.

Definicion 5.2. Matriz Asociada a una Base

La definiciéon de un vector & € W en una base B = {51, e ,gm} del subespacio W, se puede expresar
como una TL? de la siguiente forma:

o
:alb_i+a252+"'+am5m:[gl"'gm] :PB[f]B
Qo
donde Pg = [51 Em] € K™X™ es la matriz asociada® a la TL que define la base® y se denomina

matriz asociada a la base B, y [Z]s es el vector de coordenadas® de # en la base B.

La matriz Pg asociada a una base B de un subespacio vectorial W C K™ es aquella cuyos vectores columna
corresponden con los vectores de la base ordenados.

Ejercicio 5.1. Sea la base B = {[3,1], [~1,3]} de R?.

a) Encontrar la matriz asociada a la base B, Pg.

b) Si & = [10, 10], encontrar [Z]3.

¢) Si [d]g = [2, —1], encontrar el vector @ en la base candnica.
)

d) Encontrar, en caso de que exista, una base C de R? donde el vector @ = [1, —1] en la base canoénica,
tenga por vector de coordenadas [w]c = [1,1] en la base C.

3 1
=t )

b) Tenemos que encontrar el vector de coordenadas del vector Z en la base B.

— W
|
L =
—_
| —
o Qo
[
—_

o B ) 10 3 -1
T=o1by + agby = PplZlp = {10}:%[1]4_0@[ 3]:[

3Ver la Definicion 4.1, pagina 121.
4Ver la Definiciéon 4.2, pagina 122.
6Ver la Definicion 5.1, pagina 146.
6Los vectores 51 se disponen como columnas de la matriz.
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148 TEMA 5: Bases

Resolviendo el SEL:
3 —1[10] [ 0 -10]-20 . az=2 @5 = 4
1 310 10 0] 40 ay = = | 9

¢) Tenemos que encontrar un vector « a partir de sus coordenadas dadas en la base B. Para ello, basta
con determinar el vector resultado de la combinacién lineal:

_, . 3 -1 2 7 o 7
(1 2 2)-(3] - T
d) Se tiene que cumplir:

- . 1 a b 1 a+b=1
0= Feldle [1]:[0 d}[l} - {c+d1

Este es un sistema compatible indeterminado, con infinitas soluciones:

a a=1-b=1-t a 1 -1
110075 1 b=t b 0 1

[0 0 1 1] ¢ [—1} c=—l-d=—-1-s — |c || =1 |T| o|™| =
d d=s d 0 0

Una posible solucion seria por ejemplo para t = s = 1:
0 1 0 1
relaa] = e-{2] ]}

Ya que los vectores de coordenadas en una base se pueden definir a través de transformaciones lineales, se
verifican las propiedades bésicas de estas, como muestra el siguiente teorema.

Teorema 5.1. Propiedades del Vector de Coordenadas

Sea B = {l_;l, e ,l;n} una base del subespacio W C K™, y sean Z,% € W y ¢ € K. Entonces:

1. [Z+ 98 = 2B+ [¥]8

2. [cf]g = C[f]g.

Demostracion 5.1.

Sean: . )
[f]B:[al,"‘,an] = f:a1b1+...+anbn
[mB:[/Blv"'aﬂn] - g:ﬂ1b1++ﬂnbn

Aplicando propiedades de los espacios vectoriales, (ver la Seccion 2.2, pagina 67), se tiene:

F+7=(a+B8)b 4+ (n+8)bn = [F+T=[ca+5),,(n+8)] =5+ 75

cT = c(algl + ...+ angn) = [eZ]p = [can, -, can] = c[T]p

7
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5.1. Bases 149

Las dos propiedades del Teorema 5.1 se pueden resumir en una sola”:
[ebr+ - +eabals =cilbils + - +ealbals 5 Ve €K

Esto implica que las coordenadas de una combinacion lineal de vectores en una base determinada coincide con
la combinacion lineal de las coordenadas de los vectores en la misma base.

Ejercicio 5.2. Comprobar las propiedades del Teorema 5.1 con los vectores @ = [0,1,—1,1] y b =
[1,—2,1,—1] de un subespacio W C R?, siendo B = {[—1,1,0,0], [-1,0,1,0], [0,0,0,1]} una base de W,
para un caso en concreto.

Primeramente vamos a formar un vector ¥ € W como una combinacion lineal cualquiera de los vectores @
y bde W:

T=ad+pb=2[0,1,—1,1] +3[1,-2,1,—1] = [3,-4,1, —1]
en el cual hemos tomado por ejemplo @ = 2 y § = 3. Tenemos que comprobar que el vector de coordenadas

del vector ¥ en la base B se puede también obtener realizando la misma combinacién lineal pero con los
vectores de coordenadas de @ y b en la base B, es decir comprobar que se cumple:

[ad + Bblp = ald]s + B[b]s
Si obtenemos el vector de coordenadas del vector ¥/ se tiene:

[0l = [ad + Bbls = [-4,1, 1]

Por simplicidad, no se muestran aqui los calculos realizados para su obtencién. Si de igual forma obtenemos
los vectores de coordenadas de @y b :

[@]B = [17 -1, 1]

o= 2.1 1] } —  afdls + Bbls = 2[1,~1,1] + 3[-2, 1, -1] = [-4,1, 1]

Pudiéndose comprobar que se cumple la propiedad en este caso.

En los casos particulares de que los subespacios vectoriales sean el espacio vectorial completo, la obtencién de
los vectores de coordenadas puede hacerse de una forma particular, como muestra el siguiente teorema.

En el espacio IK" las coordenadas de cualquier vector & € K™ en una determinada base B = {51, e ,gn},
se pueden obtener como:

251

F=Pglalp=[b1, - bn] | : — |75 = P5 &

o7

Demostraciéon 5.2.

Como en este caso particular donde W = K", la matriz Pg es cuadrada y con vectores columna
linealmente independientes (por ser una base), siempre es invertible, pudiéndose por tanto multiplicar
por la izquierda las dos partes de la expresion & = Pg[Z]3, obteniéndose el resultado mostrado.

7Al igual que se hizo en el Teorema 4.1, pagina 123, con las propiedades de una TL, que fueron resumidas en la pagina 125.
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Ejercicio 5.3. Encontrar una base B de R* distinta de la canonica y dar una determinada transformacion
lineal que permita obtener el vector de coordenadas de cualquier ¥ = [v1, va, v3,v4] € R* en la base B.

El ejercicio nos pide que encontremos una matriz asociada a una base B, es decir Pg y a través de ella
demos la transformacién lineal:
[0]g = Pg '

Para encontrar una base de R* distinta de la canénica de forma sencilla, podemos por ejemplo dar cuatro
vectores simples de R*, que formen una matriz triangular, (lo cual asegura que los cuatro vectores son
linealmente independientes y por tanto forman una base), por ejemplo:

1 1 1 0 1 1 1 0
0 1 0 0 01 0 0
B=Ylol| |o| [1] |1 = Ps=19 011
0 0 0 1 0 0 01
Encontrando la inversa de esta matriz, por ejemplo por Gauss-Jordan:
111 01 0 00 100 01 -1 -1 1
01 000 1 0O N 01 0 0/0 1 0 0
001 1/0 0 1 0 001 0|0 O 1 -1
000 1/0 0 01 000 1j0 0 O 1

Por tanto, para todo ¥ = [v1,v2, v3, v4] la transformacion lineal pedida es:

1 -1 -1 1 U1

o 1 0 o0 vy
Ws=1o o 1 -1 v3
0 0 0 1 V4

Ejercicio 5.4. Dadalabase B={—1—z+22 —1+2% —1+2} del espacio de polinomios® P, encontrar
las coordenadas del polinomio p(z) = 1 + 2z + 22 en la base B y el polinomio [¢(z)]p = [~1,2,1] en la
base canoénica.

Con respecto a la primera pregunta, resolvemos el SEL:

-1 -1 -1]1 -1 -1 —-1]1 r1=—1—2x9—23=—1—-5+4+2=—-4
-1 0 112 | — 0 1 211 | — ro=1—2x3=14+4=5
1 1 011 0 0 —-1]2 T3 = —2

= |lp@)s=[-4,5-2

Comprobamos el resultado:
p(x) = —4(-1 -z +2?) +5(-1+2%) —2(~1+2) =4 +4r — 42® =5+ 522 +2 — 20 = 1 + 2z + 2°

Con respecto a la segunda pregunta:

giz)=-1(-1—a+2*) +2(-1+2)+ (~-1+2)=1+2—2* -2+22 ~ 1+ o= 2422 + 2>

8Ver el Ejercicio 2.20, pagina 85.
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Ejercicio 5.5. Dada la transformacioén lineal entre polinomios® reales de grado dos y tres, T : Py — IP3
que verifica:

Tt)=—-t+2 ; TEP*+t)=224+¢t ; TE+t+1)=—3—t+1
a) Encontrar la matriz asociada a T respecto de las bases canénicas Bp, = [1,¢,t%] y Bp, = [1,t,t2,t3].

b) Determinar las dimensiones del nicleo y de la imagen de la transformacion, dando (si es posible)
una base de cada uno de ellos.

¢) Demostrar que B = {t,2t> + t,t> + ¢t + 1} es una base de Ps.
a) Este problema puede interpretarse en términos de vectores de la siguiente forma:
T:R>—=R* ; T7(0,1,0]) = [2,1,0,0] ; T([0,1,2]) =[0,0,2,4] ; T([1,1,1]) = [1,0,0,1]

La matriz A4x3 asociada a T se puede determinar de la siguiente forma:

I a b ¢ b 2 - b=2
0 0
T 1 | da e f P P -1 - e=-1
0 g h i 0 Tl R | 0 — h=0
L L j k1 k 0| - k=0
a b ¢ R [ a 2 ¢ 0 2+ 2c¢ 0 — c=-1
d e f d -1 f —1+2f 1| - f=1
g h i 9 g 0 9 23 2 — i=1
i ko1 L= i 0 I 21 0] = 1=0
C 1 [ a 2 -1 1 14+a 1 — a=0
T . la -1 1 - d| | -1 | = d=-
1 “lg O 1 1 | 149 | 0 - g=-1
Lo L j 0 0 j 1| = j=-
0o 2 -1
-1 -1 1
A=l _1 o 1
-1 0 0
b) Aplicamos Gauss:
0 2 -1 0 2 -1 00 -1 00 0 I
-1 -1 1 |11 =1 |10 =1 100}, 1:0
-1 0 1 01 0 01 0 010 22:0
-1 0 o0 00 -1 00 -1 0 0 1 3=

Por tanto ker(T") = [0, 0, 0], siendo dim[ker(7)] = 0 y por tanto el nicleo de la transformacion no
tiene base. Por otra parte, la imagen de T' corresponde con el espacio columna de A y por tanto
dim[im(7")] = 3, con im(T') = P; y siendo una posible base By, = {1, 1, t2}.

¢) Demostrar que B = {t,2t> + ¢,t> + ¢ + 1} es una base de Py es equivalente a demostrar que
B = {[0,1,0],[0,1,2],[1,1,1]} es una base de R? y por tanto comprobamos que son linealmente

independientes:
0 1 O 0 1 O 0 1 0O
01 2|—=-]100 2]|]—=]00 1
1 1 1 1 0 1 1 0 O

Claramente al ser 3 vectores linealmente independientes forman una base de R® y por tanto queda
demostrado que B es una base de Ps.

9Ver el Ejemplo 2.4, pagina 71.
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5.2. Cambio de Base

Muchas veces en la practica interesa trabajar en un determinado sistema de coordenadas definido por una
determinada base, por ejemplo por resultar los calculos méas sencillos de efectuar.

En esta seccién vamos a ver cémo se sistematizan los cambios de base en espacios IK"”. Veamos primeramente
un ejemplo sencillo sobre vectores expresados en diferentes bases.

Ejercicio 5.6. Sea un subespacio vectorial W C R*. Dado el vector # = [—1,1,1] € W, determinar los
vectores de coordenadas del vector Z, en las siguientes dos bases de W:

Bw = {b1,b2} = {[1,1,0],[—2,0,1]} ; Cw ={&, &} = {[1,1,0],[1,-1,-1]}
Hay que resolver dos SEL, uno con cada base.

a) Con respecto a la primera base By = {b1, b2} = {[1,1,0],[~2,0, 1]}, tenemos que resolver el sistema:

1 —9 1 -2 1
a1l +ax| 0l=]1 o0 [gl]z 1
0 1 0 1 2 1

Cuya solucién es oy = 1, ap = 1, por tanto el vector de coordenadas es: | [Z]g = [1, 1]

b) Con respecto a la segunda base Cy = {c1,¢} = {[1,1,0],[1,—1,—1]}, tenemos que resolver el
sistema:
1 1 1 1 -1
a1 +ag|-1|=1]1 -1 [O‘l]z 1
0 -1 0 —1 | L% 1

Cuya solucion es a3 = 0, s = —1, por tanto el vector de coordenadas es: | [Z]ec = [0, —1] |.

De forma general, para cambiar un vector ¢’ perteneciente a un subespacio vectorial W C K" expresado en
una determinada base By, de W, a través de su vector de coordenadas [0]g, y expresarlo en otra base Cy, de
W de forma [¥]c hay que seguir el siguiente proceso:

1. Conocido el vector de coordenadas [7]3 y la base By = {by,- - , b} con m = dim(W), obtener el vector
7 en la base canénica de forma'’:
U = PglU)s
2. Conocido ¥y otra base Cyy = {C1,- - , Cm }, determinamos el nuevo vector de coordenadas [¢]¢ resolviendo
el siguiente SEL:
Pe[tle=7

Ejercicio 5.7. Dado un vector ¥ perteneciente a un subespacio vectorial W C C* definido a través del
vector de coordenadas [U]g = [1,4] correspondiente a una base By = {[1,0,,0], [-1,—1,0,—4]} de W,
encontrar el vector de coordenadas de ¥ en la base Cy = {[1,1,0,i], [0,1,—,¢]} de W.

Siguiendo el proceso descrito anteriormente, calculamos primero el vector ¥ en la base canénica de C*.

1 -1 1—i
. . 0 -1 |[1 —
v=Psltls=| [z}: i
0 —i 1

10Ver la Definicion 5.2, pagina 147.
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Conocido ¢ = [1—1i, —i, 4, 1] calculamos el vector de coordenadas pedido [¢]¢ = [z1, 2] resolviendo el SEL:
1 0 1—14
L I O I P —i
PC [’U]C =v ’ 0 —q I 29 :| - 7
{ }
1 0|1—2 1 0|1—1 (1 01—
1 1 —1 . 0 1 -1 N 0 1 -1 r1=1—1
0 —1 1 0 —1 7 0 0 0 To = —1
i 0 il —i L0 0| 0
Por lo que finalmente el vector pedido es ‘ [0U]c =1 —14,—1] ‘ pudiéndose verificar que ¥ = Pe[v]c.

5.2.1. Matriz de Cambio de Base

En determinados casos es necesario realizar muchos cambios de variable entre dos bases distintas de un mismo
subespacio vectorial. Cuando las dimensiones del espacio vectorial en el que se trabaja es grande'! los maltiples
y grandes SEL que hay resolver resultan bastante costos computacionalmente. En estos casos, resulta mas
apropiado realizar los miltiples cambios de variables utilizando un método alternativo que no necesite la
resolucion de ningin SEL. Para ello se utiliza la matriz de cambio de base que se define a continuacion.

Definicion 5.3. Matriz de Cambio de Base

Sean B = {l_;l, e ,gk} y C = {é, -, ¢} dos bases de un mismo subespacio vectorial W C K" de
dimension k£ < n. Se denomina matriz de cambio de base de B a C, y se denota por Pr, 5, a la
matriz de k X k cuyas columnas son los vectores de coordenadas de B con respecto a C :

Peep= [[51](33 Ll [Ek]C]

Teorema 5.3. Cambio de Base

Sean B = {51, e ,I_fk} y C = {é,--,C} dos bases de un espacio vectorial W C K" de dimensién
k <n,y Pe.p la matriz de cambio de base de B a C. Entones:

[Zle = Peesl@]s 5 VEeW

Demostraciéon 5.3.

Sea ¥ € Wy [#|p = [a1,--+,a]T, entonces T = a1b1 + - - + by, y por tanto:

[f}c = [algl P ooo P Oékgk]c = Oll[gl]c P o 00 IF ak[gk}c = [[gl}c, 000 o [gk}c} = PC(*B[:E]B

(875

r
\

Toda matriz de cambio de base Pg. 3 en un subespacio vectorial de dimension k, es una matriz
cuadrada e invertible de dimension k x k.

1En problemas practicos de ciencia e ingenieria es facil trabajar con sistemas definidos por cientos, miles e incluso millones de
variables que dan lugar a espacios vectoriales de esas dimensiones.
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Ejercicio 5.8. Dadas las dos siguientes bases de un subespacio vectorial W C R?, utilizadas en el anterior
Ejemplo 5.6:

Bw = {b1,bo} = {{1,1,0],[-2,0,11} 5 Cw={by,b2} = {[1,1,0},[1, -1, -1}
Se pide:
a) Encontrar la matriz de cambio de base de B a C, Pep.
b) Utilizar Pc. 5 para obtener el vector [Z]c, siendo & = [—1,1, 1] y sabiendo que [Z]g = [1, 1].

¢) Comprobar el resultado con el obtenido en el Ejemplo 5.6.

a) Queremos encontrar la matriz:
FPeep = [[bﬂc, AR [bn]C:|

Para ello calculamos por separado cada uno de sus dos vectores columna:

- (651 - - ! 1 (6751 ! Sol. (651 1
[b1]c = D Pelbile=b1 = 1 -1 =1 — =
a2 0 —1 a2 0 Qo 0
- (6] - - 1 ! [ ap -2 Sol. (651 —1
[bQ]C = : Pc[bg]c = by — 1 -1 = 0 - =
“ 0 —1]L* 1 az] [l

1 -1

Bl

¢) El vector obtenido coincide con el calculado en el Ejemplo 5.6.

b) [Zlc = Peesl7s = [(1) :1 ] [H =

La ventaja que presenta la matriz de cambio de base con respecto al método tradicional en el que hay que
resolver un SEL, es que una vez obtenida dicha matriz, los vectores de coordenadas se obtienen mediante una
simple multiplicacién matriz-vector, sin necesidad de resolver ningin sistema de ecuaciones.

Sean B = {51, e ,Em} y C = {c,: - ,Cn} bases de un subespacio vectorial W C K" con dim(W) =
m < n, y sea Pe. 5 la matriz de cambio de base de B a C. Entonces:

1. Pe.p es la Gnica matriz M tal que: M[Z|g = [Z]c ; VZeW.
2. Pq. 5 es invertible.

3. (Peen)™' = Paec.
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5.2. Cambio de Base 155

Demostracion 5.4.

#]e para todo # € W. Tomando & = b;, (i-ésima

5

1. Sea M una matriz con la propiedad M|[Z]g =

—

[
componente de la base B), se tiene que [Z]z = [bi]g = & y por tanto:
M[Z|g = M(bi]s = Mé; = [bi]c
que corresponde con la i-ésima columna de la matriz Pg, ;. Esto obliga a que M = Pe_p.

2. La matriz Pe, 3 = [[gl]c, - [Em]c es cuadrada, ya que tiene m columnas (dimension de W) y

cada una de ellas formada por m valores (coeficientes de cada uno de los m vectores de la base C).

Por otra parte, como B = {51, e ,Em} es un conjunto linealmente independiente, los vectores
columna de la matriz Pe, g, es decir {[bi]c, -, [bm]c} también lo son, ya que la tnica posibilidad
de que se cumpla:

-

aifbile + - + am[Unle = @101 + - -+ + AnUnlc = 0 ; a; € K

es que a7 = -+ = ,;, = 0, que es la definicion de independencia lineal de vectores, (ver la
Seccion 2.4.2, pagina 73).
La matriz P g invertible al sercuadrada y con vectores columna linealmente independientes.

3. Como FPg. g es invertible y:

—

Pep[Z]p = [T]c = (@5 = (Pees) e

Debido a la unicidad de la matriz de cambio de base, tenemos que Pp, ¢ = (Peog) ™t

Ejercicio 5.9. Sabiendo que la matriz de cambio de base Py, g correspondiente al Ejemplo 5.8 es:
1 -1
Pep = [ 0 -1 }
a) Encontrar la matriz de cambio de base P c.

b) Utilizar Pg. ¢ para obtener el vector [Z]z, sabiendo que [Z]¢ = [0, —1].

¢) Comprobar el resultado con el obtenido en el Ejemplo 5.8.

a) Tenemos que calcular la matriz inversa de la dada, ya que Pg, ¢ = (Peep) ™ .
1 -1/1 0 N 1 0|1 -1
0 —-1]/0 1 0 1|0 -1

En este caso la matriz inversa coincide con la original, (este tipo de matrices se denominan
involutivas), por tanto:
1 -1
P =
B+C |: 0 —1 :|

)

¢) El vector obtenido coincide con el calculado en el Ejemplo 5.8.

b s = Poceldls = | oy || 1] -
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156 TEMA 5: Bases

Sean B = [51, e ,En] y C=|[c, - ,Cy] bases del espacio K™, entonces:

‘Psec = (Pg) ' ‘ ; ‘PCHB = (PC)_IPB‘

Notar que esta formula solo es valida para bases de espacios IK", donde las matrices asociadas a las bases son
invertibles (cuadradas y con vectores linealmente independientes), y no para bases de subespacios W C K",
donde las matrices Pg € IK™*™ al no ser cuadradas, no son invertibles.

Demostraciéon 5.5.

B = (Pg) ' Pe|Z|c = PpeclZc
¢ = (Pe) ' PglT]p = Pe BB

GG

Sea 7 € K™ : { } = P[] = Pc[i]c = {

Ejercicio 5.10. La matriz de cambio de una base B a una base C de un subespacio W es:

FPeep=

[ NS

1
1
-1

I B

Sabiendo que expresados en la base canénica, los vectores de la base B son:
B={b =[1,0,1],b = [1,1,0],b3 = [0,0,1]}
encontrar los vectores de la base C = {¢1, ¢, C3}.
La matriz de cambio de base cumple para cualquier vector Z del subespacio:
[Fle = Feesli]s

donde [Z]¢ y [#]p son los vectores de coordenadas del vector # en las bases C y B respectivamente.
La matriz de cambio de base se puede obtener como:

- — -

Peep= [ bile  [b2]c  [bs]e

donde l_); son los vectores de la base B. Por tanto, los elementos de la columna 4 de la matriz Pe. 5 son
los coeficientes de la combinacion lineal de los vectores ¢; de la base C para obtener b;.

1 1 1 Cl+2C%+¢c = b
Peep=1] 2 11 - Ci+0C—373 = by
1 -1 1 51 + 52 + 53 = bg

De forma matricial lo podemos expresar como:
1 11
(& & all2 1=k & b
1 -1 1

donde [ C1 Cy C3 ] v | by by b3 } son matrices con los correspondientes vectores como columnas.
Despejando la matriz con los vectores ¢;, se tiene:

-1

(5.1)

— N =
— =
el T
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columna b; y se obtendra una matriz con los vectores columna ¢;.
Calculamos primero la matriz inversa:

1 1 1|1 0 O 1 1 1 1 0 0
2 1 1/0 1022010 -1 —1]-21 0
1 -1 100 1| ™% o -2 o0/-101
1 0 0| -1 10 1 0 0] -1 1
S0 -1 -1 -2 10| =01 1] 2 -]
B2l g 0 2| 3 —2 1] 2% |0 o0 1[32 -1
1 0 0] -1 1 0
BrByloo1 01/2 0 —1/2
0 0 1]3/2 -1 1/2
Y ahora calculamos los vectores ¢; con la formula (5.1):
1 1 0 -1 1 0 -1/2 1
[6’1 Co E’g]: 01 0 1/2 0 —-1/2 | = 1/2 0
10 1 3/2 -1 1/2 1/2 0
Y por tanto la solucion es:
—1/2 1 —1/2
51: 1/2 3 52: 0 3 53: —1/2
1/2 0 1/2

base. Entonces el vector de coordenadas de 51 en la base C es:

. . 1 1 1 1
[bile = Penlbilp = 11 0] =
1 -1 1 0

B B —-1/2 1
by = Pelbi]e =1 + 282 + &5 = 1/2 | +2] 0 | +
1/2 0

vectores bs y bs.

Pedro José Hernando Oter

1
2
1

~1/2
~1/2 | =
1/2

~1/2
~1/2
1/2

Ejercicio 5.11. Comprobar el resultado obtenido en el Ejemplo 5.10 para el vector by.

Por tanto, 51 se puede obtener por combinacién lineal de los vectores de la base C como:

1
0
1

157

Por tanto basta con calcular la inversa de la matriz Pe,_ ;5 y multiplicarla por una matriz con los vectores

El vector de coordenadas de b; en la base B es [51] g =1[1, 0, 0], ya que by es el primer vector de dicha

Esto comprueba que los vectores ¢; estan bien calculados y de igual forma se podria comprobar para los
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158 TEMA 5: Bases

5.2.2. Cambio de Base en una TL

Sea una transformacion lineal'? T : K™ — K™ definida mediante una matriz A € K"*" de la siguiente forma:
7= T(7) = AZ

Tanto los vectores del dominio Z como los de la imagen ¥ estan en la base candnica'® de K™.
Supongamos que necesitamos trabajar en una determinada base B de IK™ con matriz asociada Pg y queremos
calcular cual es la forma que tendria la transformacion lineal en esta base. De forma esquematica el proceso se

puede expresar de la siguiente forma:

K" T . K"
Base Canonica % Base Canonica
Pzt 11 Ps Pzt 11t Ps
Base B M, Base B

Sean [Z]g y [¢]s & los vectores del dominio y de la imagen en la nueva base B, la nueva transformacion lineal

T’ seria:
75 = T'([7]s) = M[2]5

donde M es la matriz asociada a la misma transformaciéon lineal T pero expresada en la base B y la cual

queremos conocer. Con todos estos datos se tiene!*:

{ 7 = PglZ]s
¥ = Pslyls

Por tanto se tiene que cumplir:
y= AT - Pg[mg = APB[(f]B - [g]B = PglAPB[f]B

de forma que la matriz M buscada que define la transformacién lineal T" en la base B es:
M = Pg'APg

e Las dos matrices A y M anteriores definen una misma TL pero en bases distintas.

e Como se vera en el Tema 8, pagina 217, las matrices A y M se denominan matrices semejantes'® y tienen
muchas propiedades interesantes'®.

12En concreto es un endomorfismo, ver la Seccion 4.6.2, pagina 142.
13Ver la Seccion 2.5.3, pagina 83.

14Ver la Definicion 5.2, pagina 147.

15Ver la Definicion 8.6, pagina 230.

16Ver la Seccién 8.4.2, pagina 231.
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5.2. Cambio de Base 159

Ejercicio 5.12. Dada la siguiente transformacion lineal T : R® — R? y la siguiente base B de R?, se
pide encontrar la matriz M asociada a T en la base B.

43 20—y 2 -1 0
T Y = 3y ; B = 0|, 31,11
z T+ 2z 1 2 0

La matriz A € R3*? asociada al isomorfismo'” T : R® — R en la base candnica'® de R? es:
2 -1 0
y=T(%) = A% ; A=[10 3 0
1 0 2
Queremos encontrar la expresion de esta TL en la nueva base B con matriz asociada:

Pg =

— O N
N W o=
o = O

de la forma:
[7s =T"'([7]5) = M[7]s

donde M es la matriz asociada a la nueva transformacion lineal y la cual queremos conocer. Entonces
como hemos visto:

]7: AZ — PB[:J]B:APB[Q?]B — [mBZPB_lAPB[f]B — M:PBTlAPB

Entonces calculamos primero Pg' mediante el método de Gauss-Jordan'?:

2 -1 0|1 0 O 1 00 2/5 0 1/5 2/5 0 1/5
0 3 1/01 0|—=--—=]010|-1/50 2/5 == PB_lz -1/5 0 2/5
1 2 0/0 0 1 0 01 3/5 1 E—-6/5 3/5 1 —6/5
y por tanto:
2/5 0 1/5 2 -1 0 2 -1 0 12 =7 =2
M=|-1/5 0 2/5 0 3 0 0 3 1= = 4 11 1
3/5 1 —6/5 1 0 2 1 2 0 —12 12 12

17Ver la Seccién 4.6.2, pagina 142.
18Ver la Seccion 2.5.3, pagina 83.
19Ver la Seccién 3.7.1, pagina 99.
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6.1. Introduccion 163

6.1. Introduccién

El concepto de ortogonalidad es muy importante dentro de las matematicas. Su significado es méas amplio que
el puramente geométrico y por ejemplo se habla de polinomios ortogonales, campos ortogonales, etc.

En esta seccién nos vamos a centrar inicialmente en la ortogonalidad en espacios R™, por tener una interpretacion
geométrica en baja dimension, y posteriormente en la Seccion 6.9, pagina 187 se generalizara a espacios C™.

6.2. Producto Escalar en R"

Definicién 6.1. Producto Escalar en R"

Dados dos vectores i, € R", se define el producto escalar de @ por ¥ y lo representamos por - v
como el escalar resultante de la siguiente operacion:

n
u~v=[u1,u2,-~-,un]-[v1yv2,--~,vn]=u1v1+uzv2+--~+unvn=Eukvk ; u-veR
k=1

Ejercicio 6.1. Calcular el producto escalar de los vectores de R? :

u=1,2,-3] ; U =[-3,5,2]

@-7=1[1,2,-3-[-3,5,2] = 1(—=3) + 2(5) + (-3)2 = -3+ 10 — 6 = | 1]

Nota 6.1.

e No confundir el producto escalar de dos vectores, con el producto por un escalar®, cv.

e Los dos vectores tienen que tener igual dimensién (namero de componentes).

e El resultado siempre es un escalar, no un vector.

e El producto escalar es un caso especial del producto més general denominado producto interno?, definido para espacios
vectoriales generales®.

El producto escalar puede definirse a través del producto matricial* de una matriz fila por una matriz
columna, de la siguiente forma:

e Si @y U son dos vectores/matrices fila de la misma dimension, es decir, @, v € R™ ! entonces:
U1
U2

n

- o - T

U-Uv=uv :[ul Uy - un} . =u1f01+u2112+~~+un/un=5 URVE
k=1

Un,

e Siuy v son dos vectores/matrices columna de la misma dimension, es decir, @, 7 € R'*" entonces:

U1
P T - b2 .
U-U=1u ’U:[ul Uy - un] . =u1v1+u2v2+~~+unvn:Zukvk
: k=1
vﬂ,

1Ver la Seccién 2.2.2, pagina 68.
2Ver la Definicion 6.18, pagina 187.
3Ver la Definicion 2.12, pagina 71.
4Ver la Seccién 3.3, pagina 93.
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Propiedades del Producto Escalar

Dados los vectores 4, v,w € R" y ¢ € R, se verifica:

e Conmutativa: o - U = U - U

e Distributiva: @ - (04 @) =4 -7+ @ - @
e Asociativa: (¢@) - 0 = ¢(@ - ¥) = @ - (c0)
0>0. Siv-d=0<=u=

e Si @ € R"™ entonces: 1 -

6.2.1. Distancia y Norma en R"

La distancia® entre dos puntos A y B de R" viene definida por el niimero real no negativo:

A(a17"' 7an)
B(blv"' 7bn)

} d(A,B) = d(B, A) = \/(a1 = b1)? + -+~ (an — bn)* =

A esta distancia se le denomina distancia euclidea.

Propiedades de la Distancia

Dados dos puntos A, B € R", se verifica:

e d(A,B)eR. d(A,B)>0

e d(A,B) = d(B, A)

e dA,B)=0 +— A=B = d(X,X)=0 VX €R"

Distancia de un Punto al Origen
Dado A(z1, 22, - ,x,) € R™ con z; € R, se tiene:

d(A,0) = \/(x1 — 0)2+ - (z, — 0)2 =

= $1+

Nota 6.2. Caso especial:
(valor absoluto de z).

e SIR"=R = d(A,0) = Vz? = |z|

Norma de un Vector en R"

Definicién 6.2. Norma de un Vector en R"

Se define la norma de un vector ¥ = [v1,---,v,] € R™ como la distancia del origen al extremo del

vector y se identifica por ||7]|.

I = /% + -+ -3 =

Esta norma se la denomina norma euclidea o norma 2.

5Ver el Apéndice A.7, pagina 269.
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6.2. Producto Escalar en R" 165

Nota 6.3. Ademéas de la norma 2 o euclidea se definen otras normas muy utilizadas, como son la norma 1, la norma n y la
norma infinito, las cuales tienen diferentes aplicaciones.

Propiedades de la Norma

Dado un vector 7 € R"™ y un escalar « € R, se verifica:

o ldl>0 , Vi#0 ; 0] =0
o llad] = [l||7]|

Dem: [lad] = /(ad) - (@) = /a7 -5) = Va?VF-7 = [al |[7]
e Desigualdad de Cauchy-Schwarz : |a -9 < |||l ||7]|

Dem: Ver Ejemplo 6.10, pagina 179.

e Desigualdad Triangular: ||@+ 0| < ||d|| + ||7]]

Dem:
|@+ 3| = (@+9) - (G+9) =86 T+ T+T-T+T-T=4-0+2@T-0)+7-0=
= |l@l* +2(@- ) + 9]* < |la@l® +2la -+ 9> < & +2(@)lz)] + [8* = (lall + |91)>
= |la+ || < lal + [|v]]
Nota 6.4.

Descripcioén grafica de la desigualdad triangular en R2.

Vectores Unitarios y Normalizacion

Definicion 6.3. Vector Unitario

Se dice que un vector ¥ € R" es unitario si su norma es la unidad.

U vector unitario <= |[|v]| =1

Cualquier vector ¥ € R"™ no nulo se puede transformar en unitario dividiendo por la norma del vector, de la
siguiente forma:

. S 1 x1 T,
U:[./L']_ mz... .’I/'] :> u:T _}[wl .« o x]:|:_}... _':|
e Ial” = [ n—C|
Comprobacion:
. |1/ O ) Y el .2 S
HU” = —) + -y Jy = = \/I: ].
lells H B ||v||2 911>

e Se denomina normalizar un vector al proceso de obtener un vector unitario @ a partir de un vector
dado v.

e El nuevo vector unitario @ tiene la misma direccion y sentido que el vector original ¢ pero con norma 1.
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6.2.2. Relaciones entre Vectores

Distancia entre dos Vectores

Definicion 6.4. Distancia entre dos Vectores

Dados dos vectores 4,7 € R" se define la distancia entre ellos como:

[AY

Nota 6.5. La definicién de distancia entre vectores coincide con la definicién de distancia entre puntos de R™, como se muestra

a continuacién:

A BeER" —

7, i€ R" =

Angulo entre dos Vectores en R?

. . — — 2 . . 4
Vamos a determinar el angulo 6 entre dos vectores v, v € R”, siendo a1 y aa sus respectivos angulos.

Y 171 = [:E1,y1] . 0 = |041*042|
o Uy = [22, Yo ’
.

0 v _ . _ Y

sena = — ;o osenag = ——
17| 12|

Qg

L cos v = L COS (xg = T2
X EA. EAl

Teniendo en cuenta que: cos(a — b) = cosacosb+ senasenb, se tiene:

1 X2 Yy Y2
cosf = cos(a; — @) = cosa cosag + senag sen g = +——— =
[Tl 172l (1o |22]]
Despejando:
= S Uy - U
101 |[[[ V2| cos O = w129 + y1y2 = V1 - Ta = cosfh = ————
Tl N7l

Nota 6.6. El angulo 0 siempre se mide en radianes. La relacién entre grados sexagesimales y radianes viene dada mediante

la formula: radianes = (grados x 2m)/360

Angulo entre dos Vectores en R"

Generalizando la definicién anterior a dos vectores no nulos vy, v, € R™:

- o
V1 - Uy

cosf = —
17 1|72

Nota 6.7. Desde un punto de vista geométrico, solo tiene sentido el &ngulo entre vectores de R? y R3, aunque desde un punto
de vista matematico, dicha expresion en R™ tiene multiples aplicaciones.
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Definicién Alternativa del Producto Escalar en R"
Definicién 6.5. Producto Escalar en R"

Dados dos vectores @, 7 € R", se define el producto escalar de @ por ¥ como el nimero (escalar)
resultado de la siguiente operacion:

@7 = || [|#]] cos 6|

donde 0 es el angulo entre 4 y .

Recordamos que la primera definicion dada® del producto escalar en R™ fue:

=

n
.
U0 = [ur, vz, ,Up] - [V1,02, , U] = Urv1 + UgV2 + -+ + Uy = E Uk Uk
=il

6.2.3. Vectores Ortogonales

Definicién 6.6. Vectores Ortogonales

Se dice que dos vectores @, v € R" son ortogonales si su producto escalar es cero.

‘ i-v=0 <=  u,U ortogonales

Nota 6.8. El vector nulo 0 = [0,---,0] € R™, es ortogonal a cualquier vector ya que: ¥ - 0=0 ; VieR"

e En R" dos vectores no nulos @ y @ son ortogonales si el angulo entre ellos es £7 = £90°.

e En R? y R3, desde un punto de vista geométrico, los vectores ortogonales se dice que son perpendiculares.

Ejemplo 6.1. Ejemplo de vectores ortogonales en R? y R®.

00
lall ol llall 19])

<y

cosf =

0 = 0 =arccos0= :I:g

<y

@-7=0 < @17 EnR’>yR’

Como se indic6 en la introduccion al tema, el concepto de ortogonalidad es muy importante dentro de las
matematicas. Su significado es mas amplio que el puramente geométrico y por ejemplo se habla de polinomzios
ortogonales, soluciones ortogonales, campos ortogonales, etc.

(\yx Si wld — Por el teorema de Pitagoras:

<y

S 2 ~112 —12
@+ 3l° = [la]]” + [|7]]

<y

6Ver la Definiciéon 6.1, pagina 163.
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6.3. Ortogonalidad en R"

6.3.1. Conjunto Ortogonal

Definicion 6.7. Conjunto Ortogonal

Se dice que un conjunto de vectores {U1,vs - - , U} de R" es ortogonal si todos los pares de vectores
distintos del conjunto son ortogonales” :

-0 =0 sii#j Vij=12k

Nota 6.10. Desde el punto de vista geométrico, los vectores de un conjunto ortogonal son mutuamente perpendiculares, es
decir el 4ngulo entre ellos es 7/2 rad = 90°.
Ejemplo 6.2. Base canénica.

La base candnica® {€1,--- ,&,} de R™ es un conjunto ortogonal.

Ejercicio 6.2. Demostrar que el conjunto V = {#}, 7, 73} € R* es ortogonal, donde #; = [2,1, —1], @ =
0,1,1] y 75 = [1,—1,1].

Tenemos que demostrar que todo producto escalar entre vectores distintos del conjunto es siempre cero.

Uy - Ug = 2(0) + 1(1) — 1(1) =0
775 =2(1) = 1(1) = 1(1) = 0
Todo congunto ortogonal de vectores no nulos {¥p,---,0x} de R", es un conjunto linealmente

independiente®.

Demostracion 6.1.

Siguiendo la definicién de conjunto linealmente independiente de vectores, vamos a determinar qué
escalares ci,- -+ , ¢, € R verifican ¢10; + -+ - + ¢ U = 0.
Para cualquier vector ¢; de un conjunto ortogonal se tendria:

(ath+-+ele) 0;=0 ; c1(0-T)+- 40 0)+ -+ cx(Uh - 7;) =0
Todos los productos (7} - ¥;) son cero salvo para j = i, por tanto

ya que ¥; # 0 y por tanto (7; - ;) # 0. Como esta expresion es valida para cualquier ¢ = 1, - - - , k, implica
que un conjunto ortogonal es un conjunto linealmente independiente.

"Ver la definicién de vectores ortogonales en la Seccion 6.9.5, pagina 192.
8Ver la Seccion 2.5.1, pagina 80.
9Ver la Seccién 2.4.2, pagina 73.
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6.3. Ortogonalidad en R" 169

6.3.2. Bases Ortogonales

Definicion 6.8. Base Ortogonal

Una base ortogonal de un subespacio'” W de R" es una base'' de W constituida por un conjunto
ortogonal.

Ejemplo 6.3. Base ortogonal

En el Ejemplo 6.2, los tres vectores son ortogonales y por tanto son linealmente independientes. Como
ademas su ntimero (3) coincide con la dimension'® del espacio al que pertenecen R, forman una base
ortogonal de R?.

Ejercicio 6.3. Encontrar una base cualquiera y una base ortogonal del subespacio W de R? dado por:
W:{ [z,y,2] : c—y+22=0 }

Una base serd un conjunto linealmente independiente de n vectores que cumplan esa ecuacién, donde n
es la dimension de W. Despejando © = y — 2z y tomando los parametros y =t y z = s se tiene que el
subespacio W formado por todos los vectores incluidos en el plano es:

x t—2s 1 —2
y| = tl=t|1]|+s 0| = tvy + stip
z S 0 1

Como hay dos pardmetros libre, se tiene'® que dim(W) = 2. Como ademds ¥, y 7> son vectores que
pertenecen a Wy son linealmente independientes (no paralelos), ambos forman una base del subespacio

W

Esta base no es ortogonal ya que ¢ - v = —2 # 0. Una base ortogonal se formara con dos vectores que
pertenezcan al plano y sean ortogonales. Sean esos vectores i1 = [a,b,c| y o = [d, e, f], entonces deben
de cumplir:

a—b+2c = 0
d—e+2f — 0 Cumplen la ec. del plano.
ad+be+cf = 0 Ortogonalidad

Este es un sistema no lineal de 3 ecuaciones y 6 incognitas, por lo puede tener infinitas soluciones. Vamos
a encontrar una solucion simple, fijando algunos valores y determinando el resto:
Ec. 1
a=1, b= = =0
Ec. 3
d=1,e=-1 —= f=-1

Por tanto, una posible base ortogonal de W seré el conjunto:

1 1
By ={and} =4 | 1|, | -1
0 -1

10Ver la Definicion 2.13, pagina 71.
11Ver la Definicion 2.25, pagina 80.
12Ver la Definicion 2.26, pagina 80 y la Secciéon 2.5.2, pagina 81.
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170 TEMA 6: Ortogonalidad

Sea B = {Uy,- - , Uk} una base ortogonal de un subespacio W C R" de dimension k < n y sea & € W.
Entonces los escalares tnicos'? ci, - -, c; tales que,
C1
T=cti+-+al=[0 - Un]| ! | =Pslds
Cn
U - T .
estan dados por: | ¢ = —— : Vi=1,--- .,k
V; - U;
Demostracion 6.2.
Como B es una base de W, existen los escalares tnicos ¢y, - - ,ci tales que & = cqvy + - - + ¢V, por
tanto:
ﬁi~§:':17'i~(clv1+~--+ckvk) :cl(vi-171)—|-~-~+ci(1§}-ﬁi)+~--+ck(vi-vk) =
L Lo Uy - T
:0++CZ(’UZUZ)+0:CZ(’UZ’UZ) = Ci = 53
Ui - U;

Ejercicio 6.4. En la segunda base (ortogonal) del Ejemplo 6.3, B = {u;,d2} = {[1,1,0],[1,—1,—1]},

determinar el vector de coordenadas del vector ¥ = [-1,1,1] € W.
i - 0 Uy & -3
01:_’1_':7:() ; 62:_‘2_,:—:—1
Uy - Uy 2 U2 - Ul 3
Por tanto el vector de coordenadas es [Z]g = [0, —1], igual que el obtenido en el Ejemplo 5.6, pero sin

necesidad de resolver ningun SEL.

6.3.3. Bases Ortonormales

Definicion 6.9. Conjunto Ortonormal y Base Ortonormal

e Se dice que un conjunto de vectores {01,702+, 0} de R" es ortonormal si es un conjunto

ortogonal'® de vectores unitarios'®.

- {Osiiyéj

Uy - U = .
¢ 1 sii=j

e Una base ortonormal es aquella que esta formada por un conjunto ortonormal de vectores.

Dada una base ortogonal'” {@y,---,0x} se puede obtener facilmente una base ortonormal {iy,--- i},
simplemente normalizando'® cada uno de los vectores ¥; de la base.
. 1 1 .
Ui = 757 Vi = —F=——= Ui
15l Ui+ V4

13 Aplicando la ecuacion de equilibrio, (ver la Definicion 1.15, pagina 37.) a este caso obtenemos también que n = 3 — 1 = 2.
14 Estos coeficientes corresponden con las coordenadas del vector & en la base B. Ver Seccion 5.1.1, pagina 146.

15Ver la Definicion 6.7, pagina 168.

16Ver la Definicion 6.3, pagina 165.

17Ver la Definicién 6.8, pagina 169.

18Ver la Seccién 6.2.1, pagina 165.
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Teorema 6.3. Base Ortonormal

Sea B = {1, -, U} una base ortonormal de un subespacio W C R" de dimension k y sea & € W
entonces:
Z=(ty - D)ty + -+ (U - D)y

Demostracion 6.3.

Trivial segtn el Teorema 6.2 y teniendo en cuenta que cualquier vector ortonormal 4 cumple que @-4 = 1,
ya que su norma es la unidad, ||| = V@ -4 = 1.

r
\

Las bases ortogonales y ortonormales simplifican de forma considerable los calculos de cambios de base'®.

6.3.4. Matrices Ortogonales

Definiciéon 6.10. Matriz Ortogonal

Se dice que una matriz cuadrada Q € R™*" es ortogonal si sus vectores columna forman un conjunto

ortonormal de vectores°.

Nota 6.11.
e No se utiliza el término matriz ortonormal, aunque quizas seria mas intuitivo.

e Es habitual utilizar la notacién ) para referirse a matrices ortogonales.

Teorema 6.4. Matriz Ortogonal y Transpuesta

Toda matriz ortogonal @, «,, verifica:

QTQ = In

Demostracion 6.4.

Si i, 7 € R™ son vectores columna, entonces?':

z-g=xly
Por tanto, el producto matricial QTQ corresponde con todos los posibles productos escalares entre las
columnas de . El resultado sera 1 si coinciden columnas iguales dando lugar a los elementos de la
diagonal, ¢ 0 si las columnas son distintas dando lugar al resto de los elementos.

QTQ = : 12| --|n||=1IL

7~

19Ver la Seccién 5.2, pagina 152.
20Ver la Definiciéon 6.9, pagina 170.
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172 TEMA 6: Ortogonalidad

Teorema 6.5. Matriz Ortogonal e Inversa

Una matriz @) es ortogonal si y solo si:

Q'=0Q7 — Q@ es una Matriz Ortogonal

Demostraciéon 6.5.

Segtin el Teorema 6.4, pagina 171, una matriz ortogonal @ verifica QTQ = I,. Como los vectores
columna de @ son linealmente independientes®? existe Q~!, y por tanto multiplicando ambas partes de
la igualdad anterior por la inversa, Q= = Q7 se tiene:

Q"Q=I ;  QTQQ'=LQ@'
I, Q!

. J

Los vectores fila de una matriz ortogonal ) forman un conjunto ortonormal de vectores.

Demostracion 6.6.

=91 QQT =1

Propiedades de las Matrices Ortogonales

Sea Q € R™*" una matriz ortogonal y T, i € R" dos vectores columna. Entonces:
° Ql=+1 06 |Q=-1
* QT-Qy=12-¢
o |Q| = [|IZ]|
e La inversa Q' = QT también es una matriz ortogonal.

e Si Ay B son matrices ortogonales de igual tamano, entonces AB también es una matriz ortogonal.

QRT =1 ; 1QQT|=1I=1; [QIQTI=IQ =1 = |Q|==1
Si Q es ortogonal, QTQ = I, y por tanto se tiene:

Q7 -Qj=(QD)'QI=7"Q"Qy=T"Ij=3"§=2-7

Q% = vQT - QF = /(@H)TQZF = /ZTQTQZ = V&T

Trivial.

8
Il
<.
8
8
Il
N

e Si Ay B son matrices ortogonales entonces:

(AB)"'=B7'4""'= BT AT = (AB)T = AB es una matriz ortogonal

21Ver la Seccion 3.3.4, pagina 95.
22 Al ser ortogonales, ver el Teorema 6.1, pagina 168.
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6.4. Complemento Ortogonal 173

6.3.5. TL Ortogonales

Definicién 6.11. TL Ortogonal

Una TL , T : R" — R", §¥ = T(Z) = AZ, se dice que es ortogonal si la matriz A € R"*" que la
define es ortogonal.

Las TL ortogonales preservan la longitud de los vectores transformados, ya que?:

191l = 1T (@)]| = lez]| = |||

Ejemplo 6.4. TL ortogonal

. 2 .
Una rotacion de vectores en IR con respecto al origen, corresponde con la TL**:

Y 7]

0 z ) = cosf —senf |
" | sen@ cos 6

[ X

Esta TL es ortogonal ya que la matriz que define la transformacion es ortogonal (al ser los vectores columna
y fila ortogonales). Claramente, la rotacién preserva la longitud.

6.4. Complemento Ortogonal

6.4.1. Vector Ortogonal a un Subespacio

Definicién 6.12. Vector Ortogonal a un Subespacio

Sea W un subespacio de R". Se dice que un vector v € R" es ortogonal al subespacio W si ¥ es
ortogonal a todos los vectores de W.

Teorema 6.7. Condicién de Ortogonalidad a un Subespacio

Un vector 7 € R™ es ortogonal a un subespacio W C R" si y solo si es ortogonal a todos los vectores
que generan?® el subespacio.

Demostraciéon 6.7.

Sea ¥ € R"™ y un subespacio W C R" de dimension dim(W) = k con una base cualquiera
B ={iy,- - ,idy}. Todo vector @ € W se puede expresar entonces como:

W= ciuy + - + cpily
Cualquier vector ¥ € R"™ sera ortogonal a cualquier w € W si:
T-W=0-(crtdy + -+ cptig) = c1(T-ty) + - + (U - Uy)

De forma que: v-u; =0 ; 1<i<k <— v-w=0

23Ver la Seccion 6.3.4, pagina 172.
24Ver la Seccion B.3.2, pagina 288.
25Es decir, a cualquier conjunto generador y més concretamente, a cualquiera de sus bases.
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174 TEMA 6: Ortogonalidad

Ejercicio 6.5. Determinar si el vector # = [~1, —1, —1] € R® es ortogonal al subespacio W C R? definido
por:
W:z+y+2=0

Vamos a encontrar primero una base de W. Expresando W en forma vectorial:

r = t T 1 0 1 0
y = s = y | =t 0|+s 1 = Bw = 01, 1
z = —t—s z -1 -1 -1 -1

Claramente podemos observar que el vector ¢ es ortogonal a los dos vectores de la base y por tanto es
ortogonal a W. Por otra parte, desde un punto de vista geométrico, es facil comprobar que v es paralelo al
vector normal al plano W, 7 = [1,1,1] y por tanto es perpendicular (ortogonal) a todo vector del plano.

6.4.2. Complemento Ortogonal

Definicién 6.13. Complemento Ortogonal

Sea W un subespacio de R"™. El conjunto de todos los vectores ¥ € R™ ortogonales®® a W se denomina
complemento ortogonal de W, y se denota por W+.

Wt={FeR"” : ¢-04=0 ; VawecW}

Ejemplo 6.5. Complemento ortogonal

w

Sea W un plano en R® que pasa por el origen 2. Una recta
perpendicular al plano (es decir, paralela al vector normal®® al
plano), que pase por el origen sera el complemento ortogonal
de W, es decir W, donde todo vector de la recta & € W es
perpendicular a todo vector del plano w € W y viceversa.

6.4.3. Caracteristicas del Complemento Ortogonal

Sea W un subespacio de IR". Entonces:
e W es un subespacio de R"™
o WHL=w
o WNWE = {0}

e Si? W = gen(wy,- - , W), entonces v € W+ ii®’ ¢-w; =0, Vi=1,--- k

6.4.4. Calculo del Complemento Ortogonal

Para determinar W+ basta con encontrar todos los vectores que son ortogonales a todos los vectores de una
base cualquiera de W.

Bw = {1, , 0} = FeWt sii 7w, =0, Vi=1,---,k

Nota 6.12. En la Seccion 6.4.5, pagina 175 se vera una forma alternativa de encontrar el complemento ortogonal de un
subespacio vectorial, basado en las relaciones de ortogonalidad de los subespacios fundamentales de una matriz.

26Ver la Seccion 6.4.1, pagina 173.

27E] plano W es un subespacio vectorial de R3, (ver la Definicion 2.13, pagina 71).
28Ver el Tema 0, pagina 1.

29Ver la Seccion 2.5, pagina 79.

30F] acrénimo sii significa si y solo si.
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6.4. Complemento Ortogonal 175

Ejercicio 6.6. Dado el siguiente subespacio vectorial W C R*, encontrar una base del complemento

ortogonal, W=.
. r1+x9 =0
s { To+x4 =0

Claramente dim(WW) = 4—2 = 2 y por tanto cualquiera de sus bases tienen dos vectores. Vamos a encontrar
una de ellas resolviendo el sistema:

T4 =—T9 =S8 T 0 1
1 1 0 0 To = —Ty4 = —S8 To o 0 -1
[0101]_) 25 =1t = s | T 1| T o
Ty =S8 Ty 0 1

Por tanto una base del subespacio vectorial W es By = {wh, w2} = {[0,0,1,0], [1,—1,0,1]}.
Los vectores ¥ = [x1, T2, ¥3, 4] € W, deben ser ortogonales a los vectores de la base:

13117:0 — 1‘320
Uy -0 =0 T — a2+ x4 =0

Resolviendo este nuevo SEL obtenemos el subespacio W=:

Ty =To—Tg=1—5 1 1 -1
0 01 0 To =1 Ty | 1 0
[1 ~1 0 1}% 25 =0 = a [T o] o
Ty =S Ty 0 1

Una base del complemento ortogonal de W sera por tanto:

By ={[1,1,0,0], [-1,0,0,1]}

6.4.5. Relaciones de Ortogonalidad entre los Subespacios de una Matriz Real

Una matriz A € R™*" tiene asociados cuatro subespacios fundamentales':
o fil(A),ker(A) CR"
e col(A), ker(AT) C R™

Teorema 6.8. Ortogonalidad en los Subespacios de una Matriz Real

Sea A € R™*"™. Entonces®?:

[fl(A)]* = ker(A) ; [col(A)]* = [im(A)]* = ker(AT)

Demostracion 6.8.

e Sea ¥ € R", entonces & € (fil(A))* sii es ortogonal a cada fila de A, y esto es lo mismo que AZ = 0
y por tanto & € ker(A).

e Igual que antes, sustituyendo A por AT y teniendo en cuenta que fil(AT) = col(A).

31Ver las definiciones de fil(A), col(A) y ker(A) en la Seccion 3.10, pagina 111.
32Debido a las propiedades del complemento ortogonal, también se pueden expresar como:

[ker(A)]* = fil(A) ; [ker(AT)]* = im(A) = col(A)

En el Teorema 6.11, pagina 189 se vera una generalizacion de este Teorema 6.8 para matrices complejas.
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176 TEMA 6: Ortogonalidad

Toda matriz A € R"*" define una TL: T:X+—Y
o El dominio de T' es X = R".
e La imagen de T es Y = im(T) = im(A) = col(A), donde im(7T") C R™.

o T enviaker(A)C X a0 €Y.

e El complemento ortogonal de la imagen de T es ker(AT) C R™.

Esquematicamente podemos relacionar estos conceptos de la siguiente forma:

ker(A) ker(AT)

R™
Ty
——
R™
fil(A4) col(A)
Rn

]Rm
Cuando se define un subespacio vectorial W C R™ a través de un SEL homogéneo de la forma:
a1121 + ajpz + -+ a1,y = 0
W : en R" 2 AZ =0
121 + 22 + -+ Gpn®n = 0
El conjunto de vectores & = [x1,--- ,Z,] que forman W coinciden con el nicleo de la matriz A asociada al
SEL. Por el Teorema 6.8, pagina 175 se tiene:
W =ker(4) = W =1l(A)
Por tanto para encontrar una base de W= basta con determinar®® una base del espacio fila de A.

Ejercicio 6.7. Resolver el anterior Ejemplo 6.6 teniendo en cuenta el Teorema 6.8.

La definicién del subespacio W la podemos definir matricialmente como:

I 0
. 1+ 22 =0 1 1 0 0 z2 | | O
'{x2+x4:0 — [0101] z | T |0
T4 0

Por tanto, el subespacio W corresponde con el nucleo de la matriz:
1 100
4= { 01 01 ]

Como hemos visto en el Teorema 6.8: [ker(A)]* = fil(A), y como las dos filas de la matriz A son linealmente
independientes se tiene:

By = {[1,1,0,0), [0,1,0,1]} = |Bw: ={[1,1,0,0, [0,1,0,1]}

Notar que esta solucion no es igual que la obtenida en el Ejemplo 6.6 aunque ambas son perfectamente
validas y corresponden a bases distintas del complemento ortogonal W+,

33Ver la Seccién 3.10.6, pagina 117.
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Esta segunda forma de calcular el complemento ortogonal de un subespacio vectorial, utilizando el Teorema 6.8,
es mucho més rapida y practica que la primera, ya que no necesita encontrar previamente una base de W.

Ejercicio 6.8. Sea W el subespacio de R® generado por los vectores:

1 =1 0

-3 1 -1

131 = ) 5 _‘2 = 2 5 ’LZf3 = 4
0 =2 -1

) 3 5)

Calcular una base de W+.

Resolucion de forma matricial. El espacio generado por los vectores Wi, Wy y wWs es el mismo que col(A)
de:

1 -1 0

-3 1 -1

A= 5 2 4

0 -2 -1

5 3 5

Del Teorema 6.8: W+ = (col(A))*+ = ker(AT)

1 -3 5 0 510 1 0 0 3 4,0
ATG=| -1 12 230 — 01071 3]0
0 -1 4 -1 5|0 0 01 0 2|0

Por tanto, ¥ € W= serd ys =, ys = s, y3 = —2t, yo = —3t — s, y; = —4t — 3s. Finalmente:

—4 -3 —4 -3

-3 -1 -3 -1
Wit={t|-2]|+s 0| : t,seR p =gen =2 || 0
0 1 0 1

1 0 1 0

6.4.6. Dimension del Complemento Ortogonal

e Sea un subespacio W C R", entonces™*:

dim(W) + dim(WH) =n.

e En toda matriz A € R™*", los subespacios vectoriales fil(A) y col(A) cumplen la relacion anterior:

{ fil(A) :  rang(A) +nul(4) =n
col(A) : rang(A) + nul(AT) =m

Nota 6.13. rang(A) = dim[fil(A)] = dim[col(A)] = dim[im(A)].

34Notar que esto no quiere decir que se rellene todo el espacio R™ con W y W, sino que la suma de sus dimensiones tiene que
ser igual a n.
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Ejemplo 6.6. Dimension del complemento ortogonal.
e En el Ejemplo 6.6, con respecto al subespacio W C R*, se tiene:

dim(W) = dim(W+) =2

cumpliéndose la ecuacion anterior, ya que:

dim(W) +dim(W+)=2+2=4=n

e En el Ejemplo 6.8, con respecto al subespacio W C R, se tiene:
dim(W) = 3 ; dim(W+) =2
cumpliéndose igualmente la ecuacién anterior:

dim(W) +dim(W+)=3+2=5=n

6.5. Proyecciéon Ortogonal

Definiciéon 6.14. Proyecciéon Ortogonal

Dados dos vectores i, € R™ se denomina proyeccién ortogonal®® de # sobre i al vector de R"

resultado de la siguiente operacion:

u-v €
U-U €

—

R"™ (prod. por un escalar)

Sl
Sl <y
~
£
m

SIS
Sl
~
IS
/N N
Sy
Sl <y
~_—
Mm
=5}

6.5.1. Interpretacién Geométrica en R? y R?

La proyeccion ortogonal de un vector @ sobre otro vector @, proy;(?), coincide geométricamente con el vector

sombra de U sobre 4.

Denominando p al vector sombra de ¥ sobre #, se cumple:

2 |
p |
| I
Na - =17l 7=
> . [l
Por trigonometria: ||| = ||¥/]| cos @ = ||¥]| Hﬂﬁ% = lﬁTﬁl
Finalmente:
L u-v U u-v (ﬁ-ﬁ’)q
p = = —_— = u = = u
el Nl Ui

35La palabra proyeccion proviene del latin proiectio, de proficere; de pro=delante y facere=hacer. Desde de un punto de vista
geomeétrico, la proyeccién es la representacion grafica de un objeto sobre una superficie plana, obtenida al unir las intersecciones
sobre dicho plano de las lineas proyectantes de todos los puntos del objeto desde un determinado vértice. La proyeccién ortogonal

es un tipo de proyecciéon perpendicular.
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El vector proyeccion ortogonal, p’ = proyz(¥), siempre tiene la direccion del vector @ y su sentido viene dado

por el vector v.

N
QO
v

@ 12 i D I i

Nota 6.14. En graficos 3D las proyecciones ortogonales son muy utiles para determinar sombras, reflexiones, etc.

Ejercicio 6.9. En R? encontrar la proyeccion ortogonal de @ = [—1, 3] sobre @ = [2, 1].
oy o(7) = v\, [u-v=[21]-[-1,3]=2(-1)+1(3)=-2+3=1
Proya\W =z a)" 1 a-a=[21-[21=22)+1(1) =4+ 1 =
Y
U3
\2 2 1
\‘,: ﬁ proyz(v) = -[2,1] = [57 5:|
1 1 é X

Ejercicio 6.10. De forma geométrica y por el teorema de Pitagoras es evidente que ||proy;(0)| < ||7]].
Demostrar que esta expresion es equivalente a la desigualdad de Cauchy-Schwarz*°: |@ - @) < ||d@||||v]|.

LALAYS
[[proy ()| = u

Ejercicio 6.11. En R?, encontrar un vector @ cuya proyeccion ortogonal sobre el vector @ = [1,—1,1] es
el vector p'= [2,-2,2].

—

|- ]

u
1] 1]

|- ]

©T |
ul| = ==
e

a7
u ]

||_‘H

lall =

—'

Teniendo en cuenta la definiciéon de proyeccion ortogonal se tiene:

q q u-v\ e e s
pprquz(v)(ﬁ_a)u = (@-u)p=(d-0)u

Teniendo en cuenta que:
a-u=[1,-1,1]-[1,-1,1]=3 ; (u-u)p=3[2,—2,2] =[6,—6,6]
y suponiendo que las coordenadas del vector ¢ son [z, ¥, z], (valores que queremos conocer):
a-v=1[1,-11[z,y,2] =x—y+z ; (@-i=@—-y+2)[,-L1=r—y+z —z+y—z,2—y+2|
Por tanto:
(G-a)p=@W-0)a ; [6,—-6,6]=[x—y+z,—x+y—z,0—y+2|
Donde tenemos que las coordenadas de ¥ deben cumplir la ecuacién®”:

T—y+2=>06

Por tanto existen infinitos vectores ¢ posibles, que estédn contenidos en el plano anterior. Una posible

solucion serfa por ejemplo | ¥ = [1,0,5] .

36Ver la Seccion 6.9.2, pagina 188.
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Ejercicio 6.12. Encontrar una base del conjunto de vectores cuya proyecciéon ortogonal sobre el vector
a=[1,-1,0] € R3, es ortogonal al vector @ = [0,1,1].

Sea la solucion buscada los vectores ¢ = [x,y,2] € R3, entonces la proyeccion ortogonal de ¥ sobre
@ =[1,—1,0] sera el vector:

[1’ -1, 0] i [x,y, Z]

N x—y
(%) = - 1,-1,00 = —2[1,-1,0
proyu(v) ﬁ U [17 1’0][1’ 170][ 5 ) ] 2 [ ] ) ]

Para que estos vectores sean ortogonales al vector @ = [0, 1, 1] se tiene que cumplir:

L1001 = =0 =

2

Por tanto el conjunto S € R® de vectores @ que verifican esa condicion son:
S ={[x,z,2] € R® : 2,2 € R}

Como la ecuacion que define este conjunto de vectores © —y = 0 es un plano de R®, una base de este
conjunto serdn dos vectores cualesquiera de ese plano que no sean paralelos. Por ejemplo:

Bs ={[1,1,0],[0,0,1]}|

Nota 6.15. El Ejemplo 6.12 también se puede resolver mediante una interpretacion geométrica sencilla: como la proyeccién
de la solucion ¢ sobre 4 son vectores con direccion @, todos los vectores ortogonales a este vector formaran un plano con vector
normal @, y por tanto de ecuaciéon general z — y = 0. Una base de este subespacio (plano) seran dos vectores contenidos en el

plano linealmente independientes, por ejemplo [1,1,0] y [0,0, 2].

Nota 6.16. En el Apéndice B.2, pagina 284 se pueden ver algunas aplicaciones geométricas de la proyeccion ortogonal.

6.5.2. Vector Perpendicular

Definiciéon 6.15. Vector Perpendicular

i, € R", se define el vector perpendicular a @ segin el vector ¥ como:

I

S

|
/N
ISR
Sl 2y
~_

IS

perp;(v) = v’ — proy;(v)

Este vector es ortogonal a i con un tamano proporcional a v.

Todo vector 7 € IR™ se puede definir en funciéon de cualquier otro vector @ € R", no paralelo a ¥, de la siguiente

forma:

¥ = proy(7) + perpa(7) |

370Obtenemos un sistema de tres ecuaciones linealmente dependientes y solo una de ellas da informacion util.
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Ejercicio 6.13. En R? encontrar el vector perpendicular a @ = [2,1] segtn el vector ¥ = [—1,3] y
representar graficamente el resultado.

El vector pedido seré:
perp;(v) = ¥ — proy;(?)

El vector perpendicular ya se calcul6 en el Ejemplo 6.9, siendo:

. 21
PFOYﬁ(U) = [37 g]

Por tanto:
perpy(7) = 7 — proy () = [~1,3] — [2/5,1/5] = [~7/5,14/3] R\
perp N\ U..
En la figura de la derecha se muestran una representacion grafica del %

problema y los resultados. ; ; i

6.5.3. Proyeccién Ortogonal sobre un Subespacio

Definicién 6.16. Proyeccion Ortogonal sobre un Subespacio

Sea un subespacio W C R" y B = {1, - - , i} una base ortogonal®® de W.
Entonces, para cualquier vector © € R" se define la proyeccién ortogonal®’ de @ sobre W como:

. . B @7 - @7
proyW(v)=pr0yﬁ1(v)+-~+proygk(v)=( : >u1+-~+(q _,)uk

Nota 6.17. Sila base B es ortonormal — ;- -u; = 1.

. . . Uy v\ Uk -7\ o .
proyW(v):proyal(v)+---+proyik(v):( 1. )u1+---+( k )uk:(ul-v)u1+---+(uk-v)uk

Definicién 6.17. Vector Perpendicular a un Subespacio

Sea un subespacio W C IR". Para cualquier vector no nulo # € R" se define el vector perpendicular®’
de v sobre W al vector proyeccion ortogonal de v sobre el complemento ortogonal de W':

perpyy (#) = proyy. (8) = 7 — proyy (7)

38La base debe ser obligatoriamente ortogonal para que la férmula sea valida.
39Ver la Seccion 6.5, pagina 178.
40Ver la Seccion 6.5.2, pagina 180.
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Interpretacién Geométrica

En la figura superor se muestra la proyeccion ortogonal de un vector @ € R® (en naranja) sobre un subespacio
W  R? de dimension 2 (plano verde), con base ortogonal Bow = {il1, @2} (vectores rojos).

Los vectores (azules) 1 = proyg, () y p2 = proyg, (¢) son las proyecciones ortogonales de ¥ sobre cada uno de los
vectores de la base ortogonal de W. Graficamente podemos comprobar como la suma de los dos vectores azules
es igual al vector negro proyy, (U) correspondiente a la proyeccion ortogonal de @ sobre W: proyy, (V) = p1 + pa.
Ortonogonal al plano (en el W) esta el vector perpyy, (), cumpliéndose: proyyy, () + perpy, (v) = @.

Forma 1

Por tanto:

proyy (V) =

Notar que el vector perpy, (

Clases de Alcesrs

W: z—y+22=0

Podemos resolverlo de dos formas:

e Forma 1: Utilizando razonamientos geométricos.

Veamos a continuacion dichas formas de resolucion.

—

—

Ejercicio 6.14. En R? sea el vector 7 = [3,—1,2] y el plano W definido por:

proyy (0) = U+ [—perpy (V)] = ¥ — perpyy, ()

e Forma 2: Utilizando la férmula de proyeccién ortogonal sobre subespacios.

Encontrar la proyeccion ortogonal de ¢ sobre W' y la componente de ¥ ortogonal a W.

El vector perpy, (¥) lo podemos calcular como la proyeccion ortogonal del vector ¢ sobre un vector normal
al plano 7, perpy, (¥) = proy (7). Basandonos en la ecuacion del plano, 7 = [1,—1,2].

perpy, () = proy(7)

. L. . _’ 1-T\ . Ugy -
proyy (V) = pi+p2 = proyg, (V)+proyg, (v) = (a — > U1+( ——

proyy, (V) = —perpy, (V) = [3,—1,2]—[4/3,—-4/3,8/3] = 5[5, 1,—2]

[1,-1,2] = g[1,-1,2]

1

Forma 2
En el Ejemplo 6.3 se encontré una base ortogonal a este plano, B = {uy, 42} con @ = [1,1,0] y
iy = [1,—1,—1].

perpyy (0) = t—proyy, (V)

1

=[5,1,-2]

3

S 1
perpW(v) = [37 _la 2] - 5[57 17 _2] =

4
-1
3[7

~1,2]

) es paralelo al vector normal al plano 7 = [1,—1, 2].
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6.6. Teorema de la Descomposicién Ortogonal

Teorema 6.9. Teorema de la Descomposicion Ortogonal

Sea W C R"™ y sea un vector ¥ cualquiera de R"™. Entonces existen vectores tnicos @ € W y wt € W+
tales que:

— proyy (¥) + perpy (7).

Demostraciéon 6.9.

W + @+ = proyy, () + perpy, (¥) = proyy (¥) + (¥ — proyy, (7)) = 7

Ejercicio 6.15. En R*, encontrar la descomposicion ortogonal del vector ¥ = [1,1,1,0] en el subespacio

vectorial:
) T1+xz2 = 0
s { r1+x4 = 0

Tenemos que encontrar la proyecciéon ortogonal y el vector perpendicular de ¢ sobre W. Para ello,
previamente tenemos que encontrar una base ortogonal de W:

r1 = —Tg = —tQ I 0 -1
1 1 0 0 1 1 0 0 $2:£U4:t2 o . 0 1
{1001]%[0 —101]% — A S B I B I
T4 =12 x4 0 1
Claramente la base By = {u1,4d2} = {[0,0,1,0], [-1,1,0,1]} ya es ortogonal. Calculamos ahora la
proyecciéon ortogonal de ¥ sobre W.
proyyy (¥) = proyg, (v) + proyg, (v) =
0,0,1,0] - [1,1,1,0] [~1,1,0,1] - [1,1,1,0 ~
= = — — w =

[07 0’ 17 0] : [O’ 07 170]

o= OO
o OO
o = O O

-1
s Ly ] 1

[_17 1707 1] ! [_17 la al] 0 1
1

Ahora hay que calcular el vector perpendicular de ¥ con respecto a W:

perpyy (7) = 7 — proyyy (#) = [1,1,1,0) — [0,0,1,0 = [1,1,0,0] = | &* =[1,1,0,0]

Por tanto, el vector ¢’ se puede descomponer en la suma del vector W que pertenece al subespacio vectorial
W y del vector W+ que pertenece al complemento ortogonal de W.

T=w+wt ; deW, dtewt
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6.7. Proceso de Gram-Schmidt

El proceso de Gram-Schmidt es un método sencillo y sistematico para construir una base ortogonal (u
ortonormal si se normaliza) a partir de cualquier base de un subespacio de R".

Sea B ={%,: -+ ,&,,} una base de un W C R" y definimos:
U = 1 W1 = gen(x1) = gen(u1)
= = = = = Uy -T2\ L
iy = perpy, (¥2) = T2 — proyy,, (Z2) = T2 — (ﬁl ;) Uy Wo = gen(x1, x2) =
1 U

= gen(u1,u2)

B B B B B TR AN o - @3\ _
3 = perpyy, (¥3) = &3 — proyy,, (¥3) = Ts — ( L : 3) Uy — (HQ : f) Uy Ws = gen(x1,x2,23) =

= gen(u1,uz, us)

Uy, = perpy, () = B = proyy, | (Ew) =

= 'Jl : fm = ’J’mf] : f’m =
=Tm— |5 |Jth—— | 5= ) Um1 W =Wy, =gen(z1,...,Zm)

Ui - U1l Um—1 * Um—1
=gen(ui,...,Un

Entonces para cada ¢ = 1,--- ,m el conjunto de vectores {uy,---,u;} forma una base ortogonal del espacio
W;. En particular el conjunto {u1, - , 4y} es una base ortogonal de W,,, = W.

Ejercicio 6.16. Encontrar una base ortogonal de R? que contenga el vector ¥; = [1,2, 3].

Para poder aplicar el proceso de Gram-Schmidt necesitamos partir de una base cualquiera, por tanto

elegimos dos vectores s y ¥3 que no sean paralelos entre ellos ni entre #;. Por ejemplo Z = [0,1,0] y
73 = [0,0, 1].
Ahora aplicamos Gram-Schmidt a esta base:
[1
i = 1 =12
| 3
0 1 [—1/7 -1
=@ (B2)m= |1 - |2 =| 57| = | 5
0 3 | —3/7 -3
iy =7~ (Ek) i - () i =
0 1 ~1 ~3/10 -3
0| - % 2| - g—g’ 5 = 0f = 0
1 3 -3 1/10 1

Por tanto, {1, @2, @3} es una posible base ortogonal para R* que contiene al vector [1, 2, 3]. Normalizando
estos vectores se podria obtener una base ortonormal de R®.
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6.8. Factorizacion QR

Si A € R™*" es una matriz con columnas linealmente independientes*' y se le aplica el proceso de Gram-

Schmidt a los vectores columnas, se obtiene una importante descomposicion matricial*®> de A conocida con el
nombre de factorizacion QR.

Teorema 6.10. Factorizacion QR

Toda matriz A € R™*" con columnas linealmente independientes*® puede ser factorizada como A = QR,

donde Q,,x» €s una matriz con columnas ortonormales** y R,y €s una matriz triangular superior
invertible®, de la forma:

‘ Am><n = QanRan ‘

Demostracion 6.10.

Sean ¢j,- -+ ,C, los vectores columna de la matriz A,,«, y sean ¢, - ,q, los vectores ortonormales
obtenidos al aplicar el proceso Gram-Schmidt a los vectores columna®® de A y posterior normalizacion.
Entonces, existen escalares a;; y r;; tales que:

g1 = a11C1 C1 =T1141

G2 = q12C1 + Qi22C2 Co = T12q1 + 2242

g3 = 013C1 + (e3C2 + (33C3 — C3 = T13G1 + 723G2 + 733¢3

Qn = 01pC1 + QopCo + -+ + QppCp Cpn = T1nq1 +T2nG2 + - + TpnQn

Lo cual se puede expresar matricialmente como:

11 Ti12 Tin

o o 5 L . 0 7o Ton
A=[d& & awl=la & n | : = QR

0 0 Pooxi

La matriz R se puede obtener facilmente una vez determinada @, ya que al tener columnas ortogonales®”,
QTQ = I, y por tanto:

A=CQR ; QT"A=Q"QR ;

La Demostracion 6.10 presenta de forma detallada el procedimiento de célculo de la de la factorizacion QR de
una matriz.

Nota 6.18.

e La factorizacion QR se puede extender a matrices arbitrarias (no necesariamente con columnas linealmente
independientes), mediante una forma ligeramente modificada, utilizando matrices de Householder.

e Cuando el proceso de Gram-Schmidt se implementa en un ordenador, los errores de redondeo propios del célculo, generan
una pérdida de ortogonalidad de los vectores, que puede llegar a ser una importante causa de errores. En la practica se
suele utilizar una versién modificada de la factorizaciéon QR mostrada aqui, para minimizar estos errores de redondeo.

41Para lo cual es necesario que n < m.

42Una descomposicion de una matriz es una factorizacién de la misma en un producto de otras matrices, de la forma siguiente:
A= MiMs--- M.

43Si A es cuadrada esto implica que es invertible.

4413 matriz Q serd una matriz ortogonal si A, y por tanto Q, es cuadrada.

45Lo que implica que sus elementos diagonales son no nulos.

48Ver el Tema 8, pagina 217.

49Ver la Seccion 7.4, pagina 204.
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La factorizacion QR de una matriz tiene multitud de aplicaciones en:

e Resolucion de SEL de forma numérica eficiente.

e Aproximaciéon numérica de autovalores*®.

e Aproximaciéon del problema de minimos cuadrados™®.

Ejercicio 6.17. Encontrar, en caso de ser posible, la factorizacion QR de la siguiente matriz:

Claramente los dos vectores columna de la matriz son linealmente independientes y por tanto si es posible
realizar la descomposicion QR de la matriz. Vamos a seguir los pasos dados en la Demostracion 6.10.

1. Ortogonalizar los vectores columna de la matriz mediante el proceso de Gram-Schmidt.

hh=t=[111 1]

R (111 1]-[-1 4 2 1] B
uz—vz—ﬁl_ﬁlul—[ 14 2 1]- T 1Tl 11 1] [1 1 1 1]=
5 5 1 1
L2 2 2 2

2. Normalizando los vectores ortogonales obtenidos anteriormente construimos la matriz ortogonal @:

1/2 —5//52
e s /2 5//52
Q—[U1 Uz]— 1/2 1/\/53
1/2 —1/v/52

3. La matriz R se obtiene aplicando la formula R = QT A.

— N R

/2 1/2 12 1/2
R=Q"A= —5/V52 5/v/52 1/4/52 —1/\/572}

[ Vi)

_ = = =

La matriz R obtenida es triangular superior y facilmente se puede comprobar como A = QR.

Ejercicio 6.18. Encontrar, en caso de ser posible, la factorizacion QR de la matriz:

10 1
A_[lll]

Como esta matriz tiene dos filas, como mucho existirdn dos vectores de dos componentes linealmente
independientes, y por tanto los tres vectores columna de A son linealmente dependientes.

En conclusioén, esta matriz no tiene factorizacion QR. ‘

48Siempre en el mismo orden en que aparecen, es decir @ = &1, @2 = perpg, (¢2), etc. Ya que de otra forma, la matriz R no sera

necesariamente triangular superior.
49No necesariamente Q es invertible. Solo si A es cuadrada, entonces Q es ortogonal y tiene sentido hablar de la inversa de Q,

siendo ademas Q1 = Q7.
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6.9. Ortogonalidad en Espacios C”

En esta seccién vamos a extender los conceptos sobre ortogonalidad que se han visto en este tema en espacios
R"™ a espacios C™.

6.9.1. Producto Interno

50

El producto interno”” es una generalizacién del concepto de producto escalar visto en la Definicion 6.1, pagina 163
para espacios vectoriales R". Para ello empezaremos generalizando el concepto de producto escalar de vectores.

Definicion 6.18. Producto Interno en C"

Dados dos vectores columna i, v € C™, se define el producto interno de u por v y lo representamos
por < u,v >, al escalar resultante de la siguiente operacion:

V1

V2 n
<ﬁ,ﬁ>=ﬁHﬁ:[ﬂl,ﬂ2,"' ,un] . = UIV] + UV + -+ - + UpUp = E UKV ; u-veC
: k=1

Un

donde u; corresponde con el complejo conjugado de la componente i-ésima del vector 4.

A través de la definicion del producto escalar de dos vectores®!, el producto interno de dos vectores u,v € C
se puede definir como el producto escalar del conjugado del primer vector por el segundo:

<u,v>=u-v

2
<L
\
Il
e
<y

Nota 6.19. Si los vectores son reales, el producto interno coincide con el producto escalar: 4,7 € R" — <

Ejercicio 6.19. Calcular el producto interno de los vectores de C? :
d=[14+1i,2—1i ; v=1[2-3i,—1—i]

<@ T>=<[1+i,2—d,[2-3i,—-1—d >=[1+4,2—4-[2—3i,-1—i] =

Propiedades del Producto Interno

Dados los vectores Z, ¥, Z € C" y los escalares a,b € C, se verifica:
e Hermiticidad: < 7,y >= < , 7 >
e Linealidad

— Por la izquierda: < aZ + by, 2 >=a < &, 7> +b <
— Por la derecha: < Z,ay + b2 >=a < Z,y > +b < T,

e Definida positiva: < Z,7>e R , <ZZ>>0.Si<ZE>=0 = Z=0.

50También denominado producto escalar o producto punto.
51Ver la Definiciéon 6.1, pagina 163.

Pedro José Hernando Oter Clases de Alcerra



188 TEMA 6: Ortogonalidad

6.9.2. Norma en C"

Definicion 6.19. Norma de un Vector en C"

Se define la norma®” de un vector v = [v1,--+,v,] € C" con v; = a; + ib;, y se denota por ||v||, al
niamero real no negativo dado por:

IVl = V<Viv> = VY- v =ViTu 4Tt = VI 4 4 o = V(@ +52) + -+ (an® +b0%)

donde |#;| representa el mddulo®® del nimero complejo v; (componente i-ésima del vector ).

Notar la siguiente equivalencia para todo vector complejo @ = [vq,- -+ ,v,] = [a1 + @by, -, an + iby].

3

I15P =< 5,7 >= Y (a;® +b;°)
i=1

Propiedades de la Norma

Dado un vector ¥ € C™ y un escalar o € C, se verifica:
o [7]>0 , Vi#0 ; 0] =0
o llo] = |o |71
o Desigualdad de Cauchy-Schwarz : | < @,v> | < ||| |||l

o Desigualdad Triangular: ||@—+ || < ||@] + ||V]|

Definicion 6.20. Vector Unitario

Se dice que un vector v € C™ es unitario si su norma es la unidad.

¥ vector unitario < |[|v]] =1

Definicion 6.21. Distancia entre Vectores en C"

Se define la distancia entre dos vectores @, v € C™ al namero real positivo dado por:

d(a,v) = || —o]| = |7 — ]|

6.9.3. Vectores Ortogonales en C”

Definicién 6.22. Vectores Ortogonales en C”

Se dice que dos vectores u, v € C" son ortogonales si su producto interno es cero.

‘ <#,7>=0 <=  u,U ortogonales ‘

52Fsta es una de las infinitas normas que se pueden definir a partir del producto interno, denominada norma 2 o euclidea. En
algunos textos también se le conoce con el nombre de mddulo o longitud del vector.
53Ver la Definicién C.13, pagina 303.
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Los conceptos de ortogonalidad vistos en espacios IR™ en la Seccion 6.3 y Seccion 6.4 se extienden facilmente a
los espacios C™ a través de la definiciéon de ortogonalidad en espacios complejos, Definicion 6.22.

e Se dice que un conjunto de vectores {v},---,¥,} con ¥; € C" es ortogonal si los vectores son
ortogonales a pares, es decir, < T;, v >=0 Vi # j.

e Se dice que un vector v € C" es ortogonal a un subespacio vectorial W C C” si ¢ es ortogonal a
todos los vectores de W, es decir, < v, W >=0 VYV € W.

e Para que un vector ¥ € C" sea ortogonal a un subespacio W C C" basta con que sea ortogonal a
todos los vectores de una base de W (extension del Teorema 6.7, pagina 173).

6.9.4. Complemento Ortogonal en C"

Definicién 6.23. Complemento Ortogonal en C”

Sea W un subespacio de C™. El subespacio vectorial formado por todos los vectores v € C™ ortogonales
a W se denomina complemento ortogonal de W, y se denota por W.

Wt={7eC" :<qW>=0 ; VweW}

Cumpliéndose que:
dim(W) 4 dim(W) =n

Todos los vectores de la una base By, de un subespacio vectorial W C C" son ortogonales a todos los vectores
de una base By 1 del complemento ortogonal de W, W=,

Subespacios Fundamentales de una Matriz Compleja

Teorema 6.11. Ortogonalidad en los Subespacios de una Matriz Compleja

Una matriz A € C™*" tiene asociados cuatro subespacios fundamentales®*:
o fil(A),ker(A) C C"
e col(A), ker(AH) C C™

Cumpliéndose®®:

[f1(A)]L = ker(A) ; [col(A)]* = ker(A")

donde ker(A) es el subespacio vectorial formado por los vectores conjugados de ker(A).

Vv € ker(A) = ¥ € ker(4)

Nota 6.20. Este teorema es una generalizacién del Teorema 6.8, pagina 175.

54Ver las definiciones de fil(A), col(A) y ker(A) en la Seccion 3.10, pagina 111.
55Debido a las propiedades del complemento ortogonal, también se pueden expresar como:

ker(A)) =84 fler(AM )]+ = im(4) = col(4)
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190 TEMA 6: Ortogonalidad

Ejercicio 6.20. Dado la siguiente matriz compleja, comprobar la relacién de ortogonalidad de sus
subespacios vectoriales fundamentales fil(A), col(A), ker(A), ker(A).

1 0 i1
A=|0 —i 1 0| eq?4
1 — 142 1

Siguiendo el procedimiento descrito en la Seccion 3.10.6, pagina 117, encontramos bases de los cuatro
subespacios vectoriales:

1 0 i1 1 0 i 1 1 0 i 1 ;1f;m3*x4:t*3
0 —i 1 0|=]0 = 10|—=]0 - 10| ;:m i Vt,s € C
1 —i 144 1 0 —i 1 0 0 00 0 5T
Ty = S
Bfil(A) = {[1,0,7:, 1]7 [07 —1, 1,0]} ; Bcol(A) = {[1707 1}7 [07171]} ) Bker(A) = {[17 1,i,0}, [71707()’ 1]}

Comprobamos la relacion de ortogonalidad entre los vectores de By a) y Bker(A) teniendo en cuenta que
Bker(A) {[ ) a Z,O], [ 1,0,0, 1]} :

<[1,0,i,1),[1,1,-4,00> = [L0,4,1-[1,1,—4,0] = [1,0,—4,1]-[1,1,~3,0] = 1-1=0
<[1,0,4,1],[-1,0,0,1] > = [1 O,z,l] [— 1 0,071] = [1,0,—4,1]-[-1,0,0,1] = —-1+1=0
<1[0,—i,1,0],[1,1,—4,0] > = [0,—4,1,0]-[1,1,—4,0] = [0,4,1,0]-[1,1,—4,0] = i—i=0
<[0,—i,1,00,[-1,0,0,1] > = [0,=3,1,0] [ 1 0,01 = [0,i,1.0]]-1,0,0,1] = 0
Notar que dim[fil(4)] + dim[ker(A)] = 2 4+ 2 = 4, cumpliéndose la relacion entre las dimensiones de los
espacios vectoriales ortogonales, ya que fil(A4), ke ( )y C ¢t
Calculamos ahora una base de ker(A):
1 0 1 1 01 1 01 . . '
0 i i 0 i i 000 LT T
—i 1 1—i| lo1 1| 7o 1]|” ?:_5”3__’5 vie @
10 1 000 000 5T
Bker(AH = {[L 1,— }}

Comprobamos la relacion de ortogonalidad entre los vectores de Beoya) ¥ Bier(am) :

<[1,0,1),[1,1,-1] > = [1,0,1]-[1,1,-1] = [1,0,1]-[1,1,-1] = 1—-1=0
<[0,1,1),[1,1,-1] > = [0,1,1]-[1,1,=1] = [0,1,1]-[1,1,=1] = 1—-1=0

Notar que dim[col(A)] + dim[ker(A#)] = 2+ 1 = 3, cumpliéndose la relacién entre las dimensiones de los
espacios vectoriales ortogonales, ya que col(4), ker(A) c C3.
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6.9. Ortogonalidad en Espacios C™ 191

Calculo del Complemento Ortogonal de un Subespacio Vectorial Complejo

Dado un subespacio vectorial complejo W C C" la determinaciéon de su complemento ortogonal W+ puede
hacerse por dos procedimientos generales:

1. Encontrando primero una base cualquiera de W, By, y posteriormente determinando los vectores que
son ortogonales a todos los vectores de By .

Bw = {1, U} — TeWt sii <@,@;>=0, Vi=1,---,k

Esto dara lugar a un SEL homogéneo de C" que define W+, formado por tantas ecuaciones como
dimension k tenga W (namero de vectores de cualquier base de W). Resolviendo dicho SEL se puede
encontrar una base de W+,

2. Si el subespacio vectorial W C C™ viene definido a través de un SEL homogéneo de la forma:

a11r1 + a2+ + a1y = 0
W . ; Ar =0
Um1T1 + Gma2 + -+ Gmpln = 0
El conjunto de vectores Z = [x1, - ,2,] que forman W coinciden con el nticleo de la matriz A asociada

al SEL. Por el Teorema 6.11, pagina 189 se tiene:
W =ker(A) = W =1l(A)

Por tanto, en este caso, para encontrar una base de W+ basta con determinar (ver la Seccion 3.10.6,
pagina 117) una base del espacio fila de A y conjugarla.

Ejercicio 6.21. Dado el siguiente subespacio vectorial W C C*, encontrar una base de su complemento

ortogonal, W=,
. xr1 +1xe =0
w: {x2—ix3—|—x4:0

Vamos a hacerlo por los dos procedimientos anteriores.

1. Encontramos primero una base de W, para ello resolvemos el sistema que define W:

1‘1:7751152:7’# —1 0
[1 ) 0 0}_> 9 =1 — By — 1 0
01 —i 1 T3 =s w 0ol |1
Ty = —xo+1ixr3=—t+1S -1 )

Encontramos ahora W+ determinando todos los vectores que son ortogonales (producto interno
nulo) a los vectores de Byy.

S — i Ilit

—i,1,0,—1] - [z1,Z2, T3, 4] =921 + 22 — 24 =0 ; j

[ s Ly Uy } [1» 2, L3, 4] 1 2 4 o To=—tx1 +x4=—0t+Ss
S , T3 = 1x4 =18

[0,0,1,4] - [#1, ¥2, 23, 24] = 23 —ig = 0 Ty =S8

Por tanto:

By ={[1,-4,0,0], [0,1,4,1]}|

Se puede comprobar como cada vector de la base By es ortogonal (producto intrerno nulo) a cada
uno de los vectores de la base By ..
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192 TEMA 6: Ortogonalidad

2. El SEL homogéneo que define W se puede poner de forma matricial:

T
1 2 00 x| |0 L = |1 e 00
[0 —i 1} s {0] o AZ=0 ‘4{0 1 —i 1]
T4

Como W = ker(A) entonces W+ = fil(A). Como la matriz A ya esta escalonada, vemos que los dos
anicos vectores fila de A son linealmente independientes por lo que representan una base de fil(A),
por tanto calculando sus conjugados se tiene:

By ={[1,-,0,0], [0,1,i,1]}

Notar que este segundo procedimiento es més sencillo que el primero, pudiéndose calcular una base
de W+ sin necesidad de calcular®® W. Notar también que en este segundo caso se ha obtenido
exactamente la misma base de W+ del procedimiento 1, aunque de forma general no va ser éste el
caso ya que existen infinitas bases de un subespacio vectorial.

6.9.5. Proyeccién Ortogonal en C”

Definicion 6.24. Proyeccién Ortogonal en C”

Dados dos vectores u,v € C™ se denomina proyeccion ortogonal de v sobre « al vector de C™
resultado de la siguiente operacion:

Sl <y
S

s <
proyz(v) = >

VIV

S

Definicion 6.25. Vector Perpendicular en C™

Dados u, v € C™ , se define el vector perpendicular a « segin el vector ¥ como:

S

>
>

Verificandose:

Nota 6.21. Estas definiciones generalizan las dadas por la Definicién 6.14, pagina 178 y la Definiciéon A.10.1, pagina 274 para
vectores reales, a través del producto interno de vectores (generalizacion del producto escalar).

56Sin embargo, en muchos casos practicos serd necesario calcular una base del subespacio vectorial original para otros
requerimientos.
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6.9.6. Proceso de Gram-Schmidt en C"

El proceso de Gram-Schmidt es un método sencillo y sistematico para construir una base
ortogonal / ortonormal a partir de cualquier base de un subespacio de C™.

Sea B = {Zy, -, %y} una base de un W C C"™ y definimos:
U = 21 Wi = gen(z1) = gen(u1)
- - - - L < Up,@e >
tly = perpyy, (¥2) = T2 — proyy,, (Z2) = T2 — Bttt R Wy = gen(x1,z2) = gen(ui, uz)
< Up,u; >

U3 = perpyy, (T3) = T3 — proyy,., (T3) = & <th, s>, < U, T >1I
B = w- 3) — I3 — W- 3) — L3 — e 11— e 2
2 2 < Uy, U > < Uz, Uz >

W3 = gen(x1,x2,x3) =

= gen(ul, uz, U3)

T = perpyy,, |, (Fn) = Ton — 1oy, (Fm) =
N < 17:1 Ci"yn > < ’II,,,L,1 f"L >
= m—i_,’q up — Iy L Um—1 W:Wm:gen(‘rlv--wwm)
< ui,ui > < Um—1,Um—1 >
=gen(ui,...,Un)
Entonces para cada i = 1,--- ,m el conjunto de vectores {uy,-- ,4;} forma una base ortogonal del espacio
W;. En particular el conjunto {1, - , 4y} es una base ortogonal de W,,, = W.

Ejercicio 6.22. Dada la base del subespacio vectorial W C C*, By, = {[—i,1,0,-1] [0,0,1,4]} y de su
complemento ortogonal W+, By, = {[1,—4,0,0] [0,1,4,1]}, obtenidas en el Ejercicio 6.21, pagina 191,
encontrar una base ortogonal de W, By, y otro base ortogonal del complemento ortogonal W, B,y + .

Comprobamos previamente que ninguna de las dos bases son ortogonales (usando el producto interno, no
el producto escalar) y amplicamos el proceso de G-S a ambos casos.

1. Aplicamos el proceso de G-S a los vectores de By, elegiendo el vector mas sencillo como ¥ :

i = =[0,0,1,4]

L . , <1[0,0,1,i],[~4,1,0,—1] > ‘ ‘ i ‘
U2 V2 Proyul(vz) [ Z, ,07 ] <[0,0,1,Z’],[0,0,1,i}> [0703 ,Z] [ z, 70, } 2[070) 32}
11
[—i, 1, 5 2] = [2i,—2,4,1]

Por tanto, por ejemplo:

\Bow = {[2i,-2,1,1], [0,0,1,3]}|

Podemos comprobar como ambos vectores son ahora ortogonales:

< [2i,-2,i,1], [0,0,1,4] >= [-2i,—2,—i,1]-[0,0,1,i] = —i+i=0

2. Repetimos el proceso con la otra base
i = = [1,—1i,0,0]
<[1,-i,0,0],]0,1,%,1] >
< [la 72" 0’ O]a [17 *Z‘a Oa O] >
11

:[_i»iala ]-] = [_Za1a2172}

—

Uy = Uy —proyg, (vo) = [0,1,4,1] -

[1,-,0,0] = [0, 1,i,1]—%[1,—i,070] -
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194 TEMA 6: Ortogonalidad

Por tanto, por ejemplo:

Bowe ={[1,—,0,0], [-i,1,2i,2]}

Podemos comprobar como también ambos vectores son ahora ortogonales:

< [1,-4,0,0], [—4,1,2i,2] >=[1,4,0,0] - [4,1,2i,2] = —i +i =0

De igual forma se puede comprobar como se conservan las relaciones de ortogonalidad entre los
vectores de Bow v By .-

<[2i,—2,i,1],[1,—i,0,0]> = —2i + 2i =0
[Zi ~2,i,1],[-,1,2i,2] > = —2-2+42+42 = 0
<[0,0,1,4],[1,—i,0,0] > = 0
<[0,0,1,4],[~4,1,2i,2] > = 2 — 2i =0

6.9.7. Matrices Unitarias

Definicion 6.26. Matriz Unitaria en C"

Se dice que una matriz cuadrada U € C™*" es unitaria si verifica:

vl=uf — Uy =puf =

e Es comin usar la letra U para designar a las matrices unitarias, de igual forma que se se suele usar
Q para designar a las matrices ortogonales®”

e Las matrices unitarias son una generalizaciéon en el campo complejo de la matrices ortogonales.
Recordar que Q! = Q7.

e En la Seccion 8.8, pagina 243 se verd la importancia de las matrices unitarias a través de la
diagonalizacion unitaria®, (generalizacion compleja de la diagonalizacion ortogonal®).

Ejercicio 6.23. Comprobar que la siguiente matriz es unitaria.

1 1 1—1
]

Calculamos AT A y AA® y comprobamos si son iguales:

1 =1+ 1 1—i 30 10
Hp_ 1 1 — 1 _ _
AA_x/E[l—i—i 1 ]f[—l—z 1 }_3[0 3}_[0 1]_12
1 1—i 1 —1+i 30 1 0
H _ 1 1 _ 1 —_ —
AA_S{—l—i 1 ]f[l+z 1 }_3[0 3}_[0 1]_12

— |AHA=A5A

57Ver la Definicion 6.10, pagina 171.
58Ver la Definicién 8.12, pagina 243.
59Ver la Definicion 8.8, pagina 238.
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7.1. Introducciéon 197

7.1. Introduccién

En este tema se presenta una aplicacién muy importante de las ideas vistas sobre el complemento ortogonal® y
la. proyeccidn ortogonal® sobre subespacios vectoriales vistos en el tema anterior.

7.2. Mejor Aproximacion

Definicién 7.1. Mejor Aproximacion

Si W es un subespacio® de K, W C K", y si ¥ € R”, entonces la mejor aproximacién de v en W
es el vector p'€ W tal que:

[0-pll <lv-w| ;5 VdeW con w#p

Interpretacion grafica en R® de la mejor aprozimacion
de un vector ¢ a un plano W que pasa por el origen.
El resultado p’ coincide con la idea intuitiva del vector
del plano maés cercano al vector ¢, correspondiendo la
distancia mds corta como la linea recta perpendicular.

Teorema 7.1. Teorema de la Mejor Aproximacion

Si W es un subespacio de dimensién finita de un espacio K" con producto interno? y si @ € IK™, entonces
proyy, (U) es la mejor aprozimacion de v en W.

Demostracion 7.1.

Vamos a ver una intuitiva demostraciéon geométrica
en R>. Debido a la ortogonalidad de la mejor
aproximacion, podemos identificar un tridngulo
rectdngulo, donde || — || # 0 es la hipotenusa y
|t — p|| es uno de los catetos. Por el teorema de
Pitagoras:

— |[F—pll< ||| ; VG EW con @#p

Ejercicio 7.1. Sea W el plano en R? con ecuacion z —y + 2z = 0, y sea @ = [3,—1,2]. Encontrar la
mejor aprorimacion de ¥ en W y la distancia euclidea desde ¥ hasta W.

La mejor aprozimacion de ¥ en W sera el vector proyy, (¥) calculado en el Ejemplo 6.14.

5/3

proyw (¥) = | 1/3
—2/3

IVer la Seccion 6.4, pagina 173.

2Ver la Seccion 6.5.3, pagina 181.

3Debe ser un subespacio normado, es decir, en el cual se ha definido una norma determinada, como por ejemplo, la norma
euclidea.

4Generalizacion de producto escalar.
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198 TEMA 7: Minimos Cuadrados

La distancia de v a W es la distancia de ¥ al punto de W maés cercano a ¢ y ésta es precisamente
lperpy (9)|| = ||U — proyy (¥)]- El vector perpy, (¥) también se calculd en Ejemplo 6.14 siendo:
4/3
perpy (V) = | —4/3
8/3
por tanto:
/16 16 64  [96 4/2
d = v = _— —_— — = _ = —

7.3. Aproximacion mediante Minimos Cuadrados

Hasta ahora los sistemas de ecuaciones lineales (SEL) que hemos considerado utiles son los compatibles, es
decir, aquellos que tienen solucién. Si el SEL era incompatible poco se podia hacer ya que no tiene solucion.
Sin embargo en la préactica, muchos SEL incompatibles representan casos que merecen la pena considerar y
aproximar, como veremos posteriormente.

Vamos a analizar primero los SEL incompatibles.

7.3.1. SEL Incompatibles

. . . =4
Un sistema de ecuaciones lineales de la forma®:
A =0

es incompatible, es decir sin solucién, segin el teorema de Rouché-Frobenius® si rang(A) < rang(A|B).
Vamos a ver una forma alternativa de entender las condiciones bajo las cuales un SEL tiene solucién. Como se
ha estudiado’, el SEL se puede expresar de la siguiente forma:

ayip - QAip Z1 @11 @12 Q1n by
AT = : : =T 2| Foo T = | =

S

am1 o Qmp T Am1 Am2 Amn bm

Esto implica que para que exista una soluciéon I que cumpla el sistema, debe de existir al menos una combinacion
lineal de los vectores columna de la matriz A que produzca el vector de términos independientes b. Dicho de
otra forma:

La condicién necesaria y suficiente para que un SEL sea compatible es que el vector de términos independientes
pertenezca al espacio columna col(A) de la matriz de coeficientes.

Vamos a ver un caso particular en el podemos hacer una interpretacion grafica de esta condicion. Sea un SEL
de 3 ecuaciones y 3 incognitas de la siguiente forma:

11 a2 ais x1 a11 @12 a13 b1 N
AZ = | an az a3 To | =x1| a2 | +22| agiz2 | +x3| a3 | =x1C1 +x2Co+x3C3 = | b2 | =b
as1 asz a33 T3 as1 ass as3 b3

Sea W el subespacio vectorial generado por la combinacién lineal de los vectores columna ¢; de la matriz de
coeficientes A, es decir W = col(A).

e Si los tres vectores columna de A son linealmente independientes entonces W = R* y cualquier vector
b € col(A), entonces existira una tnica combinacion lineal de los vectores columna ¢; de A que genere by
por tanto el sistema serd compatible y determinado (SCD).

5Ver la Seccion 3.4, pagina 96.
6Ver la Seccion 1.5.6, pagina 51.
"Ver por ejemplo la Seccion 4.2.1, pagina 126 y el Ejemplo 3.13, pagina 112.
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7.3. Aproximacion mediante Minimos Cuadrados 199

e Si los tres vectores columna de A son linealmente dependientes, por ejemplo si s6lo dos de ellos son
linealmente independientes® entonces dim(1/) = 2 (un plano de R?®) y podria ocurrir dos cosas en funcion
del vector b:

— Sib ¢ W no habré forma de expresar b como combinacion de los vectores columna de A y por tanto
el SEL sera incompatible (SI).

— Si b e W entonces existiran infinitas formas de combinar linealmente los tres vectores columna ¢; de
A contenidos en el plano W para obtener b que también pertenece al mismo plano, y por tanto el
sistema sera compatible indeterminado (SCI).

S.C.D. S.IL S.C.L

Figura 7.1: Interpretacion geométrica de las condiciones de compatibilidad e incompatibilidad de los SEL en
un caso sencillo de R? (SEL 3 x 3). A la izquierda se representa un caso compatible determinado donde los
3 vectores columna ¢; de A son linealmente independientes. En el centro se representa un caso incompatible
donde los 3 vectores columna ¢; de A son linealmente dependientes y el vector de términos independientes b no
pertenece al col(A). A la derecha se representa un caso compatible indeterminado donde los 3 vectores columna
¢; de A son linealmente dependientes y el vector de términos independientes b si pertenece al col(A).

7.3.2. Solucién de Minimos Cuadrados

Claramente los sistemas incompatibles no tienen solucién. Sin embargo en muchos casos estamos interesados en
encontrar soluciones aproximadas, que si bien no cumplen el sistema, si es una buena aproximaciéon al mismo.
Esto se suele denotar de la siguiente forma:

As=b
en la cual la solucién aproximada s no cumple el SEL pero si es una buena aproximacion. Para encontrarla
podemos sustituir el SEL incompatible original por otro parecido pero que sea compatible.
Esto se puede hacer de la siguiente forma: como hemos visto en la Seccion 7.3.1 la compatibilidad de un SEL
depende de la pertenencia o no del vector de términos independientes al espacio columna de la matriz de
coeficientes. En los casos incompatibles podemos sustituir el vector b por la mejor aprozimacion® del mismo al
subespacio col(A). Como hemos visto en el Teorema 7.1, pagina 197, la mejor aproximacion de un vector a un
subespacio viene dado por su proyecciéon ortogonal sobre dicho subespacio.
De esta forma se puede sustituir un sistema incompatible por otro similar pero compatible, cuya solucién sea
una aproximacion a la solucién del sistema original'’.

AS = proycol(A)b As~~b

Incompatible Compatible Sol. Aproximada

Esta nueva solucién aproximada § se denomina solucidn de minimos cuadrados de un SEL y es la que tiene un

menor!'! error, definiendo el error de la siguiente forma

— e Compatible: A7 —b=0 = error = ||AZ — b]| = 0

— —

e Incompatible: AZ —b#0 = error = ||AZ = b]| > 0

8Si solo un vector columna fuera linealmente independiente ocurrirfa los mismo pero en este caso dim(7W) = 1 (recta en R2).
9Ver la Seccién 7.2, pagina 197.

10Que realmente no existe al ser un sistema incompatible.

11 Consecuencia de las propiedades de la mejor aproximacién de un vector en un subespacio.
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Figura 7.2: Interpretacion geométrica de la sustitucién del vector de términos independientes b por la mejor

aproximacion del mismo en el espacio columna de la matriz de coeficientes, ProY ol a) (b), en un caso con vectores
columna ¢; de A linealmente independientes (figura izquierda) y linealmente dependientes (figura derecha).

Sin embargo, la utilizacion de la PIoy ol A)(b) en la determinacién de la soluciéon de minimos cuadrados no es
la forma de calculo méas apropiada y en la siguiente seccién se verd una mejor alternativa.

Definicion 7.2. Solucién de Minimos Cuadrados

Si A e Kmxny be K™, una solucion de minimos cuadrados del SEL AZ = b es un vector 5 € K" tal

que: N . .
Ai~b :© |B—AF|| <|b-AF| ; VieK"

Caracteristicas de la solucion de minimos cuadrados de un SEL:
e La solucién de minimos cuadrados de un SEL siempre existe.

e La soluciéon de minimos cuadrados no siempre es tinica.

e La solucién de minimos cuadrados de un SEL compatible es igual a su solucion.

7.3.3. Ecuaciones Normales

Vamos a ver ahora un teorema que establece un método sencillo de calculo de la solucion de minimos cuadrados
de un SEL. Este método, conocido con el nombre de ecuaciones normales, es muy conveniente al evitar la
necesidad de calcular la proyecciéon ortogonal de un vector sobre un subespacio vectorial'?.

Teorema 7.2. Teorema de los Minimos Cuadrados

Sea A € R™*" y b € R™. Entonces'?:

e El SEL A% = b, siempre tiene al menos una solucion de minimos cuadrados 5 € R™ que viene
dada por las denominadas ecuaciones normales:

AT A5 = ATh

e Si la matriz A tiene vectores columnas linealmente independientes entonces la matriz AT A es
invertible y la solucion de minimos cuadrados es tunica, dada por:

§=(ATA)"1ATh

12Ver la Seccion 6.5.3, pagina 181.
13En el caso general de matrices y vectores en espacios C" hay que sustituir la matriz transpuesta A7 por la matriz transpuesta

conjugada AH .
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Demostracion 7.2.

La solucién de minimos cuadrados de un SEL A% = b viene dada por la solucién del siguiente SEL
siempre compatible:

AS = proy ] 4)(b)
En lugar de calcular primero el vector proyecciéon y después resolver el SEL anterior, vamos a utilizar
una forma mas eficiente de resolverlo.
Ya que el siguiente vector:

- -

b— AS = b — proycg]4)(b) = perpg 4 (b)
es ortogonal a col(A), entonces para cualquier vector columna ¢; de A, se tiene:
G- (b—A5) =¢l'(b-A5) =0

Para todos los vectores columna de A, esta expresion se puede expresar de forma matricial como:

AT(b—A5) =0 ; ATh— ATA5 =0 — AT Az = ATh

Este nuevo SEL siempre es compatible (determinado o indeterminado) y se conoce con el nombre de
ecuaciones normales.

Ademas si su solucion es tnica (sistema compatible determinado), el rango de la matriz AT A debe ser
n (namero de incognitas del SEL) y entonces segtin el Teorema 3.7, pagina 116, las columnas de A son
linealmente independientes, siendo la solucién:

§=(ATA)"1ATh

Ejercicio 7.2. Encontrar la solucion de minimos cuadrados para el sistema incompatible AZ = 5, donde:

1 5 BRE
A=| 2 -2 ; b= |2
-1 1 5

Tenemos que resolver el sistema (ecuaciones normales) AT A5 = ATb, de forma que:

1 5

1 2 -1 6 0
ATAZ[ ] 2 -2 :[ ]
5 —2 1 1] 0

e [1 2 -1
Ab_{5 —2 1}

Tt N W
|
| —— |
=
(@200 V]
—_

Por tanto el nuevo SEL a resolver es:

6 0 S1 | 2 — = S1 | 1/3

0 30 so | | 16 T lsa| | 8/15
En este caso la solucion de minimos cuadrados es tnica. Esto es debido a que las columnas de A son
linealmente independientes y por el Teorema 7.2 la solucién de minimos cuadrados es tnica.
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Ejercicio 7.3. Encontrar la soluciéon de minimos cuadrados para el sistema incompatible:

1 0 1 1
- 2 - 1 -1 0 » 10
AZ=b ; A= 1 10 ] b= 1
1 -1 0 1
Las ecuaciones normales A7 A5 = ATb son en este caso:
1 1 -1 1 } _(1) (1) 4 -3 1
ATA=|0 -1 1 -1 1 1 o0|=]3 30
1 0 0 1 1 0 1 0 1
1
. 1 1 -1 1 0 1 4 -3 1 D1 1
ATh=10 -1 1 -1 1= — -3 3 pa| =10
1 0 0 0 1 1 1 0 1 3 1
Resolviendo el SEL por Gauss:
4 -3 1|1 1 0 11 1 0 11 1 0 1|1 s1=1—1
-3 3 0/0|—=|-330/0]—=|-330/0]—=1]01323|3]|]—=<¢ s9=1—t
1 0 1|1 1 0 11 0 0 0|0 0 0 00 s3 =t

En este caso existen infinitas soluciones de minimos cuadrados dadas por:

S1 1 -1
S=1| sy | =1 |4+t] —1 ;. VteR
S3 0 t

consecuencia de que la matriz A tiene vectores columna linealmente dependientes.

Ejercicio 7.4. Dar la soluciéon de minimos cuadrados del siguiente SEL compatible determinado:

o P 1 -1 ) » |1
e[t e

Las ecuaciones normales AT A5 = A”b, son de la forma:

eas[ 4[] [ 8] e[

B 1R T R

Por otra parte, si resolvemos el sistema compatible y determinado original por Gauss:

Lo—1[1] [t -1[1], fer=l+as = 3
0 36 z2=6/3 = 2

comprobandose que su solucién coincide con la de minimos cuadrados al ser un SEL compatible.
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Ejercicio 7.5. Crear dos enunciados de problemas que den dos posibles interpretaciones geométricas
distintas del Ejemplo 7.2.

1. Determinar el plano que pasa por el origen: z = ax + by que mejor ajuste al conjunto de puntos de
R*: {(1,5,3), (2,-2,2), (—1,1,5)}.

Queremos encontrar valores a y b tales que verifiquen:

a + 50 = 3 1
2 — 20 = 2 — 22[2}:2
—a + b =5 1 1 5

Ya que conocemos la soluciéon de minimos cuadrados del problema, establecemos que el plano buscado

es:
1 n 8
Z2=-x+ —
3" 157
2. Determinar el vector de R® perteneciente al plano definido por los vectores ¥ = 1,2,-1] y

Uy =[5, —2, 1] que es mas cercano al vector @ = [3,2,5].

Como 91 y ¥2 son linealmente independientes definen un plano. Si el vector 4 pertenece a dicho
plano, el vector buscado es el mismo .

Por otra parte si ¥ no pertenece al plano, existira un determinado vector del mismo, que puede
obtenerse por combinacion lineal de v} y U5, que sea el méas cercano a u.

Vamos a crear una ecuacion vectorial suponiendo que @ pertenece al plano.

1 ) 3 1 a 3
ath + by = U ; a 21 +b| =2 =12 - 2 =2 |:b:| =12
-1 1 5 -1 1 5

En caso de que dicho SEL fuera compatible, efectivamente u perteneceria al plano y u seria la
solucién. Sin embargo si es incompatible, como ocurre aqui, @ no pertenece al plano y habra un
vector del mismo que sea lo méas parecido a posible a @ que seréd el mas cercano.

Sabiendo la solucién de minimos cuadrados del problema es a = 1/3 y b = 8/15, el vector buscado
es:

1 5 3
1 1
PRSI S R ISV S (N 7

15 1/5

En la siguiente figura se muestra una representacion grafica de la solucion.
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7.4. Minimos Cuadrados mediante la Factorizacion QR

Definicion 7.3. Condicionamiento

Se dice que un SEL (o la matriz que lo define) est4d mal condicionado, si pequenas variaciones en los
valores que lo definen'* producen grandes variaciones en la solucién del mismo.

En la préctica, las ecuaciones normales que aparecen en muchos problemas de minimos cuadrados estdn mal
condicionadas, lo cual significa que los errores numéricos que se producen en las operaciones matemaéticas del
método (Gauss, Gauss-Jordan, etc.) como consecuencia de la utilizacion de un ordenador'® en su resolucion, se
van acumulando y pueden producir grandes errores en la solucién final del problema.

La factorizacion'® QR produce un método de resolucién que mejora sensiblemente la precision de los
resultados'”, aunque tiene un coste computacional superior.

No obstante, la obtencién de la factorizacion QR a través del método de ortogonalizacion de Gram-Schmidt!'®
aplicado a las columnas de la matriz A, es un método inestable numéricamente.

Existen métodos alternativos'? para obtener la descomposicién QR que evitan este problema, pero incrementan
considerablemente el coste computacional.

Por otra parte, la utilizacién del método QR en la resolucién del método de los minimos cuadrados, tiene
el inconveniente que solo es aplicable cuando la matriz de coeficientes A tiene vectores columnas linealmente
independientes?".

Vamos a ver a continuacién en que consiste este método.

Sea A € R™*" con columnas linealmente independientes?' y seab € R™. Si A = QR es una factorizacion
QR de A, entonces la tnica solucion del problema de minimos cuadrados AZ = b viene dada por:

AT=E ;i QR=F 5 RS=QTB ; §=RVQT

14Debidas a errores experimentales, de redondeo en el calculo, etc.

15E] cual tiene una precisién finita en los célculos.

16Ver la Seccién 6.8, pagina 185.

17Ya que el procedimiento llevado a cabo involucra el producto de matrices ortogonales, y este proceso conserva la norma matricial
y el nimero de condicién.

18Ver la Seccién 6.7, pagina 184.

19Por ejemplo el método de Householder.

20Ver la Seccion 6.8, pagina 185.

21Lo que produce una solucién tnica en el problema de minimos cuadrados.
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Demostraciéon 7.3.

La solucién de minimos cuadrados es:

AT A5 = ATh
Si A = QR entonces:
(QR)T(QR)F=(QR)"0 :; RTQTQRs=R"Q"v ; RTR§=RTQ"b
Como R es invertible, multiplicando por la izquierda ambas partes de la igualdad por (RT)~! se obtiene:

R3=Q"b

En la practica y teniendo en cuenta que la matriz R tiene forma triangular, resulta mucho maés sencillo resolver
el SEL:
R5=Q"b

por el método de sustitucién hacia atréas, que calcular R~! y después 5= R_IQTI;.

Ejercicio 7.6. Encontrar la solucién de minimos cuadrados del Ejemplo 7.2 utilizando la factorizacion
QR de la matriz A.

1 5 E
A=| 2 -2 ; b= |2
-1 1 5

Como se vio en Seccion 6.8, para calcular la factorizacion QR de una matriz se necesita ortonormalizar
los vectores columna de A mediante el método de Gram-Schmidt. Llamando 7; a los vectores columna de
Ay u; a los nuevos vectores ortogonales, se tiene:

53
|
|

1=h=5[1 2 1] 16 5/v30
L Q=[w 1w |= 2/vV/6  —2/4/30
—FFn=[5 -2 1] -1/vV6  1/V30

U1

[

Il
St

2

La matriz R se obtiene de la siguiente forma?®?:

RQTA[l/\/E 2/v/6 —1/\/6] ;5 {\/6 0]

5/v/30 —2/v/30 1/4/30 ] _? 0 V30

Finalmente, la soluciéon de minimos cuadrados vendra dada mediante la solucién del sistema:

_[ 26

=i/

e [ B11]- 18 s

Cuya solucién se puede calcular facilmente:

~[2)- [

Esta soluciéon coincide con la obtenida mediante las ecuaciones normales en el Ejemplo 7.2.

22Ver la Seccién 6.8, pagina 185.
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7.5. Error en la Aproximacion por Minimos Cuadrados: Residuos
Sea un sistema incompatible AZ = 5, con A € R™*™. La solucién de minimos cuadrados del sistema, 5, cumple®’
AS~b

siendo la mejor aprorimacion al problema?*. En funcién de cada caso particular, este valor puede resultar una
buena o mala aproximaciéon del problema. Para determinar la calidad de esta aproximacion particular, estamos
interesados en calcular los errores cometidos en cada una de las variables cuando se utiliza la aproximacion §
en lugar de la solucién exacta®® Z. Estos errores se pueden expresar en forma vectorial mediante un vector de
errores, €, denominado también vector de residuos, de la siguiente forma?S:

—b— A7

Cada una de las coordenadas de € = [eq, - - - €,,,] corresponde con los errores o residuos cometidos en cada una de
las incognitas & = [z1, - - - &,,]. Desde un punto de vista practico interesa determinar un tnico error global que
cuantifique la calidad de la aproximacion, y éste se puede obtener calculando la norma®’ del vector de residuos:

-

e=||e] = |16 — A3] = |Ib = proyoy ) (BNl = IPerpeoi 4 (B)]

El método de minimos cuadrados busca una soluciéon § que minimiza la norma euclidea del vector de residuos
(errores) definido por:

lell = ten = lelf* = ef +- - +eh

y por tanto, minimiza la suma de los cuadrados de los errores, de ahi el nombre de minimos cuadrados.

7.6. Resumen

En el siguiente cuadro se muestra a modo de resumen las posibilidades que hay a la hora de resolver un SEL,
en sus dos modalidades: sistema compatible (SC) y sistema incompatible (SI).

inf. sol.

. Gauss . SCD : sol. inica
SC 5 S, s |

-,

Sol. Min. Cuadrados : A5 = proyCOI(A)( )
A= E Aprox. Min .
ST ; Cuadrados Fo- Tognales | AT A7 = ATh { gg? . lsﬂ ol
AS = b
Brror : e = 8] = | IF = 45| = Iperpeot ) B)ll = VT + €3

23Ver la Seccion 7.3, pagina 198.

24Ver la Seccion 7.2, pagina 197.

25Que no existe al ser un sistema incompatible.

26Eista definicién corresponde con el error absoluto de la aproximacion y también se puede definir a través de su valor absoluto,
e€=1|b— A3 =|AT 1|

27Ver la Seccion 6.2.1, pagina 164.
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Ejercicio 7.7. Encontrar los errores cometidos (residuos) en la aproximaciéon de minimos cuadrados
del Ejemplo 7.2 y calcular el valor del error global. En base a ellos, determinar si es una buena o mala

aproTiMacion.
1 5 3
A=| 2 -2 : b= |2 : F= [pl] = { 81//135]
-1 1 5 2o
3 1 5 0
e=b—As=|2| -] 2 -2 { 81/135} = | 14/5
5 -1 1 24/5

La primera ecuacion se cumple (e; = 0) y el méaximo error se produce en la tercera ecuacion (e > ea).

Por tanto el error global es:
14\ [24\?
llell = 1/02 + (5) + (5) ~ 5.6

Este valor indica que el error cometido en la aproximacién es considerablemente alto. Podemos estimar el
error relativo en cada ecuacion dividiendo los términos b; entre los correspondientes e; y multiplicando por
100, obteniéndose 0% en la primera ecuacion, 71% en la segunda y 100% en la tercera. Se puede observar
que el error global es un valor promedio (en tanto por uno) de los errores relativos. Segin la naturaleza
del problema, estos altos errores podrian indicar una revisiéon del planteamiento del problema en busca de
unos mejores resultados.

7.7. Ajuste de Datos mediante Minimos Cuadrados

El método de los minimos cuadrados es una técnica matematica ampliamente utilizada en el campo de la
ingenieria. Una de las aplicaciones més extendidas es en el ajuste de datos a curvas, superficies, etc.

Definiciéon 7.4. Ajuste de Datos

e El ajuste de datos consiste en encontrar una determinada funciéon que aproxime a unos
determinados datos.

e Kl error del ajuste determinara la precision del ajuste.

Hay diferentes técnicas para realizar el ajuste de datos, siendo la més ampliamente utilizada el método de los
minimos cuadrados.

28Fn este curso se estudia tnicamente el método de los minimos cuadrados lineales, ya que en el caso no lineal aparece un sistema
de ecuaciones no lineales, tema del que no se trata aqui.

29Para el caso de los minimos cuadrados lineales, la funcién debe ser lineal con respecto a estos pardmetros o en caso contrario se
debe poder linealizar para transformarla en una funcién lineal en sus parametros (ver un caso tipico en el Ejemplo 7.12, pagina 215).

30Ver la Seccién 7.5, pagina 206.
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e El ajuste de datos por minimos cuadrados encuentra una funcidn de ajuste (curva, superficie, etc.) que
minimiza la suma de los cuadrados de los errores (distancia de los puntos a la funcion).

e Para ello se plantea un SEL?® (siempre compatible y normalmente indeterminado) y se encuentra su
solucién de minimos cuadrados.

o La funcion de ajuste siempre viene dada a través de un nimero determinado de pardmetros??, definiendo
una familia de infinitas funciones.

e El ajuste da como resultado unos valores concretos de los parametros que determinan una tnica funcién
de esta familia, la cual minimiza el error con respecto a la solucion de los minimos cuadrados, (ver la
Seccion 7.3, pagina 198).

e Para determinar la calidad del ajuste es necesario calcular los errores del problema de minimos cuadrados.
El vector de errores®® € = ey, ..., e,] contiene la siguiente informacion:

— Cada error individual e; representa el error cometido en cada ecuaciéon y geométricamente se puede
interpretar como la distancia del punto (z;,y;) a la funcion de ajuste.

— El error global e = ||€]| da la norma del vector error y representa la acumulacion de los errores en
todos los puntos, siendo un indicador de la calidad global del ajuste.

Vamos a estudiar los casos mas representativos del ajuste de datos por minimos cuadrados a funciones lineales
en sus parametros.

Ajuste de datos a una Recta en R>

Dado un conjunto de datos (z,y) € R?, normalmente dados en forma de tabla, se pide encontrar la recta que
mejor ajuste a estos datos. En este caso la familia de funciones sera:

y=f(x)=a-+bx

siendo a y b los pardmetros a determinar.

z Yy
1 | Y1

y=a+bx
Tn | Yn

Sustituyendo cada uno de los pares (x;,y;) de la tabla en la familia de funciones se obtiene el SEL, siendo los
parametros a y b las incdgnitas a determinar.

atbr = 1 Y1
atbr: = 1 Y2
: : o { ) } =" = |AZ=b
a+br, = yp 1 $.n yn

Claramente si la tabla tiene més de dos datos, el SEL sera incompatible y no tendra soluciéon®'. Tendremos que
buscar entonces la mejor soluciéon de minimos cuadrados para encontrar la funcién, perteneciente a la familia
de funciones, que mejor ajuste a los datos dados.

Como siempre existe al menos una solucién de minimos cuadrados®?, siempre existira al menos una funcién de
ajuste. El problema es que esta funcion no siempre seré una buena solucién del problema.

3110 cual indica que no existe ninguna funcién de la familia de funciones propuestas que pase o contenga a todos los datos de la
tabla.
32Ver el Teorema 7.2, pagina 200.
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Parabola en R?

Este caso es analogo al ajuste de rectas, cambiando tinicamente la familia de funciones del ajuste, siendo en
este caso:

y = f(z) = a+bx + ca®

con a, by clos pardmetros del ajuste (incognitas a determinar).

L)
51 z |y
L1 | YN
14 e . . y = a+ br + cx?
. : :
1 2es 4

N Tn | Yn
L]

a+bry+cx? = y 1 @ af b

a+bry+crd = yo 1 xy 3 a Yo =
; b | = = |AT =0

. c

a+bzr, +cxi = y, 1z, 22 Un

Polinomio General en R?

Se puede utilizar un polinomio de cualquier grado para el ajuste, siendo el procedimiento a seguir anélogo a los
anteriores.

z |y
1 | 1
Yy=co+cr1x+ -+ cpx™

t t —e\t x Y
12 3 V¥ e
cot+ciri+ -+t = oy 1z - 2 Co Y1
ot e+ -+ Ty = Y L oxy ey c1 Y2 B
co+CciTn 4+ FemTnt = Yn 1 z, - P Cm UYn

Naturalmente algunos polinomios dardn un mejor ajuste que otros, pudiéndose determinar su calidad mediante
el calculo de los errores de minimos cuadrados. De forma general, al aumentar el grado del polinomio, (mayor
namero de parametros de ajuste), disminuiré el error cometido en el ajuste, pero no necesariamente aumentara
la calidad del ajuste. Esto se debe a que al aumentar el grado de un polinomio aumentan las oscilaciones en su
grafica, obteniéndose resultados no deseados.

En un ajuste polinémico se buscara siempre el polinomio de menor grado que mejor ajuste a los datos.

Plano en R?

Este es el caso més sencillo de ajuste de datos en 3D. Dado un conjunto de puntos (x;, y;, 2;) queremos encontrar
el plano que mejor los ajusta:

z=f(z,y)=a+br+cy

Siguiendo el planteamiento de los casos anteriores se obtendria el correspondiente SEL del ajuste.
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L1 | Y1 | 21
z=a+bx+cy

Tn | Yn | Zn

at+bri+cn = = 1 =1 21

a+bryst+cys = 2o 1 xo 4o a 2o =
: : c

a+bry,+cyn = 2n 1 T Yn Zn

Superficie Cuadratica en R?

El ajuste se puede realizar a una superficie mas general como por ejemplo una superficie cuadrdtica o cuddrica
(elipsoide, paraboloide e hiperboloide).

1| Y1 | 21 5 5
z=a+bxr+cy+dz*+ey” + foy

N - T z
\\“E-u_—?;' n | Yn n

a+bry +eyr +daf +eyl + frayn = =
a+bro+cys +das +eys + frays = 2
a+ bx, + CYn + dl’i + eyVQL + fwnyn = Zn
a z
1L oz oy 27 yi mp b z; .
Do : : : : = = AZ=b
1 =z x2 2 )
n  Yn n  Yn nYn f z

Hiperplano en R™

Se puede realizar un ajuste de datos en cualquier dimension espacial, aunque para dimensiones altas no existira
una interpretacion geométrica del problema.

El caso mas sencillo corresponde al ajuste de n datos del tipo (z1, ..., ;) € R™ a un hiperplano:

Y= f(mlv 7$m> =ctcar+...+ T,

siendo { c¢g, ¢1, ..., ¢ } €l conjunto de parametros a ajustar. De forma anéloga a los casos anteriores, el
planteamiento del problema es el siguiente:

Zy o | | Tm Y
Ti1 | 12 | " | Tim | Y1

y=cotciri+ -+ CnTm
Tnl Tn2 | Tnm | YUn
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o+ 1T+ F CnTim = Y1 1z -z o Y1
co+cirar + -+ CmTam = Y2 L wor - om c1 Y2 o
. .. ; . . ) = . = |AT¥ =0
Cot+C1Tp1+ -+ CmTum = YUn 1 Tn1 " Tnm Cm Yn

En todos los casos la solucion de minimos cuadrados del problema puede obtenerse mediante la resolucion del
sistema de las ecuaciones normales>:

ATA5=ATh : As~b

7.7.1. Ejercicios Resueltos sobre Minimos Cuadrados

Ejercicio 7.8. Encontrar la ecuacion de la recta en R? que mejor aproxime por minimos cuadrados a
los datos siguientes:

z]|—2]-1]1
y| 1] 0]1]-1

La ecuacién del ajuste es:
y=a+bx

siendo a y b los pardmetros a determinar.
El sistema de ecuaciones lineales correspondiente es en este caso:

a-2 = 1 1 -2 1
a—b = 0 1 -1 a 0 S 7
atb = 1 11 {b}_ 1 3 Ae=b
at2b = -1 12 -1

La soluciéon de minimos cuadrados se puede encontrar resolviendo las ecuaciones normales:

T _ 4 0 . Ty 1 . T A= _ ATE
AA—[O 10] ; Ab—[3] ;. ATAS=AD
La solucién final es:
a | 1/4 1 3
b —3/10 | Y71 10"

Ejercicio 7.9. Realizar una interpretacion grafica del Ejemplo 7.8 anterior y calcular el error cometido
en el ajuste.

Vamos a dibujar como puntos rojos los cuatro datos (x,y) dados en la tabla del enunciado, y de color azul
dibujamos la recta solucién dada por el método de minimos cuadrados.

Podemos apreciar que el ajuste no es bueno, ya que hay una separacion significativa entre algunos puntos
y la recta que los aproxima.

33Ver el Teorema 7.2, pagina 200.
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Para determinar de forma mas precisa el error del ajuste, calculamos el vector de residuos € y el error
global e = ||€]|.

3/20
o 7 4-_ | —11/20 ' B 3T
€=b—As= 21/20 ;  error = |le]| = 20~ 1.36
—13/20

Las componentes del vector de residuos indican los errores individuales de cada uno de los puntos.
Geométricamente, esto se puede interpretar como la distancia del punto a la recta, indicando su signo
si estd4 por encima o por debajo de la recta. A través de estos datos comprobamos lo que muestra la
grafica, es decir que el punto méas cercano a la recta es el primero y el mas alejado es el tercero.

El error global es una forma de cuantificar de forma unificada estos errores individuales, correspondiendo
a un buen ajuste los valores pequenos del mismo. Este valor hay que analizarlo en funcion del orden de
magnitud de los datos analizados. En nuestro caso, los valores (z,y) son de orden unidad y por tanto un
buen ajuste corresponderia a valores del error global mucho mas pequenos de la unidad.

Como podemos ver, en este ejemplo el error global es de orden unidad, igual que los datos de entrada, lo
que indica claramente que no es un buen ajuste.

Ejercicio 7.10. Dada la siguiente tabla de valores:

x| -1]-1] 11
y | —1|-1]-1]1

Determinar cuél de las dos curvas siguientes es mas apropiada para representarlos, teniendo en cuenta el
posible error de cada uno de los ajustes.

b
a) y=a+ — b) y=a-+ bx?
T

Vamos a calcular cada uno de los ajustes y sus correspondientes errores.

a) Planteamos el sistema de ecuaciones de los datos a la curva y = a + b/z.

a-b = -1 1 -1 -1
a—b = -1 1 -1 a -1 L 7
atb = -1 7 11 [b]: -1 3 AF=b
atb = 1 11 1

Notar que hay dos datos que se repiten. Esto puede ser habitual en muchos casos practicos y es
importante recordar que siempre hay que considerar todos los datos, se repitan o no, ya que desde
un punto de vista préctico, el hecho de que se repitan datos puede corresponder, por ejemplo, a
distintos experimentos en los que aparecen multiples veces condiciones y resultados. Cuantas més
veces se repitan, més importancia tendran esos datos ya que se tiene una mayor seguridad sobre la
veracidad de los mismos, y por tanto, en el sistema de ecuaciones tienen que aparecer tantas veces
como corresponda.

La solucién de minimos cuadrados se puede encontrar resolviendo las ecuaciones normales:

ATA = [3 H . ATh = { ’g } . ATAF= A"
cuya solucién es:
a _ _1/2 . — ,1 L i
b | T 1/2 T T Ty
El error en este caso es:
0
& =b— A5 = 7(1) : error; = & = V2~ 1.41
1
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A continuacién se muestra una interpretacion gréfica de este caso:

Observar como la curva (en azul) pasa
justamente por el punto (—1,—1), ya que
tiene mas importancia que el resto, al aparecer
repetido dos veces en los datos.

atb = -1 11 -1
atb = -1 11 |[a]_| -1 L e
at+b = -1 11 [b]_ -1 3 AZ=0b
atb = 1 11 1

La soluciéon de minimos cuadrados se puede encontrar resolviendo las correspondientes ecuaciones
normales:

ATA:[fl ﬂ : Aﬁ?:{_;} . ATAF=ATH

que en este caso tienen infinitas soluciones:

a | | -1/2—t¢ ) _ 1 5
[b]_{ t] . yp = <2+t>+tx ;. VteR

Esto corresponde a una familia de pardbolas, (para el caso particular ¢ = 0 es una recta horizontal),
que ajustan a estos datos con error minimo, siendo en todos ellos el mismo error, con valor:

1 ; error; = ||&] = V2~ 1.41

En la gréafica se han representado solo 5 de los infinitos posibles casos que hay, para valores del
parametro t = {—2,—1,0,1,2}. Todas, a pesar de ser curvas distintas, tienen el mismo error por
ser soluciones del problema de minimos cuadrados. Notar que para el caso ¢ = 0 la parabola es en
realidad una recta horizontal, por tener el coeficiente cuadratico nulo.
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Analisis de la eleccion de la mejor curva

Para determinar cual de las curvas es la mas apropiada hay que tener en cuenta principalmente
factores fisicos®*, error del ajuste y simplicidad de las curvas.

En nuestro caso no tenemos factores fisicos y lo importante seré el menor error de ajuste y la mayor
simplicidad de la curva. Los dos tipos de curvas, el primero de tipo hipérbole y el segundo de tipo
parabolico, tienen el mismo error, v/2, y por tanto podria resultar méas apropiada la curva mas
simple, que corresponde al segundo caso con valor del parametro ¢t = 0, la cual como hemos visto es
una recta horizontal.

Ejercicio 7.11. Dada la siguiente tabla de valores:

z |0 1

y |1
z|1|-=-1|1]|1

= O

a) Encontrar el ajuste de minimos cuadrados de dichos datos a la funcion:

z = a+ bz + cxy? ; a,b,c e R

b) Encontrar el error del ajuste.

Notar que la tabla contiene 4 colecciones de datos (x,y, z) dispuestos en columnas y que se repiten el
primero y cuatro con valores (0,1,1). Bajo ningin concepto se puede eliminar alguno de ellos pensando
que sobra por estar repetido, ya que el nimero de veces que aparece un valor es importante en el resultado
de minimos cuadrados.

a) Planteamos el sistema de ecuaciones de los datos a la curva z = a + bz + cxy?.

a — 100 . 1
a+b = -1 110 ! .o
at+bte = 1 ’ 11 1 b= 1 ; AZ=b
a - 1 10 0 ¢ 1

Como vemos se repite la ecuacién primera y cuarta, siendo un hecho importante en el método y no
se debe eliminar ninguna. Por otra parte, no confundir la incognita b a determinar con el vector de
términos independientes b.

Resolvemos ahora las ecuaciones normales: AT A5 = ATh

11 1 1 1?8 4 2 1
ATA=10 11 0 L1 1l=1221
0010 L0 o 11 1
B 1 1 1 1 _1 2
ATb=10 1 1 0 L1=10
0010 1
1
Resolvemos el SEL:
a=1—-b—-—c=1
4 2 12 0 -2 —-3|-2
2 2 1/0l=1]0 0 —-1]-2]> b:ﬂ:ﬂ
11 11 1 1 1] 1 —2
e=2

34Determinados problemas reales pueden imponer una determinada funcién al ajuste debido a las leyes fisicas que rigen el
problema.

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



7.7. Ajuste de Datos mediante Minimos Cuadrados 215

La funcion del ajuste de minimos cuadrados es entonces:

z=1— 22+ 2zy?

b) Encontramos el error del ajuste:

1 00 1 1 1

L o7 1 10 -1 -1 -1
e=llel=las-sll=|| ; ; ;|| 2|~ =1l 1| 1=

1 0 0 2 1 1 1

En este caso el error es cero, lo que indica que la superficie z = f(z,y) encontrada pasa exactamente
por todos los puntos (z,y, z) dados en la tabla de valores.

Ejercicio 7.12. Encontrar el ajuste de minimos cuadrados de la siguiente tabla de datos a la funcién
y(x) dada, en la cual a, b y ¢ son constantes a determinar.

T 0 1 2 3|4 (@) = a
v 102]025]0305]1 LA

; a,b,c e R

., . L, . . . 35 . .,
La funcién y(x) no es lineal en los pardmetros b y ¢ y es necesario linealizar®® dicha funcion antes de
realizar el ajuste por minimos cuadrados.
Primeramente vamos a simplificar la funcién:

. a 1 B 1
b+ex b ¢ A+ Bz
-+ -z
a a

Y

Claramente podemos reducir los tres parametros a, b y ¢ dados inicialmente a solo dos: A =b/ay B = ¢/a.
Ahora linealizamos la funciéon resultante, con respecto a los parametros A y B:
1 1

_ . L_4iB
A+Bx 'y b

Y

De esta forma la nueva funcion es lineal en los parametros A y B a determinar. Recalculamos los valores
de la tabla para 1/y:

x| 0] 1] 2] 3
y 102]025]03]05
/y| 5| 4| 3] 2[1

— |

Formamos el SEL y las ecuaciones normales correspondientes:

10
11
N PR FEIE
A = 5 1 0|5 1 3
A+x = 4 1 11]4 |1 4
A4+2z = 3 }= |1 2|3 | =
A+3z = 2 1 3|2 [ 5
A+4x = 1 1 411 ATb_{lllll}g_{w]
o 1 2 3 120
2
1
Resolvemos el sistema AT Ap = ATE_;,
5 10|15 | tF 1 2|3 | m-F 1 2 3 . A = 3-2B=5
10 30120 | rp" |1 32 0 1|-1 B = -1
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216 TEMA 7: Minimos Cuadrados

Por tanto la funciéon buscada es:

En este caso comprobamos como el ajuste produce una solucién exacta, siendo por tanto el error de
minimos cuadrados cero.

7.8. Resumen de Férmulas de Minimos Cuadrados

Soluciébn : A§ = proyCOI(A)(_‘) Ec Normales , AT Az = AT}

Aprox. Min.
AT =10 % Sol. QR : A(col. lin. indep) = QR = R§=bQT
pr

=

Error : error = [|&]] = [|b— A5]| = [[perpeoy 4Bl = VeI + -+ €2

Nota 7.1. Existen otros procedimientos de célculo en la determinacién del problema de minimos cuadrados.

35Es posible resolver este problema sin linealizarlo, mediante un método de méinimos cuadrados no lineal, (que no se verd en
este curso), aunque con una mayor complejidad, un coste computacional mucho mayor y seguramente una menor precision en los
resultados.
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8.1. Introduccion: Sistemas Dindmicos Discretos 219

8.1. Introduccién: Sistemas Dinamicos Discretos

Definiciéon 8.1. Sistema Dinamico Discreto

Dada una TL de la forma,
T(Z) = A%

se denomina Sistema Dindmico Discreto a un proceso del estilo:
Z(t+1) = AZ(t)

donde Z(t) es un vector de estado a tiempo ¢ (valor entero) y Z(t+ 1) es el vector de estado al tiempo
siguiente (¢ + 1). La matriz A se denomina matriz de transicién del sistema'.

Vamos a analizar como ejemplo el caso bidimensional. Supongamos que & € R?, A € R**? y partimos de un
vector inicial a tiempo t = 0:

1

02[1‘0 :Uo]

Entonces:

. . T

T = Al‘o n e i

N - 1 )

2 AL Zo | Yo

T = A% 1z | wn

T, = AZ,_ : T

" nt R | e | B : e
: 1 2 3 4 t

Lo

r = AXp

Ty = AT = AAT) = A%%,

Ty = ATy = AA2T, = A3T,

T, = AZ,_1= AAn_lfo = A"%,

Lo cual demuestra que en todo sistema dindmico discreto con una matriz A fija, la evolucion del sistema
depende tnicamente del estado inicial .

Es interesante conocer la evolucidon a tiempos grandes y para ello sera necesario calcular A™, cuestién complicada
si A es grande?. Sin embargo, si existiera un determinado vector inicial ¥ tal que cumpliera:

AT = AU

siendo A un escalar cualquiera, se tendria:

o = U

T = AZy=Av=)\U

Ty = AT = ANT = NAT = N7

Tp = Af,_ 1= ANV = A\ AG =\

De esta forma se consigue cambiar el cdlculo de A™ mediante multiplicaciones matriciales (lentas), por el mucho
maés sencillo calculo de A (potencia de un escalar).

1Si la matriz A representa probabilidades, los procesos se denominan cadenas de Markov.
2El ntimero de operaciones (multiplicaciones y sumas) necesarias para obtener el producto matricial AA con A € R™X™ es de
orden 2m?3 y por tanto A™ es de orden 2nm?, (ver Seccion 3.3, pagina 93). Por ejemplo, A0 siendo A € R?9%50 pecesita unos dos

millones y medio de operaciones.
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Este proceso solo es valido para el caso especial en que Zy = ¥. Sin embargo, si existiera otro vector v con
propiedades anélogas al anterior ¥ que llamaremos a partir de ahora ¥, tendriamos:

Aﬁg = ,U,’UQ

Si ademas 7, fuera linealmente independiente® de 77, entonces cualquier otro otro vector &y se podria poner
como combinacion lineal* de ambos vectores:

To = av + [

y en este caso se tendria:

f() = 04171 + 6172

3’?1 = Afo = A(Oé’l_}a + ﬁ’l_fg) = Ol)\171 + ﬂ‘ufl_)'z

fg = Afl = A(Oé)\ﬁl + ﬁ/l/l_fg) = O[)\Q'l_ﬁ + ﬂ/j?’l_)'g

fn = Afn—l = A(O&)\nil’ﬁl + ﬂﬂnilﬁg) = a\"U; + ﬂ,u"ﬁg

Se remplaza una potencia matricial por dos potencias escalares.

Nota 8.1. Si la matriz A fuera de orden m, se necesitarian m vectores linealmente independientes con estas propiedades
especiales y la potencia A™ se transformaria en la suma de m potencias escalares.

Este tipo de situaciones se producen con bastante asiduidad en la practica y se utilizan técnicas de este estilo
7L s . =4
para resolver problemas de forma analitica y numérica’.

8.2. Autovalores y Autovectores

Definicion 8.2. Autovalores y Autovectores

Sea una matriz cuadrada A € K™*™. Un escalar (real o complejo) A € K se llama autovalor o valor
propio® de A si existe un vector (real o complejo) no nulo # € K" tal que:

Al vector ¥ se le denomina autovector o vector propio’ de A correspondiente o asociado al autovalor

A, y viceversa.

8.2.1. Interpretaciéon Geométrica de los Autovalores y Autovectores

Sea una TL, § = T(¥) = AZ, con A € R™™". Un autovector de la
matriz A sera aquel vector de entrada ¥ € R"™ cuyo vector de salida

AT=M .7 produzca un multiplo, (vector paralelo), del propio vector
A(=7) = M—7) 7 T(v) = A0 = \v

El correspondiente autovalor A asociado a ¥ serd dicho miltiplo.
Realmente el autovector indica una determinada direccion, y
-7 cualquier vector de esa recta, (subespacio vectorial), serd un
autovector de A, por ejemplo (—9).

En el grafico se puede ver una interpretacion en el espacio R2.

<y
Il
N
8y

3Ver la Seccién 2.4.2, pagina 73.

4Ver la Seccion 2.4.1, pagina 73.

5En caso de que el tiempo no sea discreto sino continuo se denominan sistemas dindmicos continuos, apareciendo sistemas
de ecuaciones diferenciales en su formulacion.

SEn algunos libros lo denominan eigenvalor, término derivado de las terminologias inglesa y alemana. La palabra eigen significa
propio o caracteristico de, indicando que contiene informacién importante acerca de la naturaleza de la matriz A.

7"También denominado eigenvector en las terminologias inglesa y alemana.
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Vamos a determinar graficamente® los autovalores y autovectores de dos casos correspondientes a diferentes TL
T:R*— R

Caso 1

5 ——————— R e N 3 1 T
4 1 y= Y2 o 1 3 To

En la figura se muestran los resultados obtenidos al aplicar
como entradas vectores unitarios Z, (circulo pequefio en
azul), y las correspondientes salidas 7, (elipse grande verde).
En el grafico se ha desplazado la salida % y se ha
colocado a continuacién de la entrada Z. Como se puede
apreciar, existen cuatro autovectores, (mostrados en rojo), con
longitudes iguales dos a dos. Por tanto, existen dos direcciones
privilegiadas, ( autovectores), autovalores y en cada una de
ellas hay una determinada ampliacion (autovalores).

-5

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

e L

Caso 2

3

<

=)= 1]

En este caso y siguiendo el mismo procedimiento anterior,
se puede observar como no existe ninguna direccién
privilegiada (autovector) y por tanto ningin autovalor
asociado.

3

|

|
o

|
o

Nota 8.2. La representacion grafica de los autovalores de una matriz real 3 x 3 estaria formada por figuras 3D de esferas y
elipsoides. Para dimensiones mayores de 3 no se podria hacer representaciones graficas.

Ejercicio 8.1. Mostrar que el vector & = [1,1] es un autovector de la matriz A y encontrar el autovalor
asociado al mismo.
3 1

o (2]

Por tanto, & es un autovector de A con autovalor asociado A = 4.

8.2.2. Determinacion de Autovalores y Autovectores

Los autovalores \ y autovectores ¥ de una matriz cuadrada A, son aquellos que verifican Ay = Av. Operando
matricialmente se tiene:

AT=X =  TGAT-IM=0 — (A= \)T=0 (8.1)
Los autovectores ¥ de la matriz A son el espacio nulo o nicleo” de la matriz (A — \I), que tiene la forma:
ail a2 s an, A0 -0 ail — A ai12 SN ai,
a1 azz - a2, 0O x -~ 0 as @ =& ooc as,
A—- A= | . _
anl  Qp2 <+ A, 0 0 -+ A Gn1 Gno C A, — A

8En la Seccion 8.6.1, pagina 238 se ampliara esta interpretacion grafica.
9Ver la Definiciéon 3.25, pagina 115.
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Como la ecuacion (8.1) es un sistema homogéneo, (ver la Seccion 1.8, pagina 59), la Gnica forma de que tenga
soluciones ¥ distintas de la nula, es que sea un sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones) y por
tanto con una matriz escalonada reducida equivalente'® con al menos una fila de ceros. Matricialmente esto es
equivalente a que la matriz (A — \I) sea singular'® y por tanto, su determinante igual a cero, det(A — \I) = 0,
siendo ésta la condicion necesaria y suficiente para la existencia de autovalores en una matriz.

Los autovalores de una matriz cuadrada A son las soluciones A de la ecuacion:

|A— | =0

Definicién 8.3. Ecuacion y Polinomio Caracteristicos

e La ecuacion det(A — AI) = 0 se conoce con el nombre de ecuacion caracteristica.

e Cuando se desarrolla el det(A — AI) se obtiene un polinomio en A que se denomina polinomio
caracteristico. El polinomio caracteristico de una matriz A € R™*" sera siempre de orden n y
por el Teorema Fundamental del Algebra'?, tendra n soluciones reales o complejas.

Ejercicio 8.2. Calcular el polinomio caracteristico de una matriz general 2 x 2:
a b
=

‘:(a—/\)(d—)\)—bc:>\2—(a+d))\+(ad—bc)

a— A b

det(A —\I) = d— )

Ejercicio 8.3. Calcular la ecuacidn y polinomio caracteristico de la matriz:
1 0 1
A= 1 10
-1 0 0
El polinomio caracteristico es:

1—AX 0 1
det(A-A)=| 1 1-X 0 |=-A1-22+(1-A)= (1NN -A+1)
-1 0 —A

La ecuacion caracteristica por tanto es:

(A=) - A+1) =0

Procedimiento de Calculo de Autovalores y Autovectores

Sea A € K™*™,

1. Calcular el polinomio caracteristico det(A — AI).
2. Calcular los autovalores de A resolviendo la ecuacion caracteristica det(A — AI) = 0 para A.

3. Para cada autovalor A\, encontrar el nicleo de la correspondiente matriz A — AI. Las soluciones no nulas
son los autovectores v asociados al autovalor A de la matriz A.

10Ver la Definicién 1.36, pagina 57.

HVer la Definicion 3.16, pagina 99.

12Un polinomio P(z) tiene tantas raices, (soluciones de la ecuacién P(x) = 0), como indica su grado, teniendo en cuenta sus
multiplicidades, (nimero de veces que se repite una raiz).
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8.2.3. Autoespacios

Definicién 8.4. Autoespacios

Se denomina autoespacio o subespacio propio de una matriz A € K™*™ asociado a un autovalor A
de A, al nicleo de la matriz (A — A\I), formado por los autovectores de A asociados al autovalor M.

ker(A— M) = {7 € K" : A7 = \v}

El autoespacio de A se suele dar a través de una de sus bases y se representa por E).

Ejercicio 8.4. Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz:

0 10
A={10 0 1
2 -5 4
-\ 1 0
det(A—X)=] 0 XA 1 |[=XA-N)+0+2-0-51-0=- N 4+4\ -5 +2=0
2 -5 4-2)\

Facilmente se ve que A = 2 es solucion, por tanto factorizando:

A2 (A2 42— 1) =A-1?A-2)=0 — {i;:)\Q z é (raiz doble)

Vamos a encontrar los autovectores asociados a los autovalores.

M=Xd=1
-1 1 .0]0 10 —1]0 @ 1 1
A—1I0j=| 0 -1 1|0 |~]0 1 10| = |y|=t|1] = E={]|1
2 -5 30 00 00 z 1 1
A3 =2
—2 1 0]0 1 0 —1/4]0 @ 1/4 1
[A—210j=| 0 —2 1[0 |~|0 1 —1/2/0| = |y|=t|1/2] = E,={|2
2 =5 2|0 0 0 00 P 1 4

Notar que los autovectores solo indican una direccion determinada y por tanto se puede tomar cualquier
multiplo del mismo'?.
En resumen la matriz A tiene 3 autovalores (dos de ellos iguales) y asociados a cada valor hay un autovector.

Los SEL que resultan en el calculo de los autovectores son siempre homogéneos'* y por tanto podemos obviar
el vector de términos independientes en su resolucion.

Ejercicio 8.5.
Encontrar los autovalores y autoespacios asociados de la siguiente matriz:

4 4 —4
B = 4 4 —4
-4 -4 4

13Es decir, cualquier vector paralelo.
14Ver la Seccion 1.8, pagina 59.
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Claramente esta matriz se puede expresar como:

1 1 -1
B=4 1 1 -1 | =44
-1 -1 1

Resulta mas sencillo trabajar con A, siempre que se conozca la relacion entre los autovalores y autovectores
de A y B. Teniendo en cuenta que:

AT=M = oaAi=a\i = Bi=(a\)i

llegamos a la conclusion de que la matriz B tiene los mismos autovectores que A y los autovalores estan
multiplicados por a.
Vamos entonces a calcular los autovalores y autovectores de A.

1—A 1 -1
I 1-X =1 |[=1-X>4+2-31-X)=0
-1 -1 1-2A
Esta ecuacion se puede resolver desarrollando las potencias y obteniendo el polinomio de tercer grado en

A. Sin embargo resulta mas sencillo realizar una cambio de variable, resolver una ecuacién mas sencilla y
deshacer el cambio. En este caso, haciendo el cambio de variable t = 1 — X la ecuacion queda:

1-AP=31-N+2=0 225 B _3t+2=0

Una solucion es claramente ¢t = 1y factorizando por Ruffini, (ver el Apéndice A.6.1, pagina 266) se obtiene:
B -3t+2=>t-D(t*+t-2)=(t -1t —-1)(t+2)

Por tanto las raices son t; = 1, to = 1 y t3 = —2. Deshaciendo el cambio de variable se obtienen los
autovalores de A: Ay = 0, A2 = 0 y A3 = 3. Finalmente sabiendo que los autovalores de B son iguales que
los de A multiplicados por cuatro se tiene:

Autovalores matriz B: A 2=0 ; A3=12

Vamos a calcular ahora los autovectores de la matriz A, que coinciden con los de la matriz B.
A2=0

1 1 -1 1 1 -1 V1 = —vy+v3=—t+s
1 1 1|25 100 0| = { w=t
-1 -1 1| "o o0 o0 v3 =5
o [ —1 1 -1 1
Vo =t 1 + s 0 — Eo = 1 , 0
vs 0 1 0 1

En este caso el autovalor 0 de la matriz A corresponde con el también autovalor 0 en la matriz B, por
tanto el autoespacio de la matriz B asociado a este autovalor es:

-1 1
Ey = 1],]0
0 1

A3 = 3 (Para simplificar los célculos utilizamos el autovalor de A, A3 =3, y no de B, \3 = 12)

2 1 -1 0 -3 -3 0 -3 -3 vy = —vg = —t
1 —2 —1 | 2Rl o g | BRI o0 1| —= ! 0 =2up s = —t
1 -1 —2| B g _3 _3 0 0 0 vg =t

V1 -1 -1

() =t| —1 - Es = —1

V3 1 1
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Con respecto a la matriz B, que tiene los mismos autovectores asociados a los autovalores correspondientes,
se tiene:

-1
Eyp = -1
1

8.2.4. Multiplicidades Algebraica y Geométrica

En una matriz puede haber varios autovalores iguales, y asociados a ellos pueden existir uno o méas autovectores.
La cantidad de autovalores y autovectores asociados a un determinado valor se denominan respectivamente
multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica.

Definicion 8.5. Multiplicidad Algebraica y Geométrica

e Multiplicidad algebraica de un autovalor es la multiplicidad'® de su raiz en el polinomio
caracteristico.

e Multiplicidad geomeétrica de un autovalor es la dimension'® del autoespacio asociado al
autovalor.

Todo autovalor, siempre tiene al menos un autovector asociado (multiplicidad geométrica 1).

En el caso de que un autovalor aparezca repetido k > 1 veces, (multiplicidad algebraica k), el nimero de
autovectores asociados a él (multiplicidad geométrica del autovector) siempre serd mayor o igual que 1 y menor
o igual que la multiplicidad algebraica.

‘ 1 < multiplicidad geométrica < multiplicidad algebraica‘
Ejemplo 8.1. Multiplicidad algebraica y geométrica.
Las siguientes matrices tienen un tnico autovalor con multiplicidad algebraica 3, pero multiplicidades
geométricas 1, 2 y 3 respectivamente.
/\1,273 =1 —  mul. alg. =3
1 1 1
° 0 10 1
0 0 1 Fi = 0 —  mul. geo. =1
0
A3 =1 — mul. alg. =3
1 10
° 0 1 0 1 0
0 0 1 = 01,10 —  mul. geo. =2
0 1
Aoz =1 —  mul. alg. =3
1 00
° 01 0 1 0 0
0 1 FEi = O, 11,0 —  mul. geo. =3
0 0 1

15La multiplicidad de una solucién en una ecuacién es el niimero de veces que apare ese valor como soluciéon. Geométricamente
tiene que ver con la concavidad de la funcién que define la ecuacion cerca de esa raiz.
16Numero de vectores linealmente independientes.
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Ejemplo 8.2. Multiplicidades algebraicas y geométricas de los autovalores del Ejemplo 8.4 y Ejemplo 8.5.

e Ejemplo 8.4: el autovalor A = 1 tiene multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 1, mientras
que el autovalor A = 2 tiene multiplicidad algebraica 1y multiplicidad geométrica 1.

e Ejemplo 8.5: el autovalor A = 0 tiene multiplicidad algebraica 2 y multiplicidad geométrica 2, mientras
que el autovalor A = 12 tiene multiplicidad algebraica 1 y multiplicidad geométrica 1.

Ejercicio 8.6. Encontrar los autovalores y sus multiplicidades de la siguiente matriz:

-1 0 1
A= 3 0 =3
1 0 -1

Empezamos calculando los autovalores de la matriz.

-1-X 0 1
det(A — M) = 3 A =3 | =-A1+N)2PH04+0+A-0-0=-N(\+2)=0
1 0 —-1-X
2 _ A1 =X = 0 (multiplicidad algebraica 2)
AA+2)=0 = { A3 = —2 (multiplicidad algebraica 1)

Vamos a calcular los autoespacios asociados a estos autovalores.

AM=X=0
-1 0 1 -1 0 1 ’Ul—’ngt (%1} 1 0
30 =3 |22 0 00 0|={ un=s — o | =t|0|+s|1
10 —1 | 4 00 0 vg =t vs 1 0
1
Ey = 0,1 == La multiplicidad algebraica del autovalor A = 0 es 2
1
A3 = —2
1 0 1 s s 1 0 1 V1 = —v3 = —t V1 -1
2 —3 | B0 10 1 -3 vy = 3us = 3t — || =t| 3
1o 1| ™" oo o vg =t vs 1
-1
E 5= 3 = La multiplicidad algebraica del autovalor A = —2 es 1

8.2.5. Autovalores y Matrices Inversas

Una matriz cuadrada A es invertible si y solo si 0 no es un autovalor de A.

Demostraciéon 8.1.

Una matriz A es invertible si y solo si det(A) # 0. Si 0 fuera un autovalor de esta matriz se verificaria:

iContradiccion!
%

det(A—0I) = det(4) =0 A = 0 no puede ser autovalor de una matriz invertible.
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Teorema Fundamental de las Matrices Invertibles

Vamos a ampliar el Teorema Fundamental de las Matrices Invertibles que vimos en el Teorema 3.8, pagina 117.

Teorema 8.2. Teorema Fundamental de las Matrices Invertibles

Sea A € K"™ ysea T : V —— W una transformacion lineal definida por A. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

e A es invertible.
e A% = b tiene solucidn vnica Vb € K.
e A% =0 tiene solo la solucion trivial ¥ =0 € K.

La forma escalonada reducida equivalente de A es I,.

rang(A4) = n.
ker(T) = ker(A) = {0}.

e T es biyectiva.

Los vectores columna de A son linealmente independientes y forman una base del espacio K™.

Los vectores fila de A son linealmente independientes y forman una base del espacio K.

det(A) # 0.

0 no es un autovalor de A.

8.2.6. Teoremas sobre Autovalores y Autovectores

Sea A € K™*™ con autovalor A y U un autovector asociado.

e Si A es invertible, entonces 1/ es un autovalor de A~! con autovector asociado ¥.

e Para todo entero k, A\* es un autovalor de la matriz A* con autovector asociado .

Demostracion 8.3.

e Sea AU = AU, con A invertible.

ATTAT=A"IN0 ; T=A"2=A4"19" ; Xlv=A4"1'%
Por tanto, A~! es un autovalor de A~! con autovector asociado .

e Sea AU = AU. Entonces multiplicando reiteradamente ambas partes de la igualdad por A se tiene:
A= 0AT= X% ; - ; Afg=)\by

Por tanto, A\* es un autovalor de A* con ¥ autovector asociado. Como también se cumple

A~1% = A\717 se puede realizar la misma demostracién para A~*5 = A7*%, siendo A7F = (A~1)F.
Sea A € K"*™ y sean Ay, -+, A, autovalores distintos de A con autovectores asociados ¥y, - -+, Up-

Entonces vy, - - -, Uy, son linealmente independientes.
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Sea A € K"*" y sean A1, -+, A\, autovalores de A con autovectores asociados vy, -, Up,. Sea un
vector & combinacion lineal de los autovectores, tal que:

f201171+"'+0m17m
Entonces para cualquier entero k se tiene:

AR = e M0 4 e AR T,

Nota 8.3.

e La demostracion del Teorema 8.4 no vera aqui debido a su longitud. Puede consultarse en la bibliografia.

e La demostracion del Teorema 8.5 fue vista en la introduccién del presente tema.

Ejercicio 8.7. Dada la matriz:

2 1 -1
A=| 1 2 1| eR¥>3
-1 1 2
Calcular A3 donde 7= [0,—1,2]7.
Calculamos los autovalores y autoespacios asociados de A:
2—A 1 -1
I 2-X 1 |[=2-X2)*-2-32-))=0

-1 1 2—-A

t3-3t-2=0 "B ¢t={-1,-1,2) = A=2-t=1{3,3,0}

-1 1 -1 0 0 0 vy =t 1 0
A=3: 1 -1 1| —=1]0 0 0| — vo=v1+vs=t+s ; FE3= 1|, 1

-1 1 -1 1 -1 1 v3 =8 0 1

2 1 -1 0 3 3 0 0 0 v = —20y —v3 =1 1
A=0: 1 2 1| —-]1 2 1|—=[1 2 1| =< vg=—-v3=—t ;. By = -1

-1 1 2 0 3 3 0 1 1 vy =1 1

Encontramos ahora la combinacién lineal de los autovectores para dar el vector Z.

at + By +yU3 = T

10 1] 0 10 1] 0 10 1] 0 a=—y=-1
11 -1/-1]|=]01 =2/ -1]|=>]01 —2/-1|=2{B=-1+2v=1
01 1, 2 01 1| 2 00 3| 3 v =

Por tanto:

AZE = AB(ab) + By 4+ 703) = aABT) + BABT, + yABT; = adBT) + AP, + YA\BT; =

1 0 1 -1
381 1| +3®B| 1|40 -1 | =32 0
0 1 1 1

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



8.3. Propiedades de los Autovalores de una Matriz 229

8.3. Propiedades de los Autovalores de una Matriz

Vamos a resumir las propiedades'” méas interesantes de los autovalores de una matriz 4 € R™*".

e Las matrices A y AT tienen los mismos autovalores'®

e El ntumero de autovalores nulos de A es mayor o igual a n — r, siendo r = rang(A).

e La matriz A es invertible si y solo si ninguno de sus autovalores es nulo.

e Si ) es autovalor de A entonces A — k es autovalor'® de A — kI, siendo k € R.

e El producto de todos los autovalores de A coincide con el determinante de A.

e La suma de todos los autovalores de A coincide con la traza®” de A.

e Los autovalores de A~! son los inversos de los autovalores®' de A.

e Los autovalores de cA para todo ¢ € R son los autovalores?? de A multiplicados por c.
e Los autovalores de A¥ con k € R son las potencias k-ésimas de los autovalores de A.

e Si A es triangular sus autovalores coinciden con los elementos de su diagonal principal.

e Si A es simétrica sus autovalores son siempre niimeros reales.

e Si A es ortogonal sus autovalores son 1 6 —1.

Ejercicio 8.8. Encontrar los autovalores de una matriz A de dimension 3, tal que rang(A) = 3, tr(A4) = 3
y |4l = —4.

e Como es una matriz cuadrada de 3 x 3, A posee tres autovalores (iguales o distintos): Aj, Ay ¥ As.

e Como el rango de A coincide con su dimension, dicha matriz es invertible y por tanto, no posee
autovalores nulos.

e Como la traza de una matriz coincide con la suma de todos sus autovalores:

/\1+)\2+)\3:3

e Como el determinante de una matriz coincide con el producto de sus autovalores se tiene:

A1dAg = —4

Por tanto, una posibilidad podria ser:

Yo =y =9, g =—L

17No se veran las correspondientes demostraciones debido a la extension y profundidad de alguna de ellas.

18Aunque generalmente sus autovectores son distintos.

198i ¥ es el autovector asociado al autovalor A de A, entonces también ¥ es el autovector asociado al autovalor A\ — k de A — kI.
20Ver la Definiciéon 3.3, pagina 90.

21105 autovectores de A y A~1 coinciden.

228in embargo los autovectores de A y cA coinciden para ¢ # 0.
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8.4. Matrices Semejantes
8.4.1. Matrices Triangulares

Los autovalores de una matriz triangular®® (superior, inferior o diagonal) son los elementos de su
diagonal principal.

Demostracion 8.6.

Si A es triangular, su determinante es el producto de sus elementos diagonales”*. Como la matriz (A—\I)
sigue siendo triangular, su determinante es:

- A1 =an

det(A — AI) = (a11 — A)(azz — A) -+ (ann — A) = [J(@ss = X) = 0
=1 An = Onn

y por tanto, las soluciones de la ecuacion caracteristica seréan los n elementos diagonales de la matriz.

Ya que las las matrices triangulares muestran los autovalores de una matriz en su diagonal principal, es muy
interesante poder relacionar una matriz cuadrada cualquiera con una matriz triangular equivalente que tenga
los mismos autovalores.

Mediante el método de eliminacién gaussiana se puede obtener una matriz triangular equivalente de una
matriz dada®®. Sin embargo, esta matriz equivalente por filas no conserva el valor del determinante y por
tanto tampoco conserva los autovalores.

En esta seccion vamos a estudiar una nueva transformacion matricial que si conserva los autovalores.

8.4.2. Matrices Semejantes

Definicion 8.6. Matrices Semejantes

Sean A, B € K"*™. Se dice que A es semejante a B si existe una matriz (real o compleja) P € K™"*"
invertible tal que,

A=PBP!
AP =PB =
B=PlAP

La semejanza de A a B se representa’’ por A ~ B.

Nota 8.4. La matriz P que aparece en la formula de semejanza de dos matrices no es tnica.

Teorema 8.7. Caracteristicas de la Semejanza

Sean A, B,C € IK™*"™, entonces:

o A~ A
e Si A~ B entonces B ~ A.
e SiA~ By B~ C,entonces A~ C.

23Ver la Seccién 3.1.1, pagina 89.

25Ver la Seccion 1.5.4, pagina 50.

26F] simbolo ~ se suele utilizar también para representar matrices equivalentes por filas.
26Ver la Seccion 3.9.7, pagina 107.
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Demostracion 8.7.

e Esta propiedad es consecuencia de: I~ 1AI = A.

e Si A ~ B entonces:
AP=PB = A=PBP! — P!'4=BP! — B~A

. A~B = AP=PB ; A=PBpP!
B~C = BM=MC ; B=MCM!

A=PBP'=PMCM )P ' =(PM)C(PM)'=RCR'= AR=RC = A~ C

Propiedades de las Matrices Semejantes

Teorema 8.8. Propiedades de las Matrices Semejantes

Sean A, B € K™*"™ con A ~ B, entonces:

1. det(A) = det(B).

2. Ay B tienen el mismo polinomio caracteristico y por tanto los mismos autovalores.
3. A es invertible siy solo si B también lo es.

4. nul(A) =nul(B) = rang(A4) = rang(B).

Nota 8.5. Los autovectores ¥ de A y B no tienen porqué ser iguales.

Demostracion 8.8.

1. Como A = PBP~!,
det(A) = det(P)det(B) det(P~*) = det(B) det(P) det(P~') = det(B)

2. Sea pa () el polinomio caracteristico de A y como A = PBP~! se tiene,
pa(X) = det(A — AI) = det(PBP~' — A\I) = det(PBP~* — APIP™ ') = det(P(B — AM[)P™ ') =
= det(P)det(B — ) det(P~!) = det(P) det(P~') det(B — M) = det(B — X\I) = pp(\)
3. Como A= PBP~1! siexiste A! debe ser: A~! = (PBP~1)~!=pB-tp-!
4. Sea un vector & € ker(B) = BZ = 0, entonces como AP = PB :
APi = PBi& ; A(PZ)=P(Bf)=0 = P& € ker(A)

Esto indica que por cada vector T que anula BZ existe al menos otro vector PZ que anula A(Pfl.

Por tanto, dim(ker(B)) = p < dim(ker(A)). Por otra parte, sea un vector i € ker(A) — Ay =0,

entonces como BM = M A, siendo M = P! se tiene:

BMij=MAj ; B(Mj)=M(Aj)=0 = M7y € ker(B)

Por tanto, dim(ker(A4)) = r < dim(ker(B)). En definitiva, nul(A) = dim(ker(A4)) = dim(ker(B)) =
nul(B). Como rang(X) + nul(X) = n, finalmente:

rang(A) = rang(B)
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Dos matrices semejantes son siempre matrices equivalentes por filas, aunque no necesariamente al contrario.

8.4.3. Interpretacion de la Semejanza de Matrices

Como hemos visto, dos matrices A, B € KK™*™ son semejantes si existe una matriz invertible P € I[K™*"™ tal
que cumple AP = PB. También hemos comprobado que ambas matrices A y B tienen muchas propiedades
en comin. Pero uno podria preguntarse qué representa la matriz P y porqué en la ecuaciéon multiplica a una
matriz por la izquierda y a otra por la derecha.

Vamos a dar un sentido a esta formula y vamos a explicar qué pueden representar cada una de las matrices A,
B y P, utilizando para ello las transformaciones lineales’” y los cambios de base?®.

Como se vio en la Seccién 5.2.2, pagina 158, si tenemos una transformacién lineal®® T : K” — K" definida
mediante una matriz A € IK"*" de la siguiente forma:

j=T(Z) = A%

la cual esté definida en la base canénica. Queremos encontrar la forma que tiene esta TL en una nueva base B
de K" con matriz asociada®’ P de forma:

donde:
e T es la nueva transformacion lineal equivalente a T en la nueva base.
e 7' y 7/ son respectivamente los vectores del dominio y de la imagen en la nueva base B
e B es la matriz asociada a la nueva transformacion lineal T".

Entonces se tiene que cumplir:

7= A% — Py’ = APZ’ — i =P APz’ — B =P AP

Las matrices A y B que definen una transformacion lineal (endomorfismo) en bases distintas, A en la base
canodnica y B en una base con matriz asociada P, son matrices semejantes, siendo la relacion entre ellas:

De forma esquematica el proceso se puede expresar de la siguiente forma:

K" T K"
Base Canonica % Base Canonica
Pt 1t P Pt 1t P
Base B # Base B

27Ver el Tema 4, pagina 119.

28Ver el Tema 5, pagina 143.

29En concreto es un endomorfismo, ver la Seccién 4.6.2, pagina 142.
30Ver la Seccion 5.2.1, pagina 153.

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



8.4. Matrices Semejantes

Ejercicio 8.9. Sea el endomorfismo®' de R?

F(m,y,z)Z[x—i—y—z, —%, y—|—Z]

dominio e imagen de F', entonces:

7 = PglZ)s

c) ‘ Son matrices semejantes

Pedro José Hernando Oter

gl 7 slils = APl
Por tanto la matriz B asociada a la funcién F' en la base B es:
[fls = Blfls — B=Pz'APs
donde Pg es la matriz asociada a la base B:
1 1 0
Ps=]10 1 1
1 0 1
Tenemos que calcular la inversa de esta matriz:
1 1 0,1 0 O 1 1 0 1 0 0 1
01 1/0 1 0]—=1]0 11 01 0f—=10
1 0 1/0 0 1 0 -1 1|-1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1 1 0 1
— 10 1 1 0 1 0O|l—|0 1 0 1/2
00 1|-1/2 1/2 1/2 00 1|-1/2
1 0 0 1/2 —-1/2 1/2
-0 1 0| 1/2 1/2 —1/2 = Pgl=-
0 0 1/|-1/2 1/2 1/2
Por tanto:
1 1 -1 1 1 1 -1 1 1 0
B:PglApgz5 1 1 -1 00 -1 01 1
-1 1 1 0 1 1 1 0 1

11
0 0
0 1

-1
-1
1

233

a) Encontrar la matriz A asociada a la transformacion lineal F'.
b) Encontrar la matriz B asociada a F en la base B = {[1,0,1], [1,1,0], [0,1,1]}.
. A = s B
L————7y [Z]g —— [4ls
c¢) Qué relacion hay entre las matrices A y B?
a) Vamos a expresar la funcion en forma de sistema de ecuaciones:
n=x+y—=z [0
y=F@)=Az ; Y2 =—z = Yo | =
Ys=y+=z E
1 1 -1
A=10 0 -1
0 1 1
b) Para cualquier vector ¢ € R? se cumple ¥ = Py [0]g. Sean T,y € R? dos vectores pertenecientes al

- [37]5 = PglAPB[f]B
1 0 1 0 0
1 1 01 0| —
0 2|-1 1 1
0 0
1/2 -1/2 | —
1/2 1/2
1 -1 1
1 1 -1
-1 1 1
2 3 3
= % —2 1 -3
0 -1 1
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8.5. Diagonalizacion
Las matrices diagonales presentan grandes ventajas desde el punto de vista matricial:
e Son sencillas y necesitan poca memoria para su almacenamiento en un ordenador®?.
e Si existe, su inversa es muy facil de calcular (invertir los elementos diagonales).
e Su determinante es inmediato: |D| =[] d;.
e Sus autovalores coinciden con los elementos diagonales.

Por tanto, es interesante encontrar una matriz diagonal que sea semejante a una matriz dada: A ~ D.

Definicion 8.7. Matriz Diagonalizable

Una matriz A € K™*" se dice que es diagonalizable si existe una matriz diagonal D € IK™*™ tal que
A sea semejante a D, es decir, que exista una matriz P € K™*™ invertible tal que:

AP = PD — A=PDP!

Teorema 8.9. Diagonalizacion de una Matriz

Una matriz A € K"*" es diagonalizable si y solo si tiene n autovectores linealmente independientes,

verificandose:
P 'AP=D

donde los elementos diagonales de D son los autovalores de A y las columnas de P son los n autovectores
asociados linealmente independientes, en el mismo orden que los autovalores correspondientes.

Demostracion 8.9.

Sea A semejante a una matriz diagonal D mediante AP = PD. Sean ¥y, - - -, U, las columnas de P y Ay,
-+, Ap los elementos diagonales de A, entonces:
A 0 - 0
0 X - 0
AP:PD:>A[171 772 ﬁn]:[’l_fl 172 Un] .
0 O An
Ay = M)
[Aq‘fl Aty - -- Aﬁn]z[)\lf)’l Aoty -+ )\nﬁn} :
Aty = AUy,
Igualando las columnas: Av; = \;v;, Vi =1, -+, n. Lo que demuestra que los vectores columna de P
son los autovectores de A siendo los autovalores asociados, los elementos diagonales de D en el mismo
orden.
Como P es invertible, sus columna son linealmente independientes. De igual forma se demuestra <—,
comenzando por los autovalores y autovectores de A.

31Ver la Seccion 4.6.2, pagina 142.
32Basta con almacenar tnicamente los elementos de su diagonal.
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Ejercicio 8.10. En caso de ser posible, encontrar una matriz P que diagonalice la siguiente matriz A:
0 1 0
A=10 0 1
2 -5 4

Del ejemplo Ejemplo 8.4 sabemos que sus autovalores son Ay = Ay =1y A3 = 2, siendo sus autoespacios:

1 1
E1: 1 ] EQZ 2
1 4

Como A no tiene 3 autovectores linealmente independientes, por el Teorema 8.9, A no es diagonalizable
y por tanto no existe la matriz P pedida.

Ejercicio 8.11. Si es posible, encontrar una matriz P que diagonalice la siguiente matriz A:

-1 0 1
A= 3 0 =3
1 0 -1
Del Ejemplo 8.6 sabemos que sus autovalores son Ay = Ao = 0y A3 = —2, siendo sus autovectores:
1 0 -1
EO = 0 5 1 3 E_Q = 3
1 0 1

Es facil comprobar que los tres autovectores son linealmente independientes y se pueden formar con ellos
una matriz P invertible de la forma:

1 0 -1
P= [ U Uy Us ] =(0 1 3
1 0 1
Esta matriz sirve para diagonalizar la matriz A:
-1 0 1 1 0 -1 0 0 2 1 0 -1 00 O
AP = 3 0 -3 0 1 3|/=100 -6 |=]01 3 00 O0|=PD
1 0 —1 1 0 1 00 -2 1 0 1 00 -2

Nota 8.6.

e El orden no importa, pero las matrices P y D seran distintas en funcién del orden elegido. Por ejemplo, en el caso anterior
se podria haber elegido:
-2
; D 0
0

i

e Verificar AP = PD a mano es mucho maés sencillo que verificar A = PDP~! ya que no es necesario calcular P~ 1.

| S|

—_ O = O
oONO O OO
QOO OO0

— 1

33E] conjunto de todos los autoespacios de A contiene n autovectores.
34Ver la Definiciéon 8.5, pagina 225.
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Teorema 8.10. Teorema de la Diagonalizacion

Sea A € K™*" con autovalores distintos A1, -+ -, A\x con k < n. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes:

o A es diagonalizable.
o A tiene en total n autovectores linealmente independientes>>.

o La multiplicidad algebraica de cada autovalor es igual a su multiplicidad geométrica™*.

Demostracion 8.10.

Trivial ya que con el conjunto de autovectores formamos una matriz P invertible.

8.5.1. Autovalores Reales y Complejos

Los autovalores de una matriz real pueden ser reales o complejos, al igual que sus autovectores.

Ejercicio 8.12. Calcular los autovalores y autovectores de la matriz real:
0 -1
=1 70)

Calculamos primero los autovalores de la matriz.

-2 -1

det(A—)\I):' Y

A= 1
Ay = )

I
|
<

Con ellos calculamos los autovectores asociados.

A =1

T el N g G S Y B s e

Ejercicio 8.13. Encontrar, en caso de que exista, una base de R® donde la matriz A asociada a la
transformacion lineal F' del Ejemplo 8.9 sea diagonal.

F(w7y,z)=[x+y—z, —Z, y—|—2]

La matriz asociada a esta transformacion lineal era:

11 -1
A=10 0 -1
0 1 1

Como se vio en la solucion del problema, la matriz B asociada a la funciéon F' en una base B cumplia:

B =Pg;'APg
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Por tanto, en caso de que exista dicha matriz (base), correspondera con la diagonalizacion de la matriz A.
Vamos a ver si es posible, encontrando los autovalores y autovectores de A.

A0 ( )"+ ( ) ( )7 =( ){A '
0 XA —1 |==21=-X*4+0-XN)=0 ; M1-XN*=(01-2) N
0 1 1-2X A =A) =1

—  No todas las soluciones son reales.

1+v1—-4
N oAF1=0 5 A=

Como algunos autovalores son complejos, sus autovectores asociados también serdn complejos y por tanto,
no existe una matriz real y diagonal semejante a A.

Por tanto, no existe una base de R® donde la matriz asociada a F sea diagonal.

Hay un tipo de matrices reales que siempre tienen autovalores y autovectores reales: las matrices reales
simétricas®”.

Teorema 8.11.

En toda matriz cuadrada real y simétrica sus autovalores y autovectores asociados son reales.

Demostracion 8.11.

Un ntmero complejo?® z = a + bi es real si z = Z < parte imaginaria nula, b = 0.

Sea una matriz A real y simétrica, entonces A = A y sea A un autovalor con autovector asociado v de
A. Entonces Av = Av.

Tomando complejos conjugados en ambas partes se tiene: Av = AV = \v = \V.

Posteriormente, tomando transpuestas y teniendo en cuenta el hecho de que A es simétrica:

AT =0T 5 vTA=NT
Calculemos entonces cuanto vale \(vIv),
AFTV) =vT () =vT(Av) = T A)v =W )v=2F"Tv) = A -N)(F"v)=0
Como v es un autovector y por tanto no es nulo, vlv = 0 y por tanto,
A=A=0 ; A=) = XeR

Si los autovalores son reales y la matriz A también lo es, las soluciones del sistema homogéneo
(autovectores asociados) también seran reales.

8.6. Diagonalizaciéon Ortogonal

Como hemos visto, la diagonalizacién de una matriz permite encontrar matrices diagonales semejantes®”:

A=pPDpP! A~D

)

Frente a las claras ventajas que presenta sustituir una matriz diagonal D con respecto a una matriz cuadrada
A, aparece ademéas como contrapartida una matriz P y su inversa P!,

Resultaria muy interesante poder encontrar matrices que fueran diagonalizables a través de matrices P que
fueran ortogonales, con todas las ventajas que ello conlleva’®.

35Ver la Definiciéon 3.13, pagina 97.
37Siempre que ésta sea diagonalizable
38Ver la Seccion 6.3.4, pagina 171.
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Definicion 8.8. Diagonalizacion Ortogonal

Una matriz A € R"*" se dice que es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal Q y

una matriz diagonal D tales que:
QTAQ=D

A=QDQ" <« D=Q"4Q

Teorema 8.12.

Si A es simétrica todos los autovectores asociados a autovalores distintos son ortogonales entre si.

Demostracion 8.12.

Sean U] y U dos autovectores asociados a dos autovalores distintos Ay # Ao, Aty = M\, AUy = Aa¥s.
Teniendo en cuenta que A es simétrica, AT = Ay que - i = 277, se tiene:

AL(T - Ta) = (MBY) - B = (AT) - T = (A1) Ty = 07 (Atl) = 77 (Aatia) = Ao (¥ - )

Por tanto, (A1 — A2)(¥7 - U2) = 0 y como A1 # g por tanto U3 - U = 0.

7

Ejercicio 8.14. Verificar el resultado del Teorema 8.12 con la matriz,

A:

— = N
— DD =
N ==

El polinomio caracteristico de A es:
pa(\) =det(A— X)) = -X3+6)2 —9\+4=-A-4)(A—-1)>=0

Los autovalores son \; = 4, X2 3 =1y los autoespacios correspondientes:

1 -1 -1
E4 = 1 ; E1 = 0 y 1
1 1 0

Donde facilmente se comprueba que todo autovector de Ey4, (en este caso solo uno), es ortogonal a todo
autovector de Fj.

Nota 8.7. En el Ejemplo 8.6 se obtiene un conjunto de autovectores que son linealmente independientes, pero no son
ortogonales. Por tanto, es diagonalizable pero no ortogonalmente.

8.6.1. Interpretacién Geométrica de la Diagonalizacién Ortogonal

Vamos a ver desde un punto de vista geométrico en R® la diferencia entre matrices no diagonalizables,
diagonalizables no ortogonalmente y diagonalizables ortogonalmente.

Para ello, vamos a representar graficamente el conjunto de autovectores y los correspondientes autoespacios
asociados a los autovalores.

38El conjugado de un ntimero complejo z = a + bi es el complejo Z = a — bi (parte imaginaria cambiada de signo).
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e Matriz no diagonalizable.
0 10
A=10 0 1
2 -5 4

Esta matriz se estudi6 en el Ejemplo 8.10, pagina 235 y vimos que tenia tres autovalores Ay = Ao =1y
A3 = 2 con autoespacios asociados:

1 1
E =<1 , E,={ |2
1 4

Cada uno de los autoespacios corresponde a una recta (dimension
1), siendo los respectivos autovectores una base de estos subespacios
vectoriales de R?.

Claramente los autovectores son linealmente independientes por estar
asociados a autovalores distintos®’, pero como solamente hay dos, no
tenemos un conjunto completo de vectores para formar una base de todo
el espacio R® y por tanto la matriz no es diagonalizable.

Por otra parte, como la matriz no es simétrica estos autovectores no son
ortogonales®’.

En la grafica se muestran los autoespacios (rectas) Ey y FEs y los
autovectores (bases) v y ¥s.

e Matriz diagonalizable no ortogonalmente.

-1 0 1
A= 3 0 =3
1 0 -1
Esta matriz se estudi6é en el Ejemplo 8.6, pagina 226 y vimos que tenia tres autovalores Ay = Ay =0y
A3 = —2 con autoespacios asociados:
1 0 -1
Eo == 0 , 1 3 E,Q = 3
1 0 1

En este caso el autoespacio asociado al autovalor 0 es un plano y los dos autovectores correspondientes
a este autovalor, (] y ¥2), son una base de este subespacio vectorial de dimension 2 en R?. Estos dos
vectores pueden ser cualesquiera del plano, siempre que sean linealmente independientes, de forma que
aunque no sean inicialmente ortogonales®! siempre se pueden ortogonalizar’? para formar un conjunto
(base) ortogonal.

39Ver el Teorema 8.4, pagina 227.

40Ver el Teorema 8.12, pagina 238.

41En este caso si lo son.

42Mediante el proceso de Gram-Schmidt.
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Por otra parte, el autoespacio asociado al autovalor -2 es una recta, siendo el autovector asociado a
este autovalor, (¥3), una base de este subespacio vectorial de dimension 1 en R3. Se puede tomar como
autovector asociado a este autovalor, cualquier vector no nulo perteneciente a la recta.

Como en total se tiene un conjunto de tres autovectores linealmente independientes (no coplanarios) en
R?, la matriz si es diagonalizable.

Sin embargo, como la recta es fija y no ortogonal al plano*?, no forman un conjunto ortogonal de vectores
y por tanto la matriz no es diagonalizable ortogonalmente.

e Matriz diagonalizable ortogonalmente.

A:

— =N

1
2
1

(NI

Esta matriz simétrica se estudio en el Ejemplo 8.14, pagina 238 y vimos que tenia tres autovalores \; = 4,
A2,3 = 1 con autoespacios asociados:

1 -1 -1
E4 = 1 N E1 = 0 5 1
1 1 0

En este caso el autoespacio asociado al autovalor 4 es una recta, siendo el autovector correspondiente,
(¥1), una base de este subespacio vectorial. Este vector puede ser cualesquiera de la recta.

E4 z

Ey

Por otra parte, el autoespacio asociado al autovalor 1 es un plano y sus dos autovectores v y U3 son una
base del mismo. Estos dos autovectores pueden ser cualesquiera del plano, siempre que sean linealmente
independientes, de forma que aunque inicialmente no sean ortogonales* siempre se pueden ortogonalizar
mediante el proceso de Gram-Schmidt, para formar un conjunto (base) ortogonal. Por ejemplo, i3 podria

ser:
. —1/2

o o V2 - V3 /

U3 = U3 — o——=Tp = 1

V2 -V 71/2

que pertenece al plano F; y es ortogonal a v y ¥s.

Como en total se tiene un conjunto de tres autovectores linealmente independientes, (no coplanarios), en
R3, la matriz si es diagonalizable.

, . . ” . . 5 .
Ademas como la matriz es simétrica, la recta I, siempre es ortogonal al plano*® F; , formando un conjunto
ortogonal de vectores. Por tanto toda matriz simétrica como esta es diagonalizable ortogonalmente®®.

430 lo que es lo mismo, el autovector asociado al autovalor -2, (U3), no es ortogonal a los autovectores asociados al autovalor 0,
(U1 y 02).

44Como ocurre en este caso.

450 lo que es lo mismo, el autovector asociado al autovalor 4, (71), es ortogonal a los autovectores asociados al autovalor 1, (T
y U3).

46Ver el Teorema 8.12, pagina 238.
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8.6.2. Teorema Espectral

Definicion 8.9. Espectro de una Matriz

Al conjunto de los autovalores de una matriz A se le conoce con el nombre de espectro®” de la matriz.

Teorema 8.13. Teorema Espectral de las Matrices Ortogonales

Una matriz A € R™*" es ortogonalmente diagonalizable si y solo si es simétrica.

Demostracion 8.13.

Si A es ortogonalmente diagonalizable, existe una matriz ortogonal @ tal que:
AQ=QD ; A=QDQ" = A"=(QDQ")"=QD"Q"=QDQ" =A

De forma analoga, se puede demostrar que toda matriz simétrica es ortogonalmente diagonalizable.

8.6.3. Descomposicion Espectral

Definicion 8.10. Descomposicion Espectral

Cualquier matriz simétrica A € R™*" se puede expresar a través de una matriz ortogonal @ y una
matriz diagonal D como:

A - 0 q*%“
A=QDQT=[a@ - & ]| @ - D=
0 An qr
a
=[G o M ]| 1| = MGl B o Al
an
n

A la obtencién de este resultado se le denomina descomposicién espectral*® de A.

Ejercicio 8.15. Diagonalizar ortogonalmente la matriz siguiente y obtener su descomposicion espectral.

A:

— = N
[ NS
DO = =

En el ejemplo Ejemplo 8.14 determinamos los autovalores y autovectores de A, siendo A\y =4y Ay =A3 =1
(doble) y los autoespacios correspondientes:

1 -1 -1
E, = 1 ; E = 01, 1
1 1 0

471,a palabra espectro proviene del latin espectrum que significa imagen. Cuando los atomos son excitados, estos vibran y emiten
luz, que es mezcla de distintas frecuencias y que corresponden a diferentes lineas brillantes en su espectro. Estas frecuencias se
pueden obtener de forma matematica calculando los autovalores de un determinado operador matricial. De aqui deriva el nombre
de espectro al conjunto de autovalores de una determinada matriz.

48Cada uno de los términos (T,-(j‘f corresponde con la matriz asociada a la TL definida por la proyeccion ortogonal sobre el
subespacio generado por §;, por esta razon a la descomposicion espectral se la denomina a veces forma de proyecciéon del
teorema espectral.
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Como necesitamos tres autovectores ortogonales, aplicando el proceso de Gram-Schmidt*® a E; se obtiene:

~17 [-1/2
By = 0], 1
1| | -1/2

Normalizando estos vectores podemos obtener una matriz Q) ortogonal de la forma:

1/vV3 —1/v2 —1/v6 1/V3 —1/V/2 ~1//6
Q=11/v3 0 2/V6 | 5 a=|1V3 |, @= 01, @B=] 2/V6
1/V3  1/v2 —1/V6 1/V3 1/v2 —-1//6

Haciendo las operaciones oportunas se puede comprobar que:

QTAQ =

S O
o = O 0
_ o O

Finalmente, su descomposicion espectral sera:

A=NGd] + AeBd + daBoih

8.7. Teoremas Avanzados Adicionales

Los dos teoremas que se presentan a continuacion se han hecho famosos por formar parte del algoritmo de
Google para la determinaciéon rapida del ranking de paginas web.

Teorema 8.14. Teorema de Perron

Sea A € R™™" una matriz positiva (a;; > 0). Entonces A tiene un autovalor A, real con las siguientes
propiedades:

e )\ > 0.
e )\ tiene un autovector asociado ¥ positivo (v; > 0).

e Para cualquier otro autovalor de A se verifica |A| < A;.

Teorema 8.15. Teorema de Perron-Frobenius

Sea A € R™"™ una matriz irreducible no negativa. Entonces A tiene un autovalor \; real con las
siguientes propiedades:

e )\ > 0.
e )\ tiene un autovector asociado positivo.

e Para cualquier otro autovalor de A se verifica |A| < A;.

Cualquier autovalor (real o complejo) A de A que verifique |A| = \;, entonces A es una raiz
(compleja) de la ecuacion A" — AT = 0.

A1 tiene multiplicidad algebraica 1.

49Ver la Seccion 6.7, pagina 184.
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8.8. Diagonalizacion Unitaria

Vamos a generalizar varios de los conceptos importantes vistos en los temas anteriores a matrices cuadradas
complejas A € C™*™.

Definicion 8.11. Matriz Normal

Una matriz A € C™*"™ se dice que es normal si verifica:

AAT = AF A

Dentro de las matrices normales se encuentran:
e Matrices hermiticas® : A = A
e Matrices simétricas reales® : AH = AT = A

e Matrices unitarias® : A = A1

e Matrices ortogonales™ : A7 = AT = A~!

Ejercicio 8.16. Comprobar que la siguiente matriz es normal pero que no es unitaria.

—i —t
A= . .
-0 q
Todas las matrices unitarias son normales pero no necesariamente se cumple el reciproco. Comprobamos
en este caso, primero que A es normal para ello debe complirse que AA" = AH A,

AAH — -1 —i i i _ 2 0 _ i i —i =1 _AH 4
—1i i i —i 0 2 i —1 —1 i
Por tanto A si es normal. Para que sea unitaria se tiene que cumplir que A~ = A . Calcumos entonces

la inversa de A.
i 0 N 1 1
-1 1 0 1

-1 —t
—1 )

i/2  if2 ]

i/2i —i/g } - [(1) ? ij2 —i/2

Por tanto A no es unitaria.

Definiciéon 8.12. Diagonalizacion Unitaria

Una matriz A € C™*"™ se dice que es diagonalizable unitariamente si existe una matriz unitaria U y
una matriz diagonal D tales que:

A=UDUE «— D=UFAU

50Ver la Definicién 3.15, pagina 99.
51Ver la Definiciéon 3.13, pagina 97.
52Ver la Definicién 6.26, pagina 194.
53Ver la Definicién 6.10, pagina 171.
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. . . [ . . . . . . a
La diagonalizacion ortogonal®* es un caso particular de la diagonalizacion unitaria para matrices reales.

Teorema 8.16. Teorema Espectral de las Matrices Unitarias

Una matriz A € C"*" es unitariamente diagonalizable si y solo si es normal.

e En las matrices normales las multiplicidades algebraica y geométrica de sus autovalores siempre
coinciden y por tanto sus autovectores asociados forman un conjunto ortogonal.

e En las matrices hermiticas sus autovalores son siempre reales.

e En las matrices unitarias sus autovalores siempre tienen moédulo 1.

Ejercicio 8.17. En caso de ser posible, diagonalizar unitariamente la siguiente matriz A € C2*2.
i 1

Para que una matriz A sea diagonalizable unitariamente® es necesario que A sea normal, es decir que
AAHT = AH A. Lo comprobamos:

N E e [

Como efectivamente la matriz A es normal puede ser diagonalizable unitariamente, por tanto existe una
matriz unitaria U (que cumple U~! = UH) y una matriz diagonal D que verifican:

Comprobar el resultado obtenido.

AU=UD = A=UDU"Y

La matriz U esta formada por los autovectores de A normalizados y dispuestos como columnas, y la matriz
D tiene en su diagonal principal los correspondientes autovalores de A.
Determinamos entonces los autovalores y autoespacios normalizados de A:

|A— M| = Zi?i_i‘ZQ—AV+1=0 ;o i—A=+i ;  A={0,2i}

i 1 0 0 v =12 =1t S 7 1 7
L R ) R b e e R i
P I A 0 0 v = —ive = it I I 1 [—i
wew [ [00] = {az ) = ef] = [

1 i —1 0 0
N ) B Y|

Para verificar el resultado, tiene que complirse que A = UDU* . Comprobamos:

g 1[4 —i 0 0
vovt =510 T ]

54Ver la Definicién 8.8, pagina 238.
%Ver la Definicién 8.12, pagina 243.
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8.9. Resumen Final del Tema

e Toda matriz cuadrada siempre tiene autovalores y autovectores asociados (reales o complejos).
e Si A es real y simétrica sus autovalores y autovectores siempre seran reales.

e En las matrices triangulares (superiores, inferiores o diagonales), los autovalores corresponden con los
elementos de la diagonal principal: \; = a;;.

e A es invertible <= cero no es un autovalor de A.
e Tres teoremas importantes:

1. Los autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes.
2. AFZ = g Nb) + - + oy AED,  siendo T = aq v + -+ ap .

A=Y autovectores 1/\, mismos autovectores de A.

.S AT =\ .
< Bl A= = { A" autovalores \", mismos autovalores de A.

e Matrices Semejantes: A ~ B <= 3P invertible : AP = PB.

Propiedades:

- paN) =ps()) = [A[=|B]
— rang(A) =rang(B) ; nul(4) =nul(B).
- Si3A! = BL

e Diagonalizacion. 3P : AP = PD si y solo si existen n autovectores linealmente independientes
(multiplicidades m, = my), donde D = [A;--- A3] y P = [¢ - - - ¥,,]. Entonces:

A=PDP ' , D=PlAP

e Diagonalizacion Ortogonal (Teorema Espectral Ortogonal): 3Q ortogonal tal que: AQ = QD si
y solo si A es simétrica. Entonces:

A=QDQ" ; D=QTAQ
e Descomposicion Espectral. Si A es real y simétrica, existe ) ortogonal tal que:
A=QDQT =[qi - qlh - Xll@y - Gl = MAG + o+ Al

e Diagonalizacién Unitaria (Teorema Espectral Unitario): 3U unitaria tal que: AU = UD si y solo
si A es unitaria. Entonces:
A=UDU¥ , D=UFAU
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A.l. Trigonometria

A.1.1. Medida de Angulos: Radianes

En diversos campos de las matemaéticas, los &ngulos conviene medirlos en radianes.

Definicion A.1. Radian

Un radidn es el angulo central de una circunferencia que abarca un arco cuya longitud es el radio.

P

6 = 1 radian

360
1 radidbn = — grados ~ 57.3°
21

Relacién Grados-Radianes

(grad) x =
180

0
‘ 27 radianes = 360° o 3607 — 2w — rad =
grad — rad

Figura A.1: Relacion entre grados sexagesimales (marco rojo) y radianes (marco azul) de los 4ngulos méas usuales
en los cuatro cuadrantes.

Ejercicio A.1. Determinar cuantos radianes son 15° y cuantos grados son 12 ~ radianes.

o 15 xm T
e 15° = R0 — Erad

.57T d_5><180:

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter
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El signo del angulo depende del sentido del giro:
Direccién
anti-horaria (+)

e Signo positivo: sentido contrario a las agujas del reloj.

e Signo negativo: sentido igual a las agujas del reloj.

Direcciéon
—a=+@2r—a) ; «acl0,7] horaria (—)
Ejercicio A.2. Determinar en sentido positivo el angulo o = —75 rad y en sentido negativo el dngulo
8= % rad.
x 23m
o o =21 — 13 — E rad
o 197
o [ T+ D D ra

Los angulos cuyo valor absoluto es mayor que 27 radianes (360°) indican mas de una vuelta en una determinada

direccion.

B = 2%krt+a = « _ + @
B = —%r-a = -a a€l0,2r) ; keZ B >
Ejercicio A.3. Simplificar el angulo v = 637 rad y el angulo 8 = —417” rad.
e a=63r=2r%31+7=|7rad|
41
o 3= —Tﬂ = —20,577:—2#*10—%2 —g rad

A.1.2. Funciones Trigonométricas

Definicién de Seno, Coseno y Tangente

Dado un triangulo rectangulo A ABC con su angulo recto en C' y longitudes a, b y h, como indica la Figura A.2.

> B
0%
&>
e
W

S
ojsondo ‘O

A b c

c. adyacente

Figura A.2: Triangulo rectdngulo de hipotenusa h y catetos a y b.

Se definen la siguientes funciones trigonométricas del dngulo agudo a = BAC:

Pedro José Hernando Oter Clases de Alcerra
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Nombre Funcién | Abreviatura Definicion
cateto opuesto a
seno « sen « = —_ = =
hipotenusa h
cateto adyacente b
coseno « cos « = - = =
hipotenusa h
cateto opuesto sen o a
tangente « tan o = = = -
cateto adyacente  cosa b

Tabla A.1: Funciones Trigonométricas Directas: Seno, Coseno y Tangente

Ejercicio A.4. Determinar los valores del seno, coseno y tangente correspondientes al angulo ABC del
siguiente triangulo rectangulo cuyos valores son: a =3 y b = 4.

B

pd
a
A b c

Calculamos primero el valor de la hipotenusa aplicando el teorema de Pitdgoras:

h=Va2+b02=1/32+42=125=5

Por tanto, llamando 8 = @ y teniendo en cuenta las definiciones de la Tabla A.1 se tiene:

- == ;0 cosf = — === : tanf =

hipot. h |5

sinf8 =

c. op. b 4 c.ady. «a 3 c.op. b é
5 3

c.ady. a

Valores Trigonométricos: Seno, Coseno y Tangente

En la Figura A.3, pagina 253 se muestran en el exterior de la circurferencia unidad, los valores trigonométricos
seno (en negro), coseno (en azul) y tangente (en rojo) de algunos de los dngulos mas usuales.

Nota A.1. Tener en cuenta que los valores de la tangente de % =90°y 3777 = 270° son respectivamente 400 y —oo.

Ejercicio A.5. Determinar los siguientes valores trigonométricos, donde los angulos estan expresados en

radianes. = 5 4
a) sen ?ﬂ b) cos % ¢) tan ?ﬂ

Utilizando los valores de la Figura A.3, se tiene:

a) 5% rad:300°:7g rad = —60° ; sen%rz —?
3m o om o 3r V2

b) T rad = 135° = I rad = —225 ; cos - = | ==~
47 o 2 o 4

c) 3 rad = 240 =—3 rad = —120 ; tan?:

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter
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’Valores: (sen,cos,tan) ‘
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/3 (1,0,00) 73
3 31
(2’_2’_\/§> (2,2%)
V2 V2o V2 V2
27 2 m 272"
2w 2 m
<1 V3 ﬂ) 13 3 (1 V3 ﬁ)
o' o v o Y3 5 ™ a9 o Y o
27 2 3 o @Oj 1 2"27 3
120° 60°
bm 135° 45° u
6 6
150° 30°
(0,—1,0) (0,1,0)
[} 180° 0 — 360° — 27
210° 330°
T 117
— 225° 15° —
c 5 315 5
- 240° 300° —
1 V33 T 270° T 1V3 V3
2 273 4 57 227 3
3 3 3
V2 V2 2 V2 V2o,
27 2 272"
V3 o1 V31
<_2’_2’\/§ EEREARE
(—1,0, —c0)

Figura A.3: Valores trigonométricos del seno, coseno y tangente.

Determinacion Simplificada

Recordar todos los valores de la Figura A.3 no es facil. Resulta mas practico conocer una pequena lista de
angulos simples del primer cuadrante y mediante ellos determinar otros valores del resto de cuadrantes.

Primer Cuadrante ([0°,90°] = [0, 7/2])

Vamos a ver una pequena tabla de valores del seno, coseno y tangente de un conjunto de valores «a € [0, 7/2].
Con ellos se puede obtener facilmente el valor de otros angulos del resto de cuadrantes.

/2
/3 /4

A,

Pedro José Hernando Oter

Primer Cuadrante
Grados 0° 30° 45° 60° 90°
Radianes || 0 /6 /4 /3 | /2
sen 0 1/2 V2/2 | V3/2 | 1
cos 1 V3/2 V2/2 | 1/2 0
tan 0 | 1/vV3=+3/3 1 V3 | 400
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Segundo Cuadrante ([90°,180°] = [7/2,])

(*l’,y) (xvy)

‘sen(w — a) = sen(a) ‘ ; ‘ cos(m — a) = — cos(a) ‘ ; ‘ tg(m—a) = —tg(a) ‘ ;

Tercer Cuadrante ([180°,270°] = [, 37/2])

Y
(z,y)
T+«
. / - y
—y o x
(_:C7 _y)
‘ sen(m + a) = —sen(«) ‘ ; ‘ cos(m + a) = — cos(a) ‘ ; ‘ tg (m+ a) = tg(a) ‘ ;
Cuarto Cuadrante ([270°,360°] = [37/2, 27] = [0, —7/2])
Y
(z,9)
o« T v
o ‘ X
-y
(xv 73/)
‘sen(—a) = —sen(q) ‘ ; ‘cos(—cv) = cos(a) ‘ ; ‘ tg (m — a) = —tg () ‘ ;

Ejercicio A.6. Determinar los siguientes valores trigonométricos, relacionando el correspondiente angulo
con un valor en el primer cuadrante.

11 3
a) sen Tﬁ b) cos Iﬂ c) tan —

Utilizando las relaciones vistas en esta seccion se tiene:
) 117 27 =« (2 7r) ( 7r> (7r> 1
a)sen— =sen| — — — | =sen (27— =) =sen(——= )| = —sen (=) =|—=
§ 6 6 6 6 6 2
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b) cos?% = cos (7r— %)

4 m
c) tan? = tan <7r+ =

= — cos (%) -

V2
2

)=t (5) -1

Utilizando los valores de la Figura A.3, pagina 253 se pueden verificar los resultados.

Representacion Grafica de las Funciones Trigonométricas Directas

y =sen x

Inversas de las Funciones Trigonométricas

Las inversas de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente definen unas nuevas funciones denominadas
cosecante, secante y cotangente respectivamente.
Basandonos en los datos de la Figura A.2, pagina 251 estas funciones se definen de la siguiente forma:

Nombre Funcién | Abreviatura Definicion
hipotenusa 1 . h
cosecante csC = = = (sena) -
cateto opuesto  sen« a
hipotenusa 1 1 h
secante sec « = = = (cos ) -
cateto adyacente  cosa b
cateto adyacente 1 1 b
cotangente « cot « = = = (tana) -
cateto opuesto tan o a

Pedro José Hernando Oter
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Representacion Grafica de las Inversas de las Funciones Trigonométricas

Yy
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 Iy =cscx !
I i . I
1 1 1
1 1 1
1 1 1
I I I
g s - T
A
- T 2
1 1 1
I I I
I 1 I
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
Y
i i 4 T i _ i
1 1 1 y =sec 1
1 1 T 1 I
1 1 1 1
| N2 /I |
1 1 1 1
I I I I e
1 1 1 (e
! k 4 At T
3r Tm 21
2 4
I
I
1
1
I
1
1

Funciones Inversas de las Funciones Trigonométricas

Las funciones inversas de las funciones trigonométricas de un determinado valor x, corresponden con los angulos
que tienen por seno, coseno o tangente dicho valor z. La siguiente tabla define las funciones inversas mas usuales.

Nombre Funcion Abreviatura Consecuencia Dominio
arcoseno arcsen(z) = sen~1(z) = a = sena = x x € [-1,1]
arcocoseno arccos(z) = cos (z) = a = cosa =z x € [-1,1]
arcotangente arctan(x) = tan~1(x) = a = tana = r€eR

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter
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Representacion Grafica de las Funciones Trigonométricas Inversas

Y

B

Ly

’
’
’
v
¢

_--y=sen x

Yy =sen—

’

) 1
a) arcsen —
2

Yy = cos”

Y

Ly

Y

3 +y=tan x

Ejercicio A.7. Determinar los siguientes valores

a) sen

T 57
6’ 6

(5%}

c) tana

Pedro José Hernando Oter

T Am
3" 3

(5%}

1
b _=
) arccos 5

b) cosa =

B

de las funciones trigonométricas inversas:

¢) arctan /3

Utilizando los valores de la Figura A.3, pagina 253, comprobamos que hay dos posibles soluciones simples
en cada caso. La solucién apropiada dependera de consideraciones geométricas adicionales.

T 27
373

(3%}

1
2

Clases de Alcerra
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Relaciones Trigonométricas Basicas

Relacion Fundamental y Derivadas de ella

o a?>+b*=h? (Teorema Pitagoras)

1

e 1 + tan’z = 2
cos? x

e sen?z+cos?z=1

1

e 1 + cot’z = ——
sen‘

Angulo Suma, Resta y Doble

e sen(zr +y) =senxcosy + cosxseny

e cos(x +y)=coszcosy Fsenxzseny

tan(z + 1) tanz + tany
° n(x =
Y 1 Ftanztany

e sen(2x) = 2senx cosx

e cos(2z) = cos’x —sen’x

2tanzx
o tan(2) =i,

Angulo Mitad

/1 — cos 0 1 /1 + cos 0
° sen§9— + — e Cos 50— + —
1 1 — cos 6 1 1 — cos 0 sen 0
tan =0 = £ /——— tan =6 = =
* an2 1 + cos 6 * an2 sen 0 1 + cos 0
Transformaciones de Sumas en Productos
e sena-+senf = 2sena;ﬂ-cosagﬁ e cosa+tcosfB = 2cosa;'8-cosa;6
a+p a—pf a+p a—pf
e sena—senf = 2cos 5 - sen 5 e cosa—cosfS = —2sen 5 - sen 5

Transformaciones de Productos en Sumas

e sena-senf = —%[cos(oz + 3) — cos(a — B)]

e cosa-cosf3= %[cos(a + B3) + cos(a — )]

e sena-cosf = % [sen(a+ B) + sen(a — B)]

Equivalencias Utiles en Integracion

e cos2a = 1 — 2sen’a
9 1 — cos2a 9
e sen“a = — e cos‘a =

o cos2a = 2cos’a — 1

1 + cos2a tan? 1 — cos2a
_ . n“o¢ = ————
2 1 + cos2a

Clases de Alcesrs
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Ejercicio A.8. Determinar los siguientes valores:

a) sen T b) cos —— ¢) tan —
12 12 12

Utilizando las relaciones trigonométricas vistas anteriormente se tiene:

1
a) Como T _ ,E’ utilizando la férmula del seno del 4ngulo mitad® se tiene:

12 26

senQ::I: 1—cosd e een T ll—cos(7r/6):i 1—\/5/2:i 23
2 2 12 2 2 4

El signo depende del cuadrante donde se encuentre el angulo 6. Como 7/12 = 15° esté en el primer
cuadrante y ahi el seno siempre es positivo, se tiene:

2—43
T V2-V3
12 2

5 6
b) Como AT _I_I_ 1, utilizando la férmula del coseno de una diferencia se tiene:
12 1212 2 12

cos(x — y) = cosx cosy + senx seny =
cos(m/2 — w/12) = cos(n/2) cos(m/12) + sen(w/2) sen(n/12) = O cos(n/12) + 1sen(w/12) =

2—+/3
2

= +sen(w/12) =+

donde el valor de sen(7/12) se ha obtenido del apartado a).

7
¢) Como 1—7; =7 — %, utilizando la férmula de la tangente de una diferencia se tiene:
tanz — tany tan(m) — tan(b7/12)
tan(z —y) = —— Y = tan(m — 57/12) = =
an(z —y) 1+ tanztany an(m —5/12) 1 + tan(r) tan(57/12)
_ 0 tan(5m/12) ~ _tan(5n/12) = _ sen(5m/12) _ sen(bm/12) _
1+ 0tan(57/12) cos(5m/12) 1 —sen2(5m/12)

2-3

Vi 243

donde el valor de sen(57/12) se ha obtenido del apartado b).

1Ver el Apéndice A.1.2, pagina 258.
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A.2. Funciones Hiperbdlicas

Definicion A.2. Funciones Hiperbolicas

Las funciones hiperbolicas estan basadas en la funcién exponencial f(x)
operaciones racionales y presentan unas propiedades analogas a las funciones trigonométricas.

€

T a través de

Seno hiperboélico

senhx =

et —e”

x

2

Coseno hiperbolico

coshz =

et +e "
2

Inversar de las Funciones Hiperbdlicas

Secante hiperbolica

sechz =

1
cosh x

Funciones Hiperbélicas Inversas

Arcoseno hiperbolico

Cosecante hiperbodlica

cosechx =

1
senh z

Arcocoseno hiperbolico (z > 1)

arcsenh z = In (1: +Vz2+ 1)

arccoshz = In (x +\z2 — 1)

Representacion Grafica de las Funciones Hiperbdlicas

Tangente hiperbélica

senh x
tanhz =

et —e *

cosh x

et 4 e %

Cotangente hiperbolica

cotanhz =

tanh x

1

Arcotangente hiperbdlica (Jz| < 1)

1 1
arctanh x = 5 In < +x>

1—2z

N

cosh x .
2
tanh x , cotanh x
sech x ! arccosh x
0 0
arcsenh x
2 cosech x
senh x 2 arctanh x
-4
-3
4 -2 0 2 4 -4 2 2 4 -4 2 2 4

Relaciones Hiperbdlicas Basicas

e Ecuacién Fundamental: cosh? z — senh? z = 1
e 1 — tanh®’z = sech’z cotanh®z — 1 = cosech?®
e senh(x &+ y) = senh z coshy £ senh y cosh z senh(2z) = 2senh x cosh z
e cosh(z +y) = coshz coshy + senh x senh y cosh(2x) = cosh? z + senh? z
tanhx £t 2tanh
e tanh(z+y)= e tanh(2z) = L:g
1 F tanh z tanh y 1+ tanh” z
o ¢” =coshz +senhz e ¥ =coshz —senhz
e —senhz =coshz — coshx =senhz
dx dx

Clases de Alcesrs
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Ejercicio A.9. Demostrar las férmulas correspondientes a las funciones hiperbdlicas inversas.

1 1
a) arcsenhz =In (z+ V22 +1)  b) arccoshz =In(z++v22—1)  c¢) arctanhz = o (1 i— i)

a) Viendo la grafica de la funcion senh(x) vemos que es biyectiva y por tanto existe su funcion inversa
en todo R.

Buscamos un valor A tal que:

A _ oA
arccenhz=A ; x=senhA= 5 c o 2x=et—e4
Llamando B = e se tiene:
1 2r + v4x? + 4
2x:B—E : 2B=B*>-1 ; B?’-2B-1=0 ; B:%:xivyﬂ—i—l

Como:
IhB=A4 = Azln(:r:l: m2+1>

Notar que vz2+ 1>z y como no existe en R el logaritmo de niimeros negativos se tiene:

arcsenh z = In (m + v z?+ 1)

b) Viendo la grafica de funcion cosh(z) vemos que no es inyectiva. Para encontrar su funcion inversa
tomamos solo valores x > 0, donde este tramo si es una funcién inyectiva. Claramente para estos
valores = > 0 el resultado de la funcion inversa de cosh(x) tiene que ser mayor o igual que 0.
Siguiendo el mismo proceso del apartado anterior se tiene:

e e A

arccoshxr =A ; x=coshA= — o =t e 4

Llamando B = e”* se tiene:

1
20 =B+— : 22eB=DB>4+1 ; B?-2zB+1=0 ; B =zd+v22 -1

B 20 + VA4z2 — 4
B a 2

Como:

hB=A4 — A:ln(xi\/x2—1>

Notar que para que exista el valor de la rafz es necesario que |z| > 1y en este caso Va2 —1<uz ,
para que el argumento del logaritmo sea positivo es necesario que = > 1.

En principio los dos signos delante de la raiz serfan validos, sin embargo para que los valores obtenidos
sean mayores o iguales que cero es necesario que el argumento del logaritmo sea mayor que 1 y por
tanto solo se toma el signo positivo, de forma que:

arccoshz = In (x + Va2 — 1) ;oo >1

¢) Siguiendo el mismo proceso que en los apartados anteriores se tiene:

A A

arctanhx = A ; x=tanhA= % e
et + e
Llamando B = e” se tiene:
T 1 . 2 2 ) 2 _ _ 14z
xB—l—B—B 5 xB°+x=B*"-1 ; B°(l—-z)=14z ; B= T
Como:
1 1 1 1
mB=A = -In Rk — | arctanhz = - In R ;o Jz <1
2 11—z 2 11—z

Pedro José Hernando Oter Clases de Alcerra
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A.3. Productos Notables

Definicion A.3. Producto Notable

Se llaman productos notables a ciertas expresiones muy comunes cuyo resultado es conocido.

Algunos de los productos notables mas sencillos y ttiles son:

(a+b)(a—b):a2—b2‘

(a+b)2:a2+2ab+b2‘ ; ‘(a—b)2:a2—2ab—|—b2‘

o [(a+0P=cP+3a®+3a? +1°| ;| (a—b)° =d® —3a%b+3ab? — *|

Nota A.2. Estas expresiones se pueden generalizar a través del binomio de Newton (ver Apéndice A.5, pagina 263).

A.4. Sumatorios

e Al simbolo ) se le denomina sumatorio y representa una suma de términos.

m
e La expresion E se lee “sumatorio desde j igual a 1 hasta m”.
j=1

e La variable j es una variable variable muda que puede designarse por cualquier otra letra o simbolo.

Ejemplo A.1. Sumatorios.

Sumatorio simple:

n
Y Pi=Pi+P+-+P

j=1

Independencia de la variable muda:

T I W
j=1 i=1 a=1

Variables independientes del sumatorio:

m m
E apT; = ap®y + apZe + -+ Ty = ap(T1 + T2+ -+ T) = ag g T
i=1 i=1
e Sumatorios combinados:

n

Z Z sawbzz<sa Z wb> :ZSG(w_2+w_1+...+wm):

a=5b=—2 a=5 b=-2 a=>5

=as(w_z2 +w_1+ -+ wp) Fag(w_r2+w_1+ -t wn)+ o Fap(watwoi ot wy) =

= (as +ag+---Fan)(Wop Fwor +- o Fwp) = <Zsa> (Z wb>

a=5 b=—-2

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



A.5. Binomio de Newton 263

A.5. Binomio de Newton

El binomio de Newton, también conocido como teorema del binomio, establece la forma de expandir en
sumas cualquier potencia de un binomio = + y.

Recordamos previamente la definicion de factorial de un ntmero natural y el cociente binomial o
nimeros combinatorios.

|
Factorial : nl=1-2-3-....(n—1)- n‘ ; Nuameros Combinatorios : (n) = —( nk)' =
n—k)! k!

Nota A.3. Por definicion, el factorial de cero es la unidad:

Teorema A.1. Binomio de Newton

W — : N\ n—k k _ ny n Ny n—1 N\ n-2 2 w n—1 Zz n __
(z+y) —k_()(k)x y (O>w +<1>x y+<2)x Y-+ —i—(nl)xy +<n>y

7l(7l2' )mn—2y2 4ot nwyn—l + yn

=z" +nz" " ly+

Ejercicio A.10. Utilizando el binomio de Newton, desarrollar la siguiente potencia:

(1+2)°
°. (5 >\ (5 5 5 5 5 5 5
1 5 _ 15—kyk — k_ 0 1 2 3 4 5 _
(1+z) g_o(k> T ,?:0“ o)) L))+ () )
50 5l 51 51 5! 51
=500t ant e et Tt st = 151027 +105° + 50t 4 a7

Ejercicio A.11. Encontrar el valor del coeficiente del término xy%2” de la siguiente potencia
(32 — y + 22)*°

Como en la formula del binomio de Newton solo aparecen dos términos y aqui tenemos tres, vamos a
agrupar los dos primeros y aplicamos dos veces dicha férmula.

10
(Br—y+22)"0 =Bz —y) +22]"0 = > <1k0> (3z — y)*(22)10°F =
k=0

- Z (%) [Z () <3x>i<—y>k—i] (22)10*

i=0
Como la potencia de z tiene que ser 7, por tanto 10 — k = 7 y k = 3. Por otra parte como la potencia de
x debe ser 1, i = 1 y de ahi la potencia de y serd k —i =3 — 1 = 2 como indica el enunciado. Por tanto:

10\ (3 s 10031 Lo 1049-8 2t 135210
<3><1>(3x)(_y) (22)" = orgygr gy 2/ ey e = —— 384 ay”2" = 138240 ay”2

Pedro José Hernando Oter
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A.6. Polinomios

Definicion A.4. Polinomio

Un polinomio es una suma y/o resta de términos formados por productos de coeficientes (nameros
reales o complejos) y potencias enteras de una o més varias variables independientes.

Ejemplo A.2. Polinomios de una y varias variables

o P(x)=a°—42%+12

o P(x,y,2) = —1+2%2 + 23223

Nos vamos a centrar en los polinomios reales de una sola variable independiente x, de grado n (potencia mayor):

n : Grado del polinomio (a,, # 0)
a; : Coeficientes

‘ P(z) = apz™ + ap_ 12" 14 ... a1z +ag i a, €R an . Coeficiente principal o director
ag : Término independiente
Monomio : Cada uno de los términos a;z?

Raices o Ceros de un Polinomio

Definicion A.5. Raiz o Cero de un Polinomio

Se dice que r € € es una raiz o cero del polinomio P(z) si: | P(r) =0/

Teorema A.2. Teorema Fundamental del Algebra

e Todo polinomio de grado n tiene exactamente n raices reales y/o complejas, iguales y/o distintas.

e En caso de que un nimero complejo a + bi sea raiz de un polinomio, entonces siempre su complejo
conjugado a — bi también sera raiz del polinomio, de forma que las raices complejas siempre
aparecen a pares a = bi.

Definicion A.6. Multiplicidad de una Raiz

La multiplicidad de una raiz de un polinomio de grado n es el nimero m < n de veces que se repite
esa raiz en el conjunto de las n raices del polinomio.

Definicion A.7. Factorizacion de un Polinomio

Factorizar un polinomio consiste en descomponer el polinomio en un producto de polinomios
irreducibles? del tipo:

P(x):an(x—a)”(x—b)m~~[(x—a)2—|—ﬁ2]k~~‘ ;. a,ba,peER ; n,mkeN
donde a,, es el coeficiente principal del polinomio, a, b, a«+ 37, - - - son las raices reales y/o complejas
y n, m, k, --- sus correspondientes multiplicidades.

2Ver la Definicion A.8, pagina 268.
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Ejercicio A.12. Encontrar el polinomio que tiene por raices:

—2 con multiplicidad 3
3 con multiplicidad 2
1+2¢ con multiplicidad 1

El polinomio buscado P(x) tiene 5 raices reales (una se repite tres veces y otra dos) y una raiz compleja
(formada por dos raices 1+ 2i y 1 — 2¢) y por tanto el grado de P(x) debe ser n =3+2+4+2=7. Lo
calculamos a través de su factorizacion:

P(x) = (z+2)3x - 3)%[(z - 1)?+ 2% = (2® + 622 + 122+ 8) - 3(2® — 62 + 9) - (2? — 22 +5) =

&7 — 20 — 102° + 200 + 52° — 982” + 1562 + 360

Division entre Polinomios

Todo polinomio P(x) se puede dividir entre otro Q(z) de grado menor o igual de la siguiente forma:

Dividendo P(x) Q(x) Divisor
Resto  R(x) C(x) Cociente

donde C(z) y R(z) son polinomios apropiados, de forma que P(z) se puede descomponer como:

rado P(x) > grado Q(z) < grado R(z
‘ Plle) = Qi) - Clle) 4+ Hie) ‘ { irado ngg = érado ng; + irado C’Ex%

Ejercicio A.13. Dividir el polinomio P(x) = 6x* + 422 + 2 — 4 entre el polinomio Q(z) = 22> — 1y
descomponer P(z) en base al resultado.

?f‘ +4x2+x-5 2x2 - 1 Por tanto se tiene:

x4 + 3x2

3x2 + 7/2 P(z) = Q(z)C(x) + R(x)
0 7xF +x-5
N 4 2 2 2 7 3
X 6z~ + 4z —|—x—4:(2zL‘ 71) 3T +§ 4F zT-5
0 x -3/2

Se dice que un polinomio P(z) es divisible por otro polinomio @Q(x) si el resto de la division P(z)/Q(x) es
cero, y por tanto:

P(z) =Q(z) - C(x) grado P(z) > grado Q(x)

Ejemplo A.3.
El polinomio P(z) = 223 + 322 + 32 + 1 es divisible por el polinomio Q(x) = 2z + 1 ya que:

Px)=Q2z+1)(z* +z+1)

Vamos a repasar una forma sencilla de dividir un polinomio P(x) a través de la Regla de Ruffini que nos
permitird encontrar sus raices y a través de ellas su factorizacion.
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A.6.1. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini® permite dividir facilmente polinomios de orden n P(z) entre polinomios de grado uno
Q(z) de la forma:

P(z) =apx™ +---+a P(x
( ) n + + 0 _— < ) 0,,,,(17” s (Ir,,,_ll’n_l + - @z + ag ‘ T —r
Q@) =a—r Q@) E
donde* r € C. El procedimiento es el siguiente:
1. Se trazan dos lineas a modo de ejes y se ordenan todos los
coeficientes de P(x) de mayor a menor en la parte superior,
poniendo ceros en caso de que algin monomio entre a, y Ay Ap_1 Qp_o2 -+ a1 dag
ap no aparezca. El valor de r se coloca abajo en la zona
izquierda, siendo positivo si Q(z) = a — r y negativo si T
Q(z)=a+r.
Gp  OGp—1 Ap-2 - a1 Qg
2. El primer coeficiente a,, se baja directamente.
-
an
3. Se multiplica a, por r y se coloca debajo de a,,. Gn  QAp—1 Qp—2 -+ G Qo
Posteriormente se suman ambos obteniéndose b,,_o =
Ap—1 + anr. r +a,r
‘ Qp bn—2
. . p  Qp Gy ea a
4. Se repite el paso 3 obteniéndose: b,_3 = a,_o + bp_17, no fnel ne2 ! 0
bpn_4 = Gy,_3 + b, _or, etc. hasta obtener b = ag + bor. , Y T Y

| an bn—z  bp—gz -+ bo b
5. Llamando 7 al cociente de la division y al resto | R(xz) = b/, se tiene:

Gnp Gp—1 Ap—2 te a1 Qg

{ C(JS) = bn_ll‘n71 I bn_gm”f2 4+ -+ bix + by
R

r +a,r  Abp_or - +bir  +bor (x)=b

‘ bnfl bn72 bn73 T b() b

6. Con estos resultados el polinomio P(x) se puede descomponer como:

P(z) = Cla)(w —7) + R()

El uso de la regla de Ruffini para la busqueda de raices de un polinomio interesa hacerlo cuando el grado del
mismo es mayor o igual que tres. Para grado 1 es trivial encontrar la raiz y para grado dos es preferible usar
la féormula de la ecuacion cuadratica:

—b+ Vb%2 —4dac
r=—

ar’ +br+c=0 —
2a

3Paolo Ruffini (1765-1822) fue un matematico, profesor y médico italiano.
4El caso mas sencillo es cuando r es un nimero real entero.
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Ejercicio A.14. Calcular el siguiente cociente de polinomios:
37> — b1 § 25 - 7 |=z+H2
Aplicando la regla de Ruffini:

3 =5 2 =T

-2 -6 22 —48
'3 —11 24| 55

Por tanto: ‘ 3z3 — 52° + 22 — 7 = (322 — 11z + 24)(z + 2) — 55 ‘

C(z) =3z% — 11z + 24
= { R(z) = —55

Teorema A.3. Teorema del Resto

El resto R de la division del polinomio P(z) entre z — « coincide con el valor P(«), donde o € C.

Nota A.4. Demostraciéon: P(z) =(z —a)C(z)+ R ; Siz=a = P(a)=R

Teorema A.4. Divisibilidad de un Polinomio

El polinomio P(z) es divisible por (z — «) si y solo si & € C es una raiz de P(z).

Calculo de las Raices de un Polinomio

Sea un polinomio P(z) con todos sus coeficientes a; enteros. Entonces:

1. Si tiene una raiz entera r, ésta debe ser un divisor del término independiente ay del polinomio.

2. Si tiene una raiz racional r = p/q (irreducible), entonces el numerador p debe ser un divisor de ag y el
denominador ¢ debe ser un divisor del coeficiente principal a.,.

Descomposicion de un Polinomio en Factores

Si un polinomio P(z) de grado n tiene raices reales r1,...r,,, entonces se puede descomponer de la forma:

‘P(:v) =(x—r))(z—ry) - (x—7y)Ck(x) ‘

donde Cy(z) es un polinomio de grado k =n —m.

En particular si P(z) tiene tantas raices reales como su grado entonces se puede hacer una descomposicion
en factores simples (factorizacion®) de la forma:

‘P(m) =ap(x—r)(x—r2) (T —7Tp) ‘

siendo a,, el coeficiente principal del polinomio.

5Ver la Definiciéon A.7, pagina 264.
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Definicion A.8. Polinomios Irreducibles

Un polinomio se dice irreducible si no puede descomponerse en producto de dos o mas polinomios de
grado mayor o igual que uno.

e Todos los polinomios de grado cero (constantes) y de grado uno ax + b, son irreducibles.
e No existen polinomios irreducibles de grado mayor o igual que tres.

e Los polinomios de grado dos irreducibles son los que no tienen raices reales.

Ejercicio A.15. En caso de ser posible, descomponer en factores simples el polinomio:
P(z) = —22% + 42% + 10z — 12

Al ser un polinomio de grado 3, tiene exactamente 3 raices (reales y/o complejas, iguales o distintas).
Buscando posibles raices enteras entre los divisores de -12, {—12, —6, -3, -2, —1, 1,2, 3,6.12}, encontramos
que P(r) =0 para r = {—2, 1,3}, por tanto:

|P(z) = —2(z +2)(z — 1)(z — 3)|

Ejercicio A.16. Descomponer en factores simples el siguiente polinomio:
P(z) = 2° — 2* — 62° — 502 — 100z
Como el polinomio no tiene coeficiente independiente una raiz de P(x) es = 0. Sacando factor comun:
P(z) = z(z* — 2® — 622 — 502 — 100)
Buscamos entonces las raices del polinomio Q(x) = z* — 23 — 622 — 502 — 100 entre los divisores de 100.
Q(=2) = (=2)* = (=2)* =6 (=2)* =50 - (=2) — 100 = 16 + 8 — 24 4+ 100 — 100 = 0
Por tanto x = —2 es otra raiz del polinomio P(z). Usamos Ruffini para factorizar.

1 -1 -6 —-50 -100

— C(z) = 2 — 32% — 50
2 6 0 100 R(z) =0

'1 -3 0 —-50] 0O

Buscamos entonces las raices del nuevo polinomio Qa(x) = 23 — 322 — 622 — 50 entre los divisores de -50.

_9 = P(z) = z(x + 2)(z® — 32° — 50)

Q2(5)=(5)>—3-52=50=125—-75 - 50 =0
Por tanto x = 5 es otra raiz del polinomio P(x). Usamos nuevamente Ruffini para factorizar.

1 -3 0 =50

C(z) =2 +2x+10
5 5 10 50 {R(m)zO

12 10[ 0

Aplicando la formula de la ecuacién cuadrética en el polinomio Q3(x) = 22 + 22 + 10 se tiene:

—2+4-40 —2+£-36 —-2+./(-1)36 —2+-1v36 —2x+iv/36 —2+6i
xTr = = = = =
2 2 2 2 2 2

| P(e) = 2 + 2)(x — 5)(* + 22 + 10)

=—1+3

Que indica que es irreducible, por tanto la factorizaciéon del polinomio pedido se puede expresar de estas
dos formas:

[P(e) = 2(z+2)(e—5)(@*+20+10) = 2(z+2)(z - 5)l( +1)° + 3]
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A.7. Distancia Euclidea

La distancia euclidea o euclidiana es la considerada como distancia ordinaria y habitualmente se le suele
denominar simplemente como distancia.

A.7.1. Valor Absoluto

Definicion A.9. Valor Absoluto

Dado un ntmero real x € R se define su valor absoluto como:

|:17|:\/P:{ zr si z>0

—x si <0

El concepto de valor absoluto se puede generalizar para ntimero complejos C a través del médulo de un

niimero complejo®:
z=a+bieC = |z| = Va2 + b?

A.7.2. Distancia en R

Definicion A.10. Distancia en R

La distancia entre dos nameros reales x; y xo se representa mediante d(z1,x2) y se define como:

d(x1,22) = @1 — x| = /(1 — 32)% = /(22 — 21)? = |w2 — 31| = d(22, 71) LTJ

Nota A.5.

(a—b)? =a® +b*> — 2ab } = (a—b)*=(b—a)

(b —a)? =bv% + a? — 2ab

Ejemplo A.4. Distancia euclidea entre dos nimeros.

d(2,-5) =2 = (=5)| =7 =7 ; d(=5,2) =[=5-2|=|-7=7

A.7.3. Distancia en R?

Definicién A.11. Distancia en R?

En el plano R? la distancia entre dos puntos A = (z1,91) y B = (22,y2), se define a través del
Teorema de Pitagoras.

Y

Y2

wen | dAB) = @2 —2)? T (2 — 1) = /(@1 — 22)® + (41 — 92)? = d(B, A)

Y1

T2 — Ty

Teorema de Pitagoras : d?> = (z2 —21)% + (2 — yl)2

6Ver el Apéndice C, pagina 295.
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Ejemplo A.5. Distancia euclidea entre dos puntos del plano.

d(1,2), (-1, -] = VI- DR+ 2 - ()P =viT9=Vi3

A.7.4. Distancia en R?

Definicién A.12. Distancia en R®

En el espacio R® la distancia entre dos puntos A = (z1,y1,21) y B = (2,2, 22) se define como:

d(A,B) = /(z1 — 22)2 + (11 — y2)? + (22 — 21)? = d(B, A)

d? = (22 — 331)2 + (y2 — y1)2

d(A,B) = \/d? + (22 — 21)?

A.7.5. Distancia en R"

Definicién A.13. Distancia en R"

De forma general y aunque no siempre se pueda representar graficamente, en el espacio R™ la distancia
entre dos puntos A = (z1, 22, -+ ,&,) Yy B = (y1,Y2, - ,yn) se define como:

d(A, B) = /(z1 — y1)? + (w2 = 92)2 + - + (w0 — yn)? = d(B, 4)

A.8. Vectores en el Plano y en el Espacio

Definicién A.14. Vector Geométrico en R"

Un vector’ geométrico en R" es un segmento de recta dirigido que corresponde a un desplazamiento
desde un punto A(x1,x9, - ,x,) a otro B(y1, Y2, - ,Yn)-

= —=z — X, _ 2, A : punto inicial
ke b > 0 e " B punto final

=

v=A

Particularizando al plano euclideo R? y al
espacio 3D R?, los vectores geométricos
pueden representarse graficamente de la
siguiente forma.

"La palabra vector proviene de la raiz latina vector, vectoris que significa “que conduce”.
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Caracteristicas de los Vectores geométricos

Los vectores geométricos se caracterizan por tres elementos:
e Médulo®: es la longitud del segmento.

e Direccion: es la orientacion de la recta.

e Sentido: indica cual el punto inicial y el punto final.

A.8.1. Vectores de Posicién

Definicion A.15. Vector Posicion

Se denomina vector posiciéon al vector geométrico zﬁ en el que el punto inicio es el origen
A=0=(0,0,0).

Es natural representar los vectores posicion utilizando coordenadas encerradas entre paréntesis cuadrados, [].
A las coordenadas se le denominan componentes del vector.

—

Plano (2D) {A = (z,y)} = @=0A=[zy
Espacio (3D) { B = (z,y,2) } = b=0B = [x,y, 2]
Y
Vectores posicién en el plano y en el espacio 3D. En b s s 4

ambos casos los vectores tienen su punto de inicio en
el origen de coordenadas.

A.8.2. Vectores que no son de posicion: Vectores Generales

Definicion A.16. Vectores Generales

Un vector se puede considerar como un ente que dirige una cierta cantidad en una cierta direcciéon y
sentido.

Por ejemplo, el vector ¢ = [3,2] se puede interpretar como:
/Q,f’*\ i “Estando en un punto cualquiera, muévete 3 unidades hacia la
derecha y después 2 unidades hacia arriba”.

[0,2]

7=3,2] = [3,0] +[0,2]

8La norma, (ver la Seccion 6.2.1, pagina 164), generaliza el concepto de mddulo de un vector en el espacio euclideo.

Pedro José Hernando Oter Clases de Alcerra



272 Temas de Repaso

—
En este sentido, los vectores geométricos O A, B? y lﬁ mostrados
3 esta figura, corresponden con el mismo vector (general) [3,2].

651 -3 21 : O—,>4 = [3-0,2-0] = [3,2]
, BC [5—2,5—3]
) DE = [—1—(=4),—2—(-4)] = [3,2]

Il
w
O

Uy = [2,3]
3 )
| 5 = [3,2] Las componentes o coordenadas de un vector son un conjunto de
| ’ . .
277" oA nameros ordenados (pares en el plano, triadas en el espacio, etc.)
1T | i o —
NN =032 # Bh=[3
o 1 2 3 4

A.8.3. Vectores Elementales

e Vector nulo o cero : 0 = [0,0, 0]
e Vector fila: 7 = [z,y, 2]

T
e Vector columna : o= | y
z

Nota A.6.

e El vector nulo 0 = [0,0,0] no se puede dibujar, ya que corresponde con el origen.
e La distincion entre vector fila y vector columna quedara clara en la formacion de matrices, (ver Tema 3).

e Los vectores tienen siempre més de una componente. Se denominan escalares a los nimeros (una Gnica componente)
reales o complejos.

A.9. Vectores en Espacios R", C" y K"

Definiciéon A.17. Vectores en R"

El conjunto de todos los vectores de n componentes reales se representa por R".

]an{[$1,$2,"',217n]: xiGR, ISZSTL}

Ejemplo A.6. Vectores en espacios R".

]RZZ{[J:,y]:m,yEIR} — [1,0}61&2
R® ={[z,y,2]: w,y,2€ R} — [1,-1,1/3] € R’

Nota A.7. Los vectores R™ para n > 3 no se pueden representar graficamente.
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Definicion A.18. Vectores en C"

El conjunto de todos los vectores de n componentes complejas’ se representa por C™.

(Dn:{[‘rlvx%"'yxn]: z; € C, 1§Z§n}

Ejemplo A.7. Vectores en espacios C".

C? ={[z,y]: z,y € C} —  [0,i] € ©?
C?® ={[z,y,2]: z,y,2€ C} — [2+14,4,1]€C>

Nota A.8. En general los vectores C" no se pueden representar graficamente para ningun valor de n > 1.

Definicion A.19. Vectores en K"

De forma general, se puede hablar de vectores en espacios IK"™ donde K puede ser o bien R o bien C.

Nomenclatura

. - . o 1.7e K
Generalmente la notaciéon utilizada para referirse a los vectores es la siguiente: {

2.ve K
La segunda forma, utilizando letras en negrita, se suele usar con vectores complejos para que se pueda distinguir
claramente el conjugado a través de su rayita.

A.9.1. Caracterizaciéon de Vectores

Ademas de por sus coordenadas los vectores de R™ pueden caracterizarse por su longitud y angulo.

Norma de un Vector en R”

Definicién A.20. Norma de un Vector en R"

Dado un vector ¥ = [z1,Z2,-,2,] de un espacio cualquier R", se define la norma euclidea y se
representa por ||7], a la distancia desde el origen al extremo del vector:

19 = /23 + B+ + a2

Longitud y Angulo en R?

Dado un vector ¥ = [z,y] en R? se define su longitud L y su dngulo'® a como los valores:

Y
L =+/2%+ y>? (Teorema de Pitagoras)

a=arctan? si x#0
a==+% si x=0 — {y>0 @ =2

y<0 a=-m/2

H e
5

9Ver el Apéndice C, pagina 295.
10Para R? existen 3 wvectores directores, uno por cada dimension.
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A.10. Producto Escalar y Vectorial en R?®
A.10.1. Producto Escalar

Definicién A.21. Producto Escalar de Vectores en R?

Dados dos vectores @ = [u1, ug, u3] y ¥ = [v1, v, v3] de R?, se define el producto escalar de ambos, y se
representa por - ¥, al nimero real definido por:

‘ﬁ-?’}':ulvl +U2’U2+U3/U3‘

Definicion A.22. Angulo entre dos Vectores de R”

Dados dos vectores @ y ¥ de R", se define el dngulo'! a formado entre ellos mediante la siguiente
expresion:

-

cos uv
Q= =
1l 1]

Definicion A.23. Vectores Perpendiculares

Se dice que dos vectores de R? 6 R® son perpendiculares, si el 4ngulo formado entre ellos es un angulo
recto™?. En estos casos, el producto escalar entre ellos es cero.

A.10.2. Producto Vectorial

Definicién A.24. Producto Vectorial en R?

Dados dos vectores @ = [uy, us, uz] y 0 = [v1, va,v3] de R?, se define el producto vectorial de ambos, y
se representa por @ X ¥ o por @ A U, al vector de R? definido por:

=

EXT=AAT=| uy uy us | = (ugvs — uzv2)i + (uzvr — u1v3)] + (u1vs — ugw1)k

El vector @ x ¥/ tiene la direccién perpendicular al plano formado por los vectores @ y ¥ y sentido siguiendo
la regla de la mano derecha'>.

1 Medido en radianes.

12Es decir su valor es £7/2 rad = 90°.

13Con los dedos de la mano derecha hacemos un movimiento circular del primer vector @ al segundo vector ¥, entonces el sentido
sera el apuntado por el dedo pulgar.
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A.11. Formulas Geométricas sobre Distancias

A.11.1. Distancia de un Punto a un Recta en R?

Punto P = (z1,11) d_le1+By1+C|
Recta Az +By+C=0 T JAZI1B?

Demostracion

RP=RO+QP : ii-RP=7#-RO+7-QP ;: #-RP=0+7-QP :
- 7B < -G8 ; 1) |RB = - 3P ; d= B = 2P

7]

A.11.2. Distancia entre dos Rectas paralelas en R?

{ Punto Recta 1 P = (x1,11)

Recta 2 Ax+By+C=0
de |Azy + Byy + C|
1/142_’_B2

A.11.3. Distancia de un Punto a un Plano en R?

Punto P = (z1,91,21)
Plano Ax+ By+Cz+ D=0

_ Az 4 By1 + Cz1 + D)
A2+BZ+CZ

d

A.11.4. Distancia entre dos Planos Paralelos en R?

Punto del Plano 1 P = (z1, 41, 21)
Plano 2 Ar+By+Cz+D =0

_ |A$1 + By +Cz + D|

d
VA + 52 1 C°
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A.11.5. Distancia de un Punto a un Recta en R?

Punto A = (x1,y1,21)
Recta & =p+tv

L lsxPAj

ligll

Demostraciéon

It » »
|5 x PA| = || PA| sen (6) = |||d

A.11.6. Distancia entre dos Rectas paralelas en R?

Punto Recta 2 Py = (x2,y2, 22)
Recta 1 T =po+tv

ey 4
|0 x PP,
il

Ejercicio A.17. Dadoel plano II: x—2y—2z = 3, encontrar un plano paralelo a II que diste 4 unidades
de él.

Un wvector normal® al plano 11 viene dado por los coeficientes de las variables x, y y z2:
= [17 72, 72]

Todo plano II’ paralelo a II tiene un vector normal que es paralelo a 7, por tanto podemos representar su
ecuacion general como:

II': Ar+By+Cz+D =0 — z—2y—2z+a=0

Siendo « el valor a determinar para que dicho plano II’ diste 4 unidades de II.
Como la distancia entre dos planos paralelos se puede expresar mediante la ecuacion’:

_ |Az1 + Bys + Cz + D| _ |1 —y1 — 21 + @ _ |1 —y1 — 21 + @ _
A%+ B?+(C? VIZ+ (=2)2 + (-2)2 V9

donde P = (x1,y1, 21) son las coordenadas de un punto cualquiera del plano II, por ejemplo P = (3,0,0):

d 4

3—-0—-0
4:% ;o 12=134¢| ; 34+a=+412 = a=+£12-3={9,-15}
Aparecen dos valores posibles de « correspondientes a los dos planos (por encima y por debajo de II) que
distan 4 unidades.

Por tanto las dos posibles soluciones del problema son los siguientes planos:

T —2y—2z=-9 : \x—2y—22=15\

Clases de Alcesrs Pedro José Hernando Oter



A.12. Introduccién a las Funciones 277

A.12. Introduccién a las Funciones

Definiciéon A.25. Funciéon o Aplicacion

Dados dos conjuntos X e Y, se denomina funcién o aplicaciéon a toda regla que hace corresponder
a cada elemento = del conjunto inicial X (conjunto dominio), un y solo un elemento y del conjunto
final Y (conjunto imagen).

Se representa por:

f:X+—Y ; T =y

A.12.1. Tipos de Funciones
Funciones Reales y Complejas

e Si X C IR se habla de variable real.

e Si X C C se habla de variable compleja.

e Si Y C IR se habla de funciones reales.

e Si Y C C se habla de funciones complejas.

Ejemplo A.8. Tipos de funciones.

f:R+— R Funcién Real de Variable Real. Ej: f(x) =22 ; z€eR
f:C+— R Funcion Real de Variable Compleja. Ej: f(x)=1z|] ; =ze€C
f:R+— C Funcion Compleja de Variable Real. Ej: f(x) =iz ; z€R
f:C+— C Funcion Compleja de Variable Compleja. Ej: f(x) =22 ; 2¢€C

Funciones Escalares y Vectoriales

Dada una funcién general:
f: K" — K™

o Si n =1 Funcién de una variable
i ., . .
n > 1 Funcién de varias variables.

o Si m =1 Funcién Escalar
'\ m>1 Funcién Vectorial.

f(fEl,lfQ,..-,mn):[fl(l'l,.’l?g,...,.fr/n) ) f2(x15$2a"'axn)7 ety fm(x17x27"'7$n)}

Ejemplo A.9. Ejemplos de Funciones Reales.

f:R?* — R? F(z,y) = [z,sen(z,y)] Funcién Vectorial de varias variables.
g:R*—R g(x,y,2) = x4+ yz Funcién Escalar de varias variables.
h:R— R? H(x) = [z, 22, 23] Funcion Vectorial de una variable.

%Ver la Seccién 0.3.3, pagina 13.
bVer la Seccion A.11.4, pagina 275.
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A.12.2. Representacion Grafica de Funciones Reales

Existen dos formas muy utilizadas de representar graficamente una funcion real de variable real f: X — Y.

Grifica: Conj. de puntos (x,y)

e A través de diagramas de Venn.

Imagen (o recorrido)

e En un eje de coordenadas cartesianas.

Dominio

Dominio Imagen

ariable mdependiente

ariable dependiente

Para las tradicionales funciones escalares:

Sin=1 = La grafica es una curva en R?.
f:R" — Sin=2 = La grafica es una superficie en R®.
Sin>3 = La gréfica no se puede visualizar.

Las funciones vectoriales cléasicas que se pueden dibujar son:
f:R? — R? ; fR* — R

Representacion grafica de funciones.

PN

SRR

& ‘:““::“‘:""‘.:o‘o'. )

‘“‘\‘3“:‘\‘:““‘ ..::.:o,o."o:;%

RSSO,

\ “3:\“‘\‘:““:‘\‘\“"‘:‘"‘0‘:‘:‘:‘:’l'0:'0/:'4{'4"15{"0////”/
S SIS IA 777
N Ssstonsonstonsodntodinl s

%
0
9l

%

[
AN
!

25

Figura A.6: f:R? — R? Figura A.7: f: R> — R3
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A.12.3. Tipos de Funciones
e Funcién Inyectiva: si a elementos distintos del dominio le corresponden elementos distintos de la imagen.
f: A+ Besinyectiva <= Va,y€ A:x#y— f(x) # f(y)
e Funcién Sobreyectiva: si todo elemento del conjunto imagen es imagen de algin elemento del dominio.
f: A B essobreyectiva <= Vye B:3dzx € A: f(z)=y

e Funcién Biyectiva: si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Tipos de funciones.

Figura A.10: Biyectiva. Figura A.11: No sobreyectiva, no inyectiva.

, Ys
y |
Y2
Y1
i 9 T
No es inyectiva Si es inyectiva Biyectiva No es una funcién
No es sobreyectiva pero no es sobreyectiva

Figura A.12: Ejemplos graficos de funciones reales de variable real.
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A.12.4. Funcién Inversa (o Reciproca) f~!(z)

Definicion A.26. Funciéon Inversa o Reciproca

Dada una funcion biyectiva f : X — Y, se define la funcién inversa (o reciproca) de f como:

e

En caso de que exista, la funcién inversa f~!(z) de una funcién dada f(x) es aquella funcién que tiene
por conjunto dominio el conjunto imagen de f(x) y por conjunto imagen el conjunto dominio de f(z).

La representacion gréfica de f~!(z) es una reflexion de la grafica de f(z) con respecto a la recta y = z. La
Figura A.13 muestra graficamente dos casos sencillos de la funcion inversa, en relacion a la funcién original.

]
s
g
¥
H
o

)

]

v

f(x) = log(r— 1)

Figura A.13: Dos ejemplos de representacion gréfica de una funcion f(x) junto a su correspondiente funcion
inversa f~1(x). Puede apreciarse como ambas son una reflexion respecto de de la recta y = z.

La condicién necesaria y suficiente para que una funcién sea invertible es que sea biyectiva'*.

Nota A.9. La funcién inversa f~1(x) es distinta que la inversa de una funcién [f(z)]~" :

1

[f@) ' = — # =)
f(z)
[ ——
Inversa de la funcion Funcién inversa

Ejercicio A.18. Calcular, en caso de que exista, la funcion inversa f~!(z) de f(z) = 2z + 1.

Esta funcion es claramente inyectiva al ser una recta no vertical = si existe su funcién inversa. Para
calcularla:

l.y=2zx+1
y—1
2 =
T
1,y x—1

14Ver el Apéndice A.12.3, pagina 279.
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A.12.5. Composicion de Funciones

Definicion A.27. Composicion de Funciones

Dadas las funciones:

g: X+—Y
f:Y+—Z

se define, la composicion de las funciones g y f de la siguiente forma'®:

(fog9)(@) = flg(@)]] v % g(z) L flo(@)

(fog): X+— Z

e Para poder realizar la composicion (f o g)(x) = f[g(z)] es necesario que el dominio de f coincida con
la imagen de g.

e El dominio de la nueva funcion (f o g)(z) es el dominio de g(x) y su imagen es la imagen de f(z).

Ejercicio A.19. Dadas las siguientes funciones f(x) y g(z) determinar, en caso de ser posible, las
composiciones (f o g)(z) y (g f)(2).

f@=cos@ 5  gl@)=a*+1
f(z) = cos(a) (fog)@) = flo(@)] = cos(@®+1)
ES
g(w) =2*+1 (9o N@) = glf(@)] = cos(z) +1]

La composicion multiple de funciones es asociativa pero no es conmutativa.

[0 (g 0 /))(x) = Rl(g © £)(x)] = h{g[f ()]}
[(hog) o fl(x) = (hog)[f(x)] = h{g[f ()]}

Sin embargo generalmente: (f o g)(z) # (go f)(x) como se comprueba en el anterior Ejemplo A.19.

} Iguales !! = Es asociativa

15La expresion fog se lee composicién de f y g, o bien, g compuesta con f. Notar que no se nombra siguiendo el orden de escritura,
sino siguiendo el orden en que se aplican en la composicion: (f o g)(z) = f[g(z)]. Primero se aplica la funcién g y posteriormente
la funcion f.
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B.1. Introduccién

En este apéndice se muestran algunas aplicaciones geométricas de la proyeccion ortogonal' y de las
transformaciones lineales®.

B.2. Aplicaciones Geométricas de la Proyeccién Ortogonal

A continuacion se muestran algunas formulas practicas en la determinacion de distancias en R? y R®, obtenidas
mediante consideraciones geométricas y utilizando el concepto de proyeccion ortogonal®.

B.2.1. Distancia de un Punto A a un Recta en R? y R?

Para calcular la distancia d de un punto A a una determinada recta, podemos utilizar la proyeccion ortogonal
de la siguiente forma:

1. Tomamos un punto P cualquiera de la recta y formamos el vector? P—/i
—
2. Calculamos la proyeccion ortogonal de PA sobre el vector director de la recta .

— —
3. La distancia buscada sera la norma del vector diferencia PA — proy;(PA).

—
d = ||PA — proys(PA)| Vector director de la recta.

— { P . Punto cualquiera de la recta.
i

Ejercicio B.1. En R? encontrar la distancia entre el punto P = (2,2) y la recta:

SAREIEE

Tomamos un punto cualquiera de la recta, por ejemplo para t = 1 se tiene P = (0, 1). Entonces calculamos

el vector PA y su proyeccion ortogonal sobre el vector director de la recta ¢ = [1, —1]. Finalmente aplicamos
la formula de la distancia punto-recta.

— —
d = ||PA — proyz(PA)|

oA . A _ [17_1]'[231]
PA=12,2]-[0,1]=[2,1] ; proyz(PA) = m[l —1] [, —1]
d = P4 — proys(PA)| = 2.1~ 211, -1l = IS, 31 =| 3v2

IVer la Seccién 6.5, pagina 178.
2Ver el Tema 4, pagina 119.
3En el Apéndice A.11, pagina 275, se encuentran algunas férmulas alternativas.

4Podemos calcular indistintamente PA 6 AP.
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Ejercicio B.2. Utilizando el concepto de proyeccion ortogonal, encontrar la distancia del punto A =
(1,—1,0) a la recta:

r+y—z = 1

r—y—2z2 = 0
Vamos a utilizar la férmula anterior. Conocido el punto A de los datos del problema, se necesita un punto

de la recta P y un vector director de la misma ¢. Para obtenerlos, vamos a expresar la ecuacion general
de la recta en su forma vectorial, resolviendo el SEL por Gauss.

r=1-y+z=1-1+t=3+t

z=1

1

1 1 -1
-1

1| m-F 1 1 -1
1 -1 -1

0 0 -2 0

A través de la forma vectorial se puede obtener facilmente un punto y el vector director® :

x 1/2 1 P = (3,3,0)
yl=11/2|+t|0| =
z 0 1 v = [1,0,1]

— —
Vamos ahora a calcular los vectores PA y proyz(PA).

PA= 11,0~ (5.5.0) = [5.5.0] s prove(P) = LZBZE LM 01— S0

13 11 13 1 1 9 1 38 /38
d_H[Q’Q’O]_[4’0’4”’_‘“4’2’_4}“_ 16+4+16_\/;_4

B.2.2. Distancia entre dos Rectas paralelas en R? y R?

Finalmente:

Este caso es semejante al anterior, tomando un punto cualquiera P> de una de las rectas y calculando la distancia
de ese punto a la otra recta.

P, : Pto cualquiera de la recta 1.

— T
d = ||P P> — proy;(P1 P)|| P, : Pto cualquiera de la recta 2.
¥ : Vector director de las rectas.

Ejercicio B.3. En R? encontrar la distancia entre las siguientes dos rectas paralelas:

T 1 1 % 0 1
b |yl = 0| +s|1 ;o b |yl =1 +t|1
% =1 1 z 1 1
Tomamos un punto cualquiera de la primera recta, por ejemplo para s = 0 se tiene P, = (1,0,—1).

Entonces calculamos la distancia de P» a la recta #5.

— —
d = ||PyPy — proy(PLP,)||

5Como punto P se puede tomar cualquiera de la recta, dando valores al parametro t. Lo mas sencillo es tomar el punto para
t = 0, como se ha hecho en este caso. También como vector director se puede tomar cualquier vector paralelo al vector [1,0, 1].
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[17171] ) [17_1,_2] -2
P P,=11,0,-1]-10,1,1] =[1,—-1,-2 ; (P Py) = 1,1,1]=—11,1,1
142 [707 ] [07 5 ] [7 ; ] 3 prOY’U( 1 2) [1’1’1][1’1,1] [7 ) } 3 [3 ) ]
— — —2 -1 —4 1 1
PLP; —proyy(P1Pp) = [1,—1,-2] = —[1,1,1] = [g, e ?] ;o d= g\/52 + (=12 + (=4)? = 3v42

3?
= Y2
-3

B.2.3. Distancia de un Punto A a un Plano en R?

En este caso podemos utilizar la proyeccion ortogonal de la siguiente forma:
—
1. Tomamos un punto P cualquiera del plano y formamos el vector PA.
—
2. Calculamos la proyeccion ortogonal de PA sobre el vector normal al plano 7.

—
3. La distancia buscada coincide con la norma del vector proyeccion proyz(PA).

B — P . Punto cualquiera del plano.
d = |[proy(PA)| { 7 Vector normal al plano.

Ejercicio B.4. En R? encontrar la distancia entre el punto A = (1,0,1) y el plano z — y + z = 1.

En este caso un vector normal al plano es 7 = [1,—1,1] y punto del plano puede ser por ejemplo

P = (1,0,0), por tanto:

PA= (1001~ 00,0 = 0.0.1] < proya(PA) = e RS = g

d:%\/1+1+1: \/?g

B.2.4. Distancia entre Dos Planos Paralelos en R?
Este caso es semejante al anterior, tomando un punto cualquiera P; de uno de los planos y calculando la distancia

de ese punto al otro plano.

P, : Pto cualquiera del plano 1.
d = ||proys (P P2)|| P, : Pto cualquiera del plano 2.
7 : Vector normal a los planos.
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Ejercicio B.5. En R? encontrar la distancia entre los dos planos paralelos:

Myt z4+y+z2=1 0 Mo z4+y+2=3

,0) y calculamos la distancia de P; al plano

Tomamos un punto perteneciente al primer plano P; = (1,0
1,1) y el un vector normal del mismo 7 = [1, 1, 1].

M. Para ello tomamos un segundo punto Mo, P, = (1,1,
Aplicando la férmula anterior se tiene:

PP = (11,1 = 1,00 =01 proya(FiFD) =

[\
w%
w

B.3. Transformaciones Geométricas. Movimientos en R? y R’

Una transformacion geométrica, es una aplicacion que hace corresponder a cada punto del plano (o espacio)
otro punto del plano (o espacio). Como consecuencia, las figuras se transforman en otras figuras.

Las transformaciones geométricas més usuales son las traslaciones, rotaciones, reflexiones® y las homotecias.
Todas ellas mantienen la forma de las figuras, pero pueden cambiar su tamaio, orientacion y/o posicion.

Un movimiento de una figura es una combinacion de traslaciones, rotaciones y refleciones.

Cuando a una figura se le aplica un movimiento, produce otra figura de la misma forma y tamano pero con
distinta orientacién. Por su parte, las homotecias cambian el tamano de la figura, pero conservan su forma y
orientaciéon. Vamos a ver con més detalle cada una de ellas.

B.3.1. Traslaciones en R? y R?

Desde un punto de vista matemaético, trasladar un punto (o vector) P de R"™ en una determinada direccién

-

d=[dy,--- ,dy], consiste en anadir a las coordenadas de P los correspondientes desplazamientos d;.
Yy
P’ Ty T dy
d pF=p+d e +
P y, Ty, dn
x

Desde un punto de vista matricial, el movimiento de traslacion no corresponde con una transformacion lineal.

SEstas tres correspondiente al grupo de simetrias.
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Ejercicio B.6. Sea el rectangulo con vértices (1,1), (3,1), 3,2) y (1,2). Encontrar los valores de sus
nuevos vértices, cuando se traslada la figura segin el vector de desplazamiento d = [3, —4].

Y

[ ]

T

Desde un punto de vista computacional, las figuras se almacenan en memoria como matrices de puntos. En
nuestro caso, colocando los vértices del rectangulo como vectores columna se obtiene la siguiente matriz

que define la figura:
P [ 1 3 31 ]

11 2 2

Los vértices de la nueva figura trasladada segin nuestro problema se puede obtener realizando la siguiente
operaciéon matricial:

. o [1 331 3 3 3 3] [ 4 6 6 4
F=P+D P‘[1122]+[—4 —4 -4 —4}_[—3 —3 -2 -2

Siendo por tanto los nuevos vértices (4, —3), (6, —3), (6, —2) y 4, —2) respectivamente.

L]

)

B.3.2. Rotaciones en R?

Primeramente vamos a estudiar el efecto de una rotacién sobre un tnico vector de IR?. Este proceso se puede
generalizar sobre un conjunto de vectores o puntos para calcular el efecto de una rotaciéon sobre una figura plana
cualquiera.

Dado un vector @ = [ug, u,] queremos encontrar las coordenadas que tendra si lo giramos
origen (0,0) un determinado angulo de 3, obteniéndose un nuevo vector ¥ = [vg, vy].

7 con centro en el

El vector original @ tiene unas determinadas coordenadas u, y uy y un dngulo a. A través de estos valores
queremos obtener el valor de las nuevas coordenadas v, y v,. Teniendo en cuenta consideraciones trigonométricas
se tiene:

uy = ||| sen o

{ Uy = ||@]| cos & (B.1)

"En sentido positivo, es decir, en sentido contrario a las agujas del reloj.
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En la operacion del giro de un vector, no cambia la longitud (norma) del mismo, Gnicamente su direcciéon y
sentido, por tanto ||U|| = ||@||. Por otra parte, el &ngulo v del nuevo vector girado ¥ seré igual al original o mas

el valor del giro 3, por tanto v = a + . Se tiene entonces:

([l — fefoxia s ©2)
vy = [[Flseny = ||l sen (o + 3)
Teniendo en cuenta las relaciones trigonométricas:
cos (a+ f3) = cosacos f — sen asen 3
sen(a + 3) = cosasen 3 + sen a cos 3
la Ecuacion (B.2) se puede expresar finalmente como:
vy = ||@]|(cosavcos f —senasen f) = wuycosfS — uysen (B.3)
vy = ||t||(cosarsen S +senacos B) = uysenf + uycos ’

donde se ha considerado los valores de u, y u, dados en la Ecuacion (B.1).

Observando el resultado obtenido en la Ecuacion (B.3) podemos representar la operacion giro de un vector sobre

un angulo 8 como una transformacion lineal de la siguiente forma:

¥=T(@) = Al ; [”m}{cosﬂ _Se“*BH“I} —

Vy sen f3 cos 3 Uy

{

Uy = Uy COS B — Uy sen
Uy = Uy sen [ + uy cos 3

La matriz de esta transformacion lineal se determina matriz de rotacion y se suele representar mediante la letra

R:

n— { cosB —senf3 ]

| senp cos 3

Esta matriz es ortogonal y la transformacion lineal que define es una transformacion lineal ortogonal, cuyas

propiedades se estudiaran en la Secciéon 6.3.5, pagina 173.

respecto al origen.

s

R = |:
6 i s
sen 6 COs 6

vectores columna de una matriz:

1331
P _[ 1 2 2]
Los nuevos vértices transformados son:

cos T  —senf } B [ Vv3/2 —1/2
N 1/2 V/3/2

Ejercicio B.7. Sea el rectangulo con vértices (1,1), (3,1), 3,2) y (1,2). Encontrar los valores de sus
nuevos vértices, cuando se gira la figura un angulo de 30° en sentido contrario a las agujas del reloj,

La matriz correspondiente a este giro, teniendo en cuenta que 30° = & rad es:

Para calcular el movimiento de giro mas facilmente, vamos a disponer los vértices del rectangulo como

3v3-1 3V3-2 V3-2

1/2 /32 1

2 2 2 2
1+v3 3+v3  34+2v3 1423
2 2 2 2

T:R(P)zRgP:{\/M —1/2”1 s 3 ;]:[ﬁ—l

Y

AN

{
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B.3.3. Rotaciones en R?

Las rotaciones basicas sobre R® son aquellas que se realizan sobre cada uno de los ejes de coordenadas X, Y y
Z. Cada una de estas rotaciones tiene asociada una matriz de rotaciéon, similar a la que se obtuvo en la seccion
anterior.

1 0 0]
e Rotacion sobre el eje X (plano Y Z) : R;=1]0 cosB —senp
| 0 senp cos 3 |

[ cosB 0 —senf |
e Rotacion sobre el eje Y (plano X Z) : R, = 0 0
| sen3 0 cosp

—_

[ cosp —senp 0 |
e Rotacion sobre el eje Z (plano XY) : R, = | senp cosf 0
0 0 1

Todas estas matrices de rotacion pertenecen al importante grupo de las matrices ortogonales, que tienen
bastantes propiedades y que se estudiaran en detalle en la Seccion 6.3.4, pagina 171.

Cualquier rotacion general en el espacio R® se puede descomponer en una serie de rotaciones basicas sobre los
ejes, mediante composicion de transformaciones lineales.

B.3.4. Simetria Puntual en R?

Una simetria puntual de centro P es una transformaciéon que hace corresponder a cada punto U otro punto V'
tal que P es el punto medio del segmento UV.

Asignando a cada punto P, U y V sus correspondientes vectores p, @ y ¥ se puede representar graficamente de
la siguiente forma:

Claramente se tiene:

\ﬁ:ﬁm(ﬁ—a’):w—u

S

que no corresponde con una TL.

B.3.5. Reflexiones sobre Rectas en R?

Al igual que en las secciones anteriores, estudiaremos este movimiento inicialmente sobre un tnico vector. Este
procedimiento se puede generalizar para todos los puntos de una figura.

Dado un vector @ = [ug,u,| se quiere determinar las coordenadas de un nuevo vector ¥ que geométricamente
sea la reflexion® del vector @ sobre una recta que pasa por el origen y tiene por direccién el vector d= [ds, dy]g.

8Proceso de trasladar o copiar todos los puntos de una figura a otra posiciéon equidistante de un objeto geométrico (punto, recta
o plano).
9Dicha recta tiene por ecuaciéon vectorial: [z,y] = t[dy, dy] v general: y = (dy/dy)z.
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<y

Siguiendo el grafico mostrado, la solucion de este problema se puede calcular facilmente haciendo uso del vector

proyeccion ortogonal'’, p.

U=+ 20 =+ 2F— @) =2 — (B.4)

En este caso el vector p’ corresponde con la proyeccion ortogonal del vector @ sobre el vector director de la recta
d:

d-i - d i -
T=2p—d=2proy () —d=2=—d—tU=2—=—d—1u (B.5)
’ d-d il
Realizando operaciones se tiene:
2—?2 Uy + 2dzfig Uy — Uy
5 [ Uy } _2d1u$+dyuy do | [us ] _ Il lll]
Uy HC[’HQ dy Uy dod 22
= Uy + 2= Uy — U
iz Iz ¢ Y
Esto se puede expresar matricialmente mediante una transformacion lineal:
2 dzdy
Uz 2Hddll2 L 2 BE Ug
v=T(W)=Aud ; = (B.6)
2
Uy dady 9% _ Uy
lldll? ll4l1?

La Ecuacion (B.6) no es necesario memorizarla y desde un punto de vista practico interesa mucho mas entender
y conocer el proceso realizado para su obtencion, dado en la Ecuacion (B.4) y Ecuacion (B.5). Este proceso es
general e independiente de la dimensién de espacio en que nos encontremos.

Ejercicio B.8. Encontrar las matrices asociadas a las TL correspondientes a las reflexiones de un vector
@ = [ug,u,] de R? sobre las siguientes rectas, encontrando las coordenadas del vector reflectado :

a) Eje x.
b) Eje y.
¢) Recta y = .
Vamos a hacer uso de la matriz encontrada en la Ecuacion (B.6).

a) El eje x corresponde con la recta y = 0 que tiene por vector director d= [1,0]. Por tanto la matriz
correspondiente a la TL que define la reflexion es:

1 0 o o Ug
M[O _1] — "UM:L‘|: ]

10Ver la Seccion 6.5, pagina 178.
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correspondiente a la TL que define la reflexion es:

-1 0

0 1 Mz

= V] = oomr-

L

define la reflexion es:
0 1

M:[1 0

} — ﬁ:Mf:[uy]
Ug

B.3.6. Reflexiones sobre Rectas en R*

b) El eje y corresponde con la recta z = 0 que tiene por vector director d = [0,1].

Aplicaciones Geométricas

Por tanto la matriz

c¢) La recta y = z tiene por vector director d= [1,1]. Por tanto la matriz correspondiente a la TL que

Ejercicio B.9. En R?, encontrar las nuevas coordenadas del rectangulo con vértices (1,1), (3,1), 3,2) y

(1,2), cuando se le realiza un movimiento de reflexion sobre la recta y = —z.
La recta y = —x tiene por vector director d= [1,—1]. Por tanto la matriz correspondiente a la TL que
define la reflexion es:
Y
AN
AN 0 -1
== R
~ >z
) _ [ o —-1][1 33 1] _[-1 -1 -2 -2
T P_T(P)_MP_{—I 0}{1122]_{—1 -3 -3 -1

Como se ha comentado, el proceso seguido para obtener la Ecuacion (B.5) es valido para cualquier dimension, de
forma que se puede obtener, siguiendo los mismos pasos de la secciéon anterior, la matriz 3 x 3 asociada a la TL
de una reflexion de un vector @ de R® sobre una recta que pasa por el origen con vector director d = [de,dy, d.]

y el correspondiente vector reflejado .

la matriz de reflexiéon tiene mucho interés desde un punto de vista geométrico.

Desde un punto de vista operacional, resulta mas interesante realizar el proceso de célculo dado en la
Ecuacion (B.5) que calcular la matriz de reflexion y utilizarla para calcular el vector reflejado. Por otra parte,

Ejercicio B.10. Calcular la reflexion del vector @ = [1, —1,1] de R? sobre la recta:

xr =2t
y=—t
z =3t

El vector director de esta recta es d = (2, -1, 3], de forma que se tiene:

> o 2 1
d- - 2,—-1,3|-[1,-1,1
1—)':2 "u d*’l._l::2[7 33] [3 Y ] _1 o _1 —
||d||2 [27 —1’3] : [Za _173] 3 1
2 1 5
1
zg -1 -| 1=z 1
3 1 11
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B.3.7. Reflexiones sobre Planos en R?

Al igual que se hizo en las reflexiones de vectores sobre rectas, también se puede determinar en R? la reflexion
¥ de un vector @ sobre un determinado plano que pasa por el origen''.

il

Sy

<y
)
g

Para ello sigue siendo valida la Ecuacion (B.4):
U =1U+ 20

En este caso, si se denomina ¢ al vector proyeccion ortogonal del vector @ sobre el vector normal al plano 77, se

puede determinar geométricamente, (ver la figura), que @ = —%, por tanto:
o o o o I N L
T=U+20=4—-2y=1u—2proyz(i) =4 —25—=17 (B.7)
n-n

Ejercicio B.11. Calcular la reflexion del vector @ = [1, —1,1] de R® sobre el plano:
r+y—22z=0

En este caso el vector normal del plano es # = [1,1,—2], de forma que aplicando la Ecuacion (B.7) se

tiene:
N L U I NN 15 e B U 5 ) A 1] of 1 5
vT=u—25——n=| — -2 = -1 [+2 1| =12 =1
n-n 1 1,1,-2]-[1,1,-2] 1 3 9 3 1

B.3.8. Homotecias en R? y R?

Se denomina homotecia a las transformaciones que modifican las dimensiones de una figura pero sin cambiar
su forma ni orientacion. Las homotecias corresponden con ezpansiones y compresiones. de una figura.
Matricialmente, las homotecias con centro en el origen y razén d se pueden representar mediante una
transformacion lineal cuya matriz asociada es:

0 --- 1 0 --- d

Si d > 1 correspondera con una expansién (aumento de tamano) y si 0 < d < 1 correspondera con una
compresion (disminucion de tamaifio).

11Y por tanto con ecuacién general az + by + cz = 0.
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y (1,2) sometido a una homotecia de centro en el origen y razon 3.

La matriz asociada a la TL de la homotecia es:

n= b 5]

Aplicando esta TL a la matriz de los vértices del rectangulo se obtiene:

- o [307[1 3317 [3909
PT(P)HP[O 3“1122]{336

Clases de Alcesrs

Siendo por tanto los nuevos vértices (3, 3), (9,3), (9,6) vy (3,6) respectivamente.

Aplicaciones Geométricas

Ejercicio B.12. En IR?, encontrar las nuevas coordenadas del rectangulo con vértices (1,1), (3,1), (3,2)
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C.1. Introduccidén

Se puede pensar en principio que los nimeros complejos solo estan relacionados con problemas que de alguna
forma no tienen solucién y que por tanto su utilidad béasica radica en separar lo util (real) de lo irreal
(imaginario). Sin embargo, los nimeros complejos son una herramienta mateméatica muy apropiada y natural en
el estudio y resolucion de una gran cantidad de problemas précticos que aparecen en la ciencia y la tecnologia.
En este tema se veran los principios basicos de estos niimeros.

C.2. Formas de los Nameros Complejos
A los niimeros complejos se les puede tratar como puntos, como vectores, como pares ordenados o como niumeros,

ya que comparten propiedades con varias areas.
Vamos a ver primeramente dos formas distintas de expresar los ntimeros complejos junto con sus propiedades.

C.2.1. Forma Cartesiana, z = (a,b)

Definicion C.1. Forma Cartesiana

Un niimero complejo z se define como un par ordenado' de niimeros reales (a,b), donde:
e La primera componente a se denomina parte real y se representa por Re(z) = a.

e La segunda componente b se denomina parte imaginaria y se representa por Im(z) = b.

Definicion de suma y producto de nimeros complejos en la forma cartesiana:

‘(a,b)—l—(c,d):(a—l—c, b—|—d)‘ : ‘(a,b)(c,d):(ac—bd, ad—|—bc)‘ (C.1)

Definicion C.2. Cuerpo de los Numeros Complejos

El conjunto de todos los pares ordenados junto con las propiedades de suma y producto tiene estructura
de cuerpo?.

Definicion C.3. Unidad Imaginaria

Se define la unidad imaginaria y se representa por® i al niimero complejo:

Teniendo en cuenta la definicion de la unidad imaginaria ¢ y el producto de ntmeros complejos en forma
cartesiana (C.1), se tiene:

2 =ii=(0,1)(0,1) = (0~ 1,0+0) = (-1,0)

La forma cartesiana tiene un interés puramente teérico, siendo mas interesantes desde el punto de vista practico
otras formas de los nimero complejos.

1Se llama par ordenado a un conjunto formado por dos elementos y un criterio de ordenacién que establece cual es primer
elemento y cudl el segundo.

2En Mateméticas un cuerpo o campo es una estructura algebraica en la cual las operaciones de adicién y producto cumplen las
propiedades: asociativa, conmutativa y distributiva del producto respecto de la adicién, ademas de la existencia de inverso aditivo,
de inverso multiplicativo y de un elemento neutro para la adicién y otro para la multiplicacién, los cuales permiten efectuar ademas
las operaciones de sustraccion y division.

3En algunos textos y aplicaciones se acostumbra a utilizar la letra j en lugar de la i para identificar la unidad imaginaria.
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C.2.2. Forma Bindmica, z =a + b

Definiciéon C.4. Forma Binémica

Se denomina forma binémica de un nimero complejo z = (a,b) al siguiente modo de expresar sus
partes real y compleja:

— 5 acR Parte Real : Re(z) =a
donde { beR Parte Imaginaria : Im(z) =b

Definicion C.5. Imaginario Puro

Se denominan imaginarios puros a los numeros complejos z = bi con parte real a = 0 y parte
imaginaria b # 0.

Definicion C.6. Conjunto de los Nameros Complejos, C

El conjunto de todos los nimeros complejos se representa por C y se define como:

C={a+bi : a,beR}|

El conjunto de los nimeros reales R es un (pequeno) subconjunto
de C y puede definirse como aquellos ntimeros complejos que ® RcC
tienen su parte imaginaria nula.

C.3. Operaciones Basicas en C

‘La forma binémica es la forma preferida para realizar las operaciones bésicas entre nimeros complejos.

C.3.1. Suma de Nimeros Complejos

Definicion C.7. Suma en C

Dados dos nimeros complejos z1 = aj + b1t y 2o = as + boi se define la suma (+) de 21 y 22 como el
nimero complejo dado por:

z1 —+ Z9 = (a1 —+ bl’L) —+ (CLQ —+ bgl) = (a1 + CLQ) + (bl —+ bg)l‘

Propiedades de la Suma

e Conmutativa: z; + 20 = 29 + 21
e Asociativa: (z1 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23)

e Elemento Neutro (0): z; + 0 =0+ 2; = 2

e Elemento Opuesto (—z):Vz=a+bi I —2z=—a—bi : 2+ (—2)=0

4Por tanto la resta no se considera una operacién distinta, sino como una suma particular.
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Definicion C.8. Resta o Diferencia en C

Se definen la resta (—) de dos nimeros complejos z1 — z5 como la suma del primero mas el opuesto del
segundo?.

‘21—222214‘(—22)‘

C.3.2. Producto de Nimeros Complejos
Definicion C.9. Producto en C

Dados dos ntimeros complejos z1 = a; + b15 ¥ 22 = as + bai se define la producto® de z; y 25 como el
numero complejo dado por:

‘2’12:2 = (a1 + b1t) (ag ol bzi) = aias + tayas + ibjas + i2b1b2 = (a1a2 — blbg) a4 i(a1b2 ar agbl) ‘

Ejercicio C.1. Dados los ntimeros complejos z; = 1+ y 22 = 2 — 2¢ calcular su suma, resta y producto.

2142 = (144)+(2-2))=3—1
zZ1 — 22 = (1+i)—(2—2i):—1+3i
2122 (1+4)(2-2))=(2+2)+(-2+2)i=4

C.3.3. Potencias Enteras de i

Las primeras potencias enteras no negativas de la unidad imaginaria 4 tienen los siguientes valores®:

=1 =il 2=-1] [B=i=—i|  |if==1

donde % es el operador mddulo, que da como resultado el resto de una divisién entera’. El valor de r = n%4
solo puede ser algin natural del conjunto {0, 1,2, 3}.
La siguiente tabla muestra los posibles casos agrupados en los cuatro posibles resultados.

Ejercicio C.2. Calcular i2°1°,

Como 2010 = 502 « 4 + 2, por tanto 2010%4 = 2 — §2010 — 42 = 1

5Es habitual representar el producto de numéros (complejos y reales) sin utilizar ningtin simbolo entre ellos.

6Notar que segiin se vio en el Apéndice C.2, pagina 297 i2 = —1, lo cual implica que i = ++/—1. Esto no puede servir para la
definicion de i, ya que éste es anico.

"En este caso una division entre 4.
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C.3.4. Elemento Inverso, z!
Definicion C.10. Elemento Inverso en C

Dado un z € C, se define (en caso de que exista) el elemento inverso de z y se representa por z !, al
nimero complejo que verifica: zz=! = 1.

z=a+bi (a,b#0) = g =

Ejercicio C.3. Demostrar la férmula de z~! para z = a + bi.

1

Sea z7* = x + yi, donde z,y € IR son los valores a determinar.

L . L B . axr —by =
zz7 =1 = (a+b)(z+yi)=(ax—by)+ (ay+br)i=1 = {ay—i—ba? = 0

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (z,y). Vamos a resolverlo por el método de

igualacion.
1+by —ay —b
1+by =—2 . b+by=—-aty = =
= - a b Ty @y VTt
_ % —ay a
x _ _
b == |T= b a2+
—a+bi (a,b#0 S 2
z=a+bi (a,b#0) = z _a2+b2+a2—|—b22
C.3.5. Divisién en C
Definicion C.11. Division en C
Dados z1, 22 € C, se define la operacion divisién z1 /25 como el producto® z; 25 L
21 1 . as —by . araz +biby  —aiby + asb; |
—_— = =S b =S
n A = (@thi) <ag+b§ M Z) g+ B R

Nota C.1. En el Apéndice C.4.2 y Apéndice C.5.2 se vera una forma maéas practica de calcular la divisién entre niimeros
complejos sin necesidad de utilizar ninguna férmula.

Ejercicio C.4. Dados los nimeros complejos z = 1+ 2i y w = 2 — 2i, calcular z/w y w/z, comprobando
que el producto de ambos es igual a la unidad.

2 12)+2(=2)  —1(=2)+2(2) . 1 3
w2422 22 11
Aplicando la formula de la Definicion C.11 se tiene:
w  2()+(-2)2 —-2(2)+1(-2). 2 6,
z T 1242 2+22 '~ |5 5

z w 1 3. 2 6. 2 6 . 6. 18
SO -(i+5)(F-3)-m+m-mitxn-0

8Por tanto la divisién no se considera una operacién nueva, sino un producto particular.
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Propiedades del Producto

e Conmutativa: zw = wz, Vz,w e C

e Asociativa: (zw)s = z(ws), Vz,w,s € C

e Elemento Neutro: 1 =140i: 21 =1z2=2, Vz € C
e Elemento Inverso: Vz € C — {0}, 327! : 227! =1

e Distributiva respecto a la suma: z(z + s) = zw + zs, Vz,w,s € C

C.3.6. El Cuerpo de los Niameros Complejo

Debido a las propiedades de la suma y producto de niimeros complejos, se dice que € junto con las operaciones
suma y producto, (C, +, *), es un cuerpo’

C.4. Conjugado de un Namero Complejo

Definiciéon C.12. Complejo Conjugado

Dado z = a + bi, se define el conjugado de z, y se escribe z, al nimero complejo z = a — bi.

C.4.1. Propiedades del Conjugado

e 2 tw=z+w, Vz,weCC

e zw=2zw, Vz,weC

e SiZ=—z = 2z es imaginario puro

Ejercicio C.5. Dados z=5—-3iy w = —4+ 8i,
a) Calcular: z, w, 2+ w, Z+ Wy z + w.

b) Comprobar que zZw = Zw.

Zw=(5—3i)(—4+8i) = —20+ (40 + 12)i + 24 =4 1 52i =

zw = (5 + 3i)(—4 — 8i) = —20 + (—40 — 12)i 4 24 = [4-52

b)

C.4.2. Conjugado y Divisién de Niameros Complejos

La férmula para realizar la divisién de nimeros complejos en la férma binémica!'’

el concepto del conjugado complejo de la siguiente forma:

se puede simplificar utilizando

9E] conjunto € no es un cuerpo ordenado, ya que no tiene sentido por ejemplo 0 < ¢ 6 0 < 4.
10Ver la Definicion C.11, pagina 300.
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Demostraciéon

w = (a+bi)(a—bi) = a® —abi+abi+b* = > +b* = wl= - = =

z 1 2w
— = ZW = —
ww

Ejercicio C.6. Calcular las divisiones del Ejemplo C.4, pagina 300 utilizando la férmula del
Apéndice C.4.2, pagina 301.

z 2w (1420)(2+2)) —2+46i _1+§i
w  ww  (2-20)(2+2) 8 | 4 4
E_@_(2—2i)(1—2i)_—2—6z’__2_6i
z 2z (1420)(1-2) 5 | 5

Debido a su simplicidad, la forma bindmica es muy utilizada sobre todo en operaciones sencillas. Sin embargo
en calculos méas avanzados esta forma no resulta practica, utilizandose las formas polar, trigonomeétrica y/o
exponencial.

C.5. Representacion Geométrica de C

C.5.1. El Plano Complejo

e Un numero complejo z = a + bi se puede representar graficamente a través de un punto en un sistema
de ejes coordenados, donde en el eje X, denominado eje real (Re), se coloca la parte real Re(z) = a 'y
en el eje Y, denominado eje imaginario (I'm), la parte imaginaria Im(z) = b.

e El plano formado por este sistema de ejes cartesianos se denomina plano complejo.

e Cada uno de los puntos del plano complejo se denominan afijos y sus coordenadas corresponden con sus
partes real y compleja (a,b).

e Se denomina mdédulo de un nimero complejo a la distancia del segmento que une el origen del plano
complejo con su afijo.

e Se denomina argumento de un nimero complejo al dngulo que forma el segmento que define su moédulo
y el semieje real positivo.

z=(a,b) e Re : Eje real

A
]

Im : Eje imaginario

Afijo: punto del plano complejo con coordenadas (a, b)

Modulo |z| : distancia del origen al afijo.

N
[ )

Argumento 0 : dngulo del segmento del modulo.

Figura C.1: Representacion gréfica en el plano complejo y conceptos asociados.

Nota C.2. El conjunto de los niimeros reales R se representa a través de la recta real y ésta aparece en el plano complejo
representada por el eje horizontal.
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C.5.2. Médulo de un Nimero Complejo

Definicion C.13. Modulo

El médulo de un ntimero complejo z = a+ bi se representa por |z| o por p y corresponde con el nimero
real no negativo tal que: |z| = p = Va2 + b2.

Im
z=(a,b)
VA ‘ Re(z) = a = |z| cosf = p cosd
9 2 n Z=0% 5 {Im(z):b:|z|sen9:psen0
a

Propiedades del Médulo, |z

Sean z,w € C, entonces se cumplen las siguientes propiedades:
e 2| >0 Vz#0 ; [0]=0

o 2z=0a’+b =22 = |z|=V2Z

o | —z| =7
° 2] = 7|
o |2w| = |2 |w]
L,z 1
= — M = — O
oz Eeik |27 El (2 #£0)

|z +w| < |z| + |w|  (Desigualdad Triangular)

El ntmero complejo Z tiene modulo unidad, (z # 0).

||

Ejercicio C.7. Dado z = 1 + 4+/3, calcular su médulo, conjugado e inverso.

/ _ . _ z 1—1iv3
|z| = 12—|—(\/§) :\/ZI: ; Z: ; lesz:

Comprobacion del inverso:

N
~ S

Médulo y Divisiéon de Nameros Complejos

Atendiendo a las propiedades del producto'!, conjugado'? y médulo en € podemos llegar a las siguientes
relaciones practicas:

20

z =il 20 20
ww  |wl|?

= ZW =

11Ver el Apéndice C.3.2, pagina 299.
12Ver el Apéndice C.4.1, pagina 301.
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C.5.3. Argumento de un Namero Complejo

Definiciéon C.14. Argumento

Si las partes real e imaginaria de un ntiimero complejo z = a + bi son ambas positivas, el argumento'®

6 de z expresado en radianes verifica la siguiente expresion'*:
Im
z = (a,b)
\7:\ b
b tanf = — ;0 a,b>0
0 R a
a €

Determinacién General del Argumento

La forma general de calcular el argumento 6 de cualquier nimero complejo z = a + bi depende del cuadrante'®
del plano complejo'® en el que esté situado z. Para ello primero determinamos el siguiente angulo'®:

14

« = arctan —
|al
que corresponde con el angulo (argumento) que tendria si z estuviera en el primer cuadrante (valores positivos
de a y b). En funcion del cuadrante en que se encuentre z, que dependeré de la posicion del punto (a,b) en el
plano complejo, asi tendremos que modificar el valor de o para determinar el argumento.

En las siguientes figuras se ha representado los cuatro casos posibles en los que se puede encontrar z
(primer cuadrante, segundo, tercero o cuarto) y la modificacion que hay que hacer para obtener el valor del
correspondiente argumento 6.

Im Im Im Im

Re
(0%

XN o o
(R

z = (a,b) 0 z = (a,b)

=r=a

Notar que en todos estos casos se calcula un valor positivo del argumento 6 € [0, 27], de los infinitos valores que
tiene z.
En los siguientes ejercicios se muestran un par de ejemplos de este calculo.

13Ver el Apéndice C.5.1, pagina 302

14Ver el Apéndice A.1.2, pagina 251.

15Ver el Apéndice A.1.2, pagina 253.

16En los casos practicos, sin calculadora, es bueno recordar los valores de la tabla dada en el Apéndice A.1.2, pagina 253, para
los valores trigonométricos de angulos sencillos del primer cuadrante.
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Ejercicio C.8. Dado z = —1 + iv/3, determinar arg(z).

En este caso el afijo de z se encuentra en el segundo cuadrante del plano complejo. Teniendo en cuenta
los valores trigonométricos dados en el Apéndice A.1.2, pagina 252 se tiene:

bl _ V3 T .
z=(-1,V/3) fm tano‘:m:T - Oéig (60°)
2
sz—azw_zzl (1200)
3 3
o 0
2
e arg(z) = 5 +2kn | ; kel

Ejercicio C.9. Dado z = —3 — iy/3, determinar arg(z).

En este caso el afijo de z se encuentra en el tercer cuadrante del plano complejo. Teniendo en cuenta los
valores trigonométricos dados en el Apéndice A.1.2, pagina 252 se tiene:

Im
b 3
tan :u—£ = a:% (30°)

N T3

9:ﬂ+a:ﬂ+%:—f (210°)

arg(z):%T—l—er ; kel

z=(-3,—3)

Si 6 es el argumento de un ntimero complejo z, entonces § 4 2k para cualquier entero k también lo sera'”, por

tanto existen infinitos argumentos asociados a todo nimero complejo z y el conjunto de todos ellos se denota

por arg(z).

‘arg(z):9+2k7r‘ i kel

Definicion C.15. Argumento Principal

Se denomina argumento principal'® de un nimero complejo z, al
0 € (—m,m]. Se representa por Arg(z).

o Arg(z)
T T

unico angulo 0 € arg(z) tal que

Im

27

ST

—T 0;

El argumento principal es un elemento clave en la identificacion de un nimero complejo, y es utilizado de
forma habitual para identificar un nimero complejo y hacer operaciones con él.

17Tener en cuenta que 2k7 radianes corresponde con k vueltas completas de 360°, en el sentido positivo (contrario a las agujas

del reloj) si k > 0y en el sentido negativo (a favor de las agujas del reloj) si k < 0.
18 A veces, por abuso del lenguaje, se denomina simplemente argumento al argumento principal.
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Ejercicio C.10. Baséndose en lo realizado en el Ejemplo C.8 y Ejemplo C.9 determinar el argumento
principal de los nimeros complejos 21 = —1 +iv/3 y 20 = —3 — iV/3.

Teniendo en cuenta que el argumento principal debe cumplir: —7 < Arg(z) < m, se tiene:

a) 21 =—-14iV3

2
arg(z) = % + 2km

Segun el resultado del Ejemplo C.8, pagina 305 =
U # on 8n 2
3 " 0 3 3 Arg(z) = ?ﬂ
b) 20 = -3 —iV3
7

Segtin el resultado del Ejemplo C.9, pagina 305 =  arg(zs) = % + 2k
¢ _bm % x in 197 5

"% 0 6 3 Arg(zs) = —%

C.6. Otras Formas de los Nameros Complejos

Ademas de las formas'? cartesiana y binémica, existen otras formas de representar los nimeros complejos, que
son muy utilizadas en la préctica, en funcién de la aplicaciéon u operaciones que se realicen. Estas formas son:

e Forma trigonométrica y polar.
e Forma exponencial.

Vamos a ver cada una de ellas, explicando sus aplicaciones, ventajas e inconvenientes.

C.7. Forma Trigonométrica y Polar

Definicion C.16.

Forma Trigonométrica o Polar

Teniendo en cuenta la geometria de un nimero complejo en el plano complejo®’ se puede definir un
ntimero complejo a través de su forma trigonométrica y/o polar como sigue:

‘z:a—i—bi:p cosf+1ip Sen9:p(cos9+isen9)=pg‘

p (cosf + isend)
[Nota: 6 esta en el subindice]

Forma Trigonométrica de z

A GR { Forma Polar de z : po

La razon fundamental de expresar un namero complejo z a través de su forma trigonométrica y/o polar es la
sencillez de operaciones: multiplicacion, division, potenciacion y raiz n-ésima, como se verd en el Apéndice C.7.2
y Apéndice C.11. Sin embargo, las operaciones de suma y resta de ntimeros complejos es mucho mas sencillo
de realizar en la forma binémica o cartesiana.

19Ver el Apéndice C.2.1, pagina 297.
20Ver el Apéndice C.5.1, pagina 302.
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Ejercicio C.11. Pasar a la forma trigonométrica y polar los siguientes nimeros complejos: z; =1 —14 ;
zo = —1+iV3.
a)
1 21| = VA2 + (-1)2 = V2
e 6 = arctan “ || = arctan(l) z

™
Como el afijo de z; cae en el cuatro cuadrante, el valor del argumento sera: 67 = —0 = 1

|-

zlzl—i:\/i<cos4ﬂ+iscn4ﬂ> :\/ﬁ(cosg—isen

b)
= (12 + (V3P = Vi =2

=-1+iV3 }
§ = arctan 2! = arctan v/3 =

2w

En este caso el afijo de z5 cae en el segundo cuadrante y por tanto su argumento seré: 6y = 71—60 = —

2r . 2
2 (cos? +zsen?> = 2%”

Zzz—l—i\/§=

Ejercicio C.12. Dar la forma polar de un ntimero real y de un imaginario puro, tanto positivo como

negativo.

ea+0i=ap| ; —a+0i=]ar]
o0—|—bz’: : O—bi:

C.7.1. Propiedades y Operaciones Basicas de la Forma Polar

® —2=poir

® iz = pg_;'_%

e Z=p_p

Multiplicacién y Division en Forma Polar

Sean z=a+bi=py ; 2 =d+Vi=/p,

o 22" = (pp')o+0)

Clases de Alcerra
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Demostraciéon

Teniendo en cuenta que:

cos(a+b) = cosacosb—senasenb ; cos(a—b)=cosacosb+senasenb
sen(a +b) =senacosb+ cosasendb ; sen(a—0b) =senacosb— cosasenb

Tenemos que:
z122 = (pg)(pp) = p(cosB + isen)p'(cos @' + isend’) =
= pp'[cosfcosf — senfsend + (cosBsend + senf cosf')i] =
= pp'[cos(0 + ') +isen(0 +6')] = (pp) (011 -

Siguiendo el mismo procedimiento se puede demostrar la formula para el cociente de niimeros complejos
en forma polar, utilizando en este caso las féormulas de coseno y seno de diferencia de dngulos.

Ejercicio C.13. Dados los ntimeros complejos z; = —1 — i y 23 = 1 + i1/3, deteminar su producto z;2;
y su cociente z1/z9 en forma polar.

Primero pasamos los complejos a su forma polar:

2] = V(12 + (-1)2 = V2

—-1—3 zZ1 = 257”
1

21

0 + arct 1 n ™ 5T
= arctan — = - =—
L= 1~ "1
|22] = /(1) + (V3)2 =2
zo =1+ ’L\/g 29 = 2%
0 + 3 0w
= arctan — = —
2 1 3
o« 21z = (VO(2) (54 5) = | 2V205p
A2 _ V2
= (8T 3 g
C.7.2. Potencia n-ésima en Forma Polar
Definicion C.17. Potencia n-ésima de un Complejo
Dado z = a + bi se define la potencia n-ésima de z como:
‘z":(a—i-bi)":(a—l—bi)(a—i—bi).’.‘.(a—i—bi)‘ ; neN

Teniendo en cuenta la férmula de De Moivre?' es facil comprobar que:

\ 2" = [po]™ = pny \

Ejercicio C.14. Demostrar la féormula de potenciacién en forma polar.

2" = [po]” = [p(cos @ + isenB)]” = p"(cosf + isend)"™ = p™[cos(nb) + isen(nd)] = piy

21Ver el Teorema C.2, pagina 310.
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Ejercicio C.15. Calcular 2% siendo z = 1 + i, dando el resultado en forma binémica.
A través de la forma tradicional:

S=0+)=0+)A+)A+)A+)A+i)(1+0) ="
En forma polar:

z=14i= {p B m:ﬁ} =V2r ; = (V2L = (2%)s

_ 1 _
0 = arctany =7

3 3
25 =8 (cosQ7r —i—isen;) =8(0—1)=|—8i

C.8. Forma Exponencial

C.8.1. Exponencial Compleja. Formula de Euler

Definicion C.18. Funciéon Exponencial en R

La funcién exponencial es la funcion f : R — R definida por:

F(z) = € T € IR,
e = numero e = 2, 718281828459...

Por claridad en la notacion, a veces la funciéon exponencial suele expresarse mediante el término ezp de la
siguiente forma:
e” = exp(x)

Teorema C.1. Exponencial Compleja: Formula de Euler

Para todo = € R se cumple®:

‘em:cosx—l—isenx‘ ; r€eR

denominada exponencial compleja o formula de Euler?’.

22La expresiéon cosx + isenx a veces se denota por cis .
23Con este nombre es también conocida la ecuacion:
e +1=0

que corresponde al caso particular x = m y que es considerada la ecuacion mds bella del mundo.
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Demostracion C.1.

La funcién exponencial puede definirse a través de su desarrollo de McLaurin®* de la siguiente forma:

co 2 3

- 1 - X X X
el = 7?07‘% = 1+ﬁ+_!+_!+... r e R
Por tanto:
Tl _ E:Znn _ i 1 2 i 3 1 4 i 5 1 6 i 7
e E”L ]__|_Fx__'x ——!{E -|-—'£E ——!.’E ——!{E ——!LE —+ ..

.'L'2 .'1:4 2176 .'L'3 2175 2177
:<1—E+I—E+"'>+Z<x—§+a—ﬁ+"'>

Teniendo en cuenta los desarrollos de McLaurin de las funciones seno y coseno:

_ - (_1)11 2n  __ $2 $4 ‘/BG
COS%-Z(Qn)!m _1—54_5_54_... rc R
n=0
B o) (71)% omtl 1.3 $5 1,7

n=0

se obtiene la formula de Euler:
e = cosx +isenx

Definicion C.19. Exponencial de un Complejo

Si z € C se tiene que la exponencial de un nimero complejo es:

e = e = %% — ¢ (cosb + isenb) ‘

En la forma polar/trigonométrica:

e = exp (pg) = exp[p(cos + isen B)] = exp(pcosf) exp(ipsen ) = e” > [cos(psen §) + isen(psen )]

C.8.2. Férmula de De Moivre

Teorema C.2. Foérmula de De Moivre

‘ (cos@ +isenf)™ = cos(nb) + isen(nd) ‘

Demostracion C.2.

Aplicando la Formula de Euler y teniendo en cuenta que (a®)¥ = a®¥ tenemos :

(cosf +isenf)™ = () =¥ T2 cog(nb) + isen(nd)

24Correspondiente al desarrollo de Taylor en torno al punto z = 0. Ver el concepto en algin texto de Calculo Infinitesimal.
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C.8.3. Forma Exponencial

Definicion C.20. Forma Exponencial

Un nimero z € C se puede expresar en la forma exponencial como sigue:

z=a+bi:pg=p(cose+isen9):

Las utilidades de la forma exponencial son las mismas que las de la forma polar.

C.8.4. Operaciones en Forma Exponencial

Sean z=a+bi=ps=pe® ; Z=d +bi=py =pe?
o 22 = (pp')el+0)
i:(ﬁ) (0=
Z\p
— prenti

Nota C.3. La demostracién es inmediata en base a el Apéndice C.7.1, pagina 307 y Apéndice C.7.2, pagina 308.

100

Ejercicio C.16. Dados los nimeros z; = 144y zo = 1 —4 calcular z122, 21/22 y 21" utilizando la forma

exponencial.

p‘;'

z=1+i=12eT i oz=1—i=12e
2129 = (\/i)(\/ﬁ)e(%_%)z = 2@0 =
2 V2

i

(5+35)i—¢

o

ESE]
ENE]
~—

[~]

— = —=€
zZ92 \/i

21007 ; : ;
z%oo _ (\/5)1006 10T 950,i25m _ 950 ,i[12(2m)+7] _ 950 im _ | _950

C.9. Logaritmo Complejo

Teorema C.3. Logaritmo Complejo

Dado un ntmero complejo z = a + bi = pg = pe’?, con z # 0, se define el logaritmo (natural o
neperiano) complejo de la siguiente forma:

‘logz:log(pg)zlogp+(9+2kﬂ')i‘ i keZ

Demostracion C.3.

Sea z = py y queremos calcular log z = x + yi. Despejando de esta ultima expresion se tiene:

p = €* = x=logp

z ="V = e%(cosy +iseny) = e, =

0 = y+2kn = y=0-2kn

Notar que k € Z y por tanto es indiferente que aparezca como positivo o negativo.
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Existen infinitos valores del logaritmo de un z # 0, que se obtienen a través de la formula del Teorema C.3,
dando valores a k.

El cambio de base®® en los logaritmos complejos se hace de forma analoga al de los logaritmos reales:

‘ log, z = log; z - log,, b ‘ (Formula de Cambio de Base)

Definicion C.21. Logaritmo Principal

El logaritmo principal de un namero complejo z se define como:

‘logz:10g|z|+iargz‘ ; z#0

donde arg z es el argumento principal®® de z.

Ejercicio C.17. Calcular el logaritmo principal del namero z = /3 + i.

z=\/§+i=2%

log(z) = log 2 + (% Y%m)i 3 ke

Tenemos que encontrar el valor de k que hace (6 4+ 2k7), es positiva y lo mas pequena posible.

T
k=0 0)=|—
) () 6
k=1 ; (9+2m) =211
k=2 ; (0+4m) =28

Por tanto, en este caso el logaritmo principal es:

log (V3 +1i) = log 2 + %z

Una forma mucho més efectiva de calcular el valor principal de un nimero complejo es expresar el nimero
complejo en forma exponencial y aplicar las propiedades de las potencias y logaritmos, de la siguiente
forma:

log(V3 + 1) = log 2¢"™/% = log 2 + log ¢'™/% = log 2 + %iloge =|log2 + %z

25E] logaritmo en base b de un nimero z se define como:

logpz=y = b ==z
26Ver la Definicion C.15, pagina 305.
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Ejercicio C.18. Comprobar la veracidad del resultado del ejemplo anterior.

Como por definiciéon de logaritmo:
logpz =y = b=z

En nuestro caso la base es el niimero e y por tanto:
log (V3 + i) = log 2 + %z —  eloeTi = /31
Vamos a comprobarlo:

. iy iy 3 1
61082"1‘61 — elog2e§l = 2¢6 = 2% — Z(COS% +isen %) — 2(\/7_ + 51) =

Por tanto, el resultado es correcto.

C.10. Potencia Compleja

Definicion C.22. Potencia Compleja

Dados dos ntimeros complejos z # 0 y w, se define la potencia compleja z* de la siguiente forma:

Zw:ewlogz : z;«éO

Ya que existen infinitos valores del logaritmo de un nimero complejo, también existen infinitos valores asociados
a una potencia compleja.

Definicion C.23. Valor Principal de una Potencia Compleja

Se denomina walor principal’” de una potencia compleja z* al Gnico valor resultante de tomar el
logaritmo principal®® de z en la definiciéon de potencia compleja.

Ejercicio C.19. Calcular el valor principal de la siguiente potencia compleja (1 + i\/g)lfi.
Aplicando la definicion de potencia de un ntimero complejo, se tiene:

(1 +i\/§)1—i — o(1-0) log(1+iv/3) _ e(1=1) log(2¢7/3) _ e(lfi)(log2+logei"/3) _ e(lfi)(log2+%'loge) _

— e(l—i)(log2+%‘) — e<10g2+%)+i(§—log2) — elongﬂ/Bei(w/B—logQ) — ‘ 26#/3ei(7r/3—10g2) ‘

Notar que esta forma de calcular el logaritmo, siguiendo las reglas habituales de los ntimeros reales, produce
un tnico resultado correspondiente al valor principal del logaritmo.

27También se le denomina rama principal.
28Ver la Definicién C.21, pagina 312.
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C.11. Raiz n-ésima de un Nimero Complejo

Definicion C.24. Raiz n-ésima de un Numero Complejo

Un ntmero complejo no nulo z = py = pe’? tiene n raices n-ésimas, que pueden ser expresadas a
través la siguiente formula?:

r = {/p>0 (siempre existe y es tnico)
1/n _ n/p i .
2/ = Yz=re¥ — neN (C.2)
0 + 2k ’
6 = TEHT 01,2, -1
n

En forma exponencial:

Demostracion C.3.

o= p = r=3p
Si ¢pg=1, = (ro)"=py =
ng = 0+2kr — <p=‘9++’”

El valor principal de la raiz n-¢sima de z = pg es {/z = (%/p)o/n donde @ es el argumento principal de z y
corresponde con tomar el valor k¥ = 0 en la Ecuacion (C.2).

Ejercicio C.20. Calcular 1+

Como es una raiz cuadrada tendra dos soluciones z; y zs.

P= \/52\4/5 4 4
1+1i=v2s = Vi+i g miaszke [ k=0 61 =m/8 Viti={V2z,V2e}
T2 k=1 6,=97/8

En este caso, las dos raices solucién son ntimeros complejos, cuyo valor puede dejarse en forma polar.
Notar que ambas soluciones son complejos opuestos®!, ya que 0 = 0; + m y por tanto®? z; = —zs.

Ejercicio C.21. Calcular v/—1

En este caso al ser una raiz cibica tendra tres soluciones 21, 25 y 23.

. 3 k:() 0111 3 _
-1+0=1; = v-1 g — 7,+32,m k=1 92:7?; \/—1_{1%,1,,,1%”}
k=2 03=23T

sz ) y una real

Notar que 1, es el nimero real —1, por tanto /—1 tiene dos soluciones complejas (1§ , 17

(-1).

29Notar que 6 representa el argumento principal de z, 8 = Arg(z).
30Ver la Definicion C.20, pagina 311.
31Ver el Apéndice C.3.1, pagina 298.
32Ver el Apéndice C.7.1, pagina 307.
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Ejercicio C.22. Calcular /(1 + )2
Primeramente calculamos el valor interior de la raiz:
1+7/:\/§F/4 - (1+Z)2:2ﬂ'/2

p=+v2
(1+4)2 9:”/2“’”{ k=0 6, =m/4 V40?2 = {V2z,V2s:}
2

k=1 6,=>5r/4

Notar que este resultado es igual al obtenido mediante la operacién tradicional con niimeros reales:

VI +i)2=£1+i) =

~1—i = V2

Geometria de las Raices n-ésimas

Sin > 2, las n raices n-ésimas de un complejo z forman al representarlas en el plano complejo un poligono
regular®® de n lados inscrito en una circunferencia de radio {/|z|.

En la siguiente figura se muestra graficamente las cinco raices z; con k =
{0,1,2,3,4} de /7, siendo z = 4 + 3i. Vemos que las raices forman en el plano
complejo un pentégono inscrito en una circunferencia de radio \“/m y centro
el origen.

Notar que el argumento de zj es 6/5, siendo 6 el argumento de z, y el argumento
del resto z es (0 + 2km)/5.

Ejercicio C.23. Representar graficamente en el plano complejo las raices segunda, tercera, cuarta y
quinta de la unidad.
Im(2) .4 Im(z) 4 Im(z) 4
Vi . MR
22
Z1 20 , J 0 \
Re(z) ) Re(2)
23
z2 Z4

Ejercicio C.24. Calcular {/z con z = 2,3 y representar el resultado en el plano complejo.

p=+v2~115
Im

z us

29 k = 0 91 = 15

k=1 0,=1%

z3 15

21 /2,

Re /3 0 — Tr/3-é-2k7r k=2 05 = %
_ _ 197
Z4 z5 k=3 04 = 15
k=4  05=237

3381 n = 2 se obtiene una recta.

Pedro José Hernando Oter Clases de Alaerra



316 TEMA C: Nameros Complejos

C.11.1. Raiz Cuadrada Generalizada

La formula general Ecuacion (C.2) no siempre resulta una forma practica para determinar las raices de un
nimero complejo, principalmente cuando los argumentos de las raices no son dngulos simples conocidos. Vamos
a ver una forma més general de determinar las raices cuadradas de un nimero complejo.

Sea:
Va+bi=z+1iy

donde a + bi es un numero complejo conocido y x + iy los valores desconocidos de su correspondiente raiz
cuadrada. Entonces despejando:

a+bi=(z+iy)? =22 —y® +20yi —> P -yt =a
N vy = 4 4 20y =b
dando lugar a un sistema no lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas, cuya resolucion:

b 2
y=5 == x2—y2:$2—@:a = 'V =4da2® = 2'—4dax® - =0

da lugar a una ecuaciéon bicuadrdtica. Para resolverla podemos hacer un cambio de variable:

4a + /16a? + 4b2
2 = 2 dat-b=0 = t= a4 2a+ = 2a + /4a? + b?

t==x

De estos dos valores de t, solo el positivo tiene sentido al deshacer el cambio de variable, obteniéndose los valores

z,y € R:
b i :
Ty = +it = Yy = E —> Raices: |xy +iys

Ejercicio C.25. Encontrar las soluciones de la siguiente ecuaciéon cuadratica compleja:

224 diz—T+4i=0

Aplicando la conocida formula para la resolucion de ecuaciones cuadraticas reales a este caso se tiene®*:

—4i 16 — 4(=T7+4i) —4di+/—16+28 —16i) —4i —16i
L i+ 62 (=7 +4i) _ —4i+ 625+8 6i) _ —4i+ 212 T T

Notar que en este caso al pasar el namero complejo 3 — 4 a su forma polar, el argumento no es uno de los
valores conocidos sencillos. Por tanto vamos a calcular la raiz cuadrada a través de la forma generalizada.

V3—di=z+4iy = 3—di=(x+iy)?=2>-9y"+2yi — {giy__yz_zg: y= =2
xQ—%zi’» oot —4=322 ; 2'—322-4=0 =AY t = 22
t?—3t—-4=0 = t:3iv29+16:3:2t5:{—1,4}

Deshaciendo el cambio de variable:
s Vi — {iz\/\/i:& : iiisilzlti:d(f{zziqlliexelf{

Por tanto, los valores de la raiz cuadrada buscados son:
V3—4i={2—1i,—2+1}

Por tanto las soluciones buscadas de la ecuacion cuadratica compleja original son:

z=—-21+V3—-4di=

1 =-2+2—i=2-3i
Zp=-2—2+i=-2—i
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C.12. Seno y Coseno Complejo

Teniendo en cuenta la formula de Euler®, las funciones trigonométricas seno y coseno de un namero real 6 se
pueden definir como:

e?i 4 =01 cosf +isent +cosf —isend  2cosl
cos = —— | = = = cosf
2 2 2
efi _ =04 senf + isenf — cosf + isend 27 sen 0
senf = ——— | = - = — =senf
21 21 21

Siguiendo estas féormulas se pueden definir las funciones trigonométricas seno y coseno en el campo de los
nimeros complejos de la siguiente forma.

Definicion C.25. Seno y Coseno Complejo

Las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente se definen en el plano complejo de la siguiente
forma:

sen z ezz _ e—ZZ . eZZ _ e—Zl
tanz = = =—1| —

cosz  i(e* +e ) et + e 2

21
Demostracion C.3.

Comprobamos las formulas del coseno y seno complejo usando la formula de Euler y teniendo en cuenta

que cos(—a) = cos(a) y que sen(—a) = —sen(a).

e* +e % cos(z) +isen(z) + cos(—z) +isen(—z)  cos(z) + isen(z) + cos(z) —isen(z)  2cos(z) cos(2)
2 B 2 B 2 2

e* —e *  cos(z) +isen(z) — cos(—z) —isen(—z) _ cos(z) + isen(z) — cos(z) +isen(z)  2isen(z) sen(2)
2 2i B 2i 2%

Ejercicio C.26. Expresar en forma binémica el valor de cos(1 + 7).
Aplicando la definicion del coseno de un ntimero complejo se tiene:

(A+i)i 4 —(1+i)i —14i i —1i —i “1(cos1 4+ isen 1 S(—1) + isen(—1
cos(l—l—i)ze —|—Qe _¢€ 2—|—e _e e ;—ee _e (cos1+ isen )—l—Qe[cos( ) +isen(—1)]

-1, —1 -1 1 : 1 1—3 1 -1 -1 _
_e e;—ee _e (cos 1+ isen )2—|—e(cos isen ): e—l—; casl o 12 . € enl

34Notar que en la férmula no aparece el doble signo & delante de la raiz, ya que en este caso se obtendran dos soluciones complejas
cualesquiera, no necesariamente la misma con signos opuestos.
35Ver el Teorema C.1, pagina 309.
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Nota C.4. Basadas en las féormulas anteriores, se definen las Funciones Hiperbdlicas: seno hiperbélico, coseno hiperbodlico y
tangente hiperbdlica, de un nimero x € R, de la siguiente forma:

T _ —x T —x x
senh (z) = c-° ;| cosh(z) = ete”

] senh () e” —e”
2 2 ’

cosh (z) e® +e~ 7

tanh (z) =

Verificandose, entre otras, la siguiente propiedad béasica: cosh 2(90) - senhQ(x) = i,
En base a ellas se definen también las siguientes funciones hiperbélicas complejas para cualquier nimero z € C:

z_ ,—z z —z z
senh (z) = % ;| cosh(z) = %

senh (z) e* —e”

g tanh = =
anh (2) cosh(z) e*+e*
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