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0.1. Introduccion 3

0.1. Introduccién

Definicion 0.1. Calculo

El Calculo Infinitesimal' es un area de las Matematicas® en la que se estudian diferentes métodos y
técnicas utiles para la resoluciéon de un gran nimero de problemas de interés cientifico y tecnologico.

e El Cdlculo se ocupa entre otras cuestiones del estudio de los incrementos en las variables, limites, series
infinitas, integrales, pendientes de curvas, valores méaximo y minimo de funciones y de la determinacion
de longitudes, areas y voliimenes.

e Su uso es muy extenso, sobre todo en ciencias e ingenierias, siempre que haya cantidades que varien de
forma continua.

e El Cdlculo constituye una parte muy importante de las matematicas modernas, dividiéndose en dos areas:
Cdlculo Diferencial y Cdlculo Integral, estudiandose ambas en este curso.

0.1.1. Ramas de las Matematicas

El campo de estudio de las matematicas es muy amplio de forma que se suele clasificar® en distintas areas
. . ., . . [ . .
denominadas ramas®. Una clasificacion simplificada® es la siguiente:

Teoria de

Nt Elemental

A s

Funcional

) Caleulo Analisis
Algebra
Lineal -
Andlisis
Arménico

Procesos
Estocés- Probabilidad Teorfa de
ticos la Medida
Matematicas
Puras

Estadistica

Combinatori
Matematica
Discreta

Ané!ls_ls Teorfa de
Numérico Grafos

Geometria
Criptografia i Computacioi]

Calculo

Simbolico Too Geometr
Co

1Es habitual denominarlo simplemente Cdlculo. En inglés se denomina Infinitesimal Calculus o simplemente Calculus.

2Mas concretamente el Cdlculo es una parte del Andlisis Matemdtico Real. Desde un punto de vista simplista, los libros sobre
Cdlculo suelen carecer de ciertas demostraciones para enfatizar mas en las matematicas como instrumento practico, mientras que los
libros sobre Andlisis Matemdtico aparecen ciertas nociones mas teéricas. Muchas veces se considera el Cdlculo como las matematicas
apropiadas para los ingenieros mientras que el Andlisis es mas propia para matematicos y fisicos que necesitan unas nociones extra
de formalismo.

3Hay deferentes clasificaciones en funcién de las caracteristicas de interés.

4La palabra rama proviene del simil de la clasificacién con un arbol y sus correspondientes ramas.

5La Sociedad Matematica Americana (AMS) distingue unas 5000 ramas distintas de las matematicas.
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0.2. Infinito

Definicion 0.2. Infinito

La palabra infinito proviene del latin y significa aquello que no tiene (ni puede tener) término o fin.

El simbolo matemaético de infinito® es similar a una curva lemniscata” y se cree que podria proceder
de sfmbolos religiosos o alquimicos antiguos. Fue introducido en la notaciéon matematica por el
matematico inglés John Wallis en 1656.

El concepto de infinito aparece en varias ramas de las mateméticas®, filosofia, astronomia, etc. en referencia a
una cantidad sin limite ni final, y es contrapuesto al concepto de finitud.

0.3. El Lenguaje Matematico

Definiciéon 0.3. Lenguaje Matematico

El lenguaje matematico es una forma de comunicacion, similar al lenguaje natural, cuyo objetivo es
la expresion de los contenidos de forma precisa y sencilla.

El lenguaje matemdtico es universal, siendo igual en cualquier parte del mundo.

Vamos a repasar los elementos del lenguaje matemdtico que le confieren estas importantes propiedades.

e El lenguaje matemdtico, ademas de naturalmente nimeros esta formado por una serie de simbolos, cuyas
grafias representan conceptos muy determinados, como por ejemplo el simbolo de la integral, de la raiz
cuadrada, de infinito, etc.

e Ademés, aparecen términos matematicos especiales, como los correspondientes a las funciones
trigonométricas seno, coseno y tangente, al de los logaritmos, a los limites, etc.

e Por ultimo, también aparecen términos generales del lenguaje natural, pero que en matemaéticas tienen
significados muy particulares. Por ejemplo, aparecen letras latinas, tanto mayusculas como minisculas,
para referirse a variables, conjuntos, vectores, etc. y también aparecen letras griegas que sirven como
operadores, angulos y nimeros, entre otros.

2

a® + b2 + 2ab
420 = 22+3

(a+0b
r o~ 31415926536
n
e (x)
€ "+i(+ ) 0 e Simbolos
axr” ox C =
" +y"FE" Vn>2 (g 1 p)(a—b) = a2 — b e Términos Especiales

n(n+1) .

= T ) _ d(P.Q) . " .

- € e™+1=0 (W Términos Generales
(a—b)?=a%—2ab+b> y=maz+n

a® — 3a%b + 3ab® — b°

100
5 010
—b+\/b" — 4dac ([u 0 1)

9 L=2mr

3¥+42=5

6Ver también la Definicion 1.15, pagina 32.
7Cuya representacion grafica fue creada por Jacob Bernoulli en 1694.
8En geometria, en analisis matematico y en teoria de conjuntos entre otras.

Clases de Caloulo | Pedro José Hernando Oter



0.3. El Lenguaje Matematico

0.3.1. Nomenclatura Basica

SIMBOLO ‘ SIGNIFICADO ‘
SIMBOLO ‘ SIGNIFICADO
v Para todo
E No existe
3 Existe
& No pertenece
S Pertenece
(04 No incluido
C Incluido
SIMBOLO ‘ SIGNIFICADO
\ Tal que
Tal que
= Implicacion (entonces, por tanto)
= Doble Implicacion (si y solo si = sii)

SIMBOLO SIGNIFICADO

‘ SIMBOLO ‘ SIGNIFICADO
= Equivalente
N Conjunto de nimeros Naturales
== Distinto
Z Conjunto de nimeros Enteros
~ Aproximado
Q Conjunto de nimeros Racionales
>, < Mayor/menor que
I Conjunto de nameros Irracionales
>, < Mayor/menor o igual que
R Conjunto de ntmeros Reales
AL,V y/o logico
C Conjunto de nimeros Complejos
- negacion
SIMBOLO SIGNIFICADO ‘ SIMBOLO ‘ SIGNIFICADO ‘
> Sumatorio %) Conjunto Vacio
I Productorio 00 Infinito
U Unién i V-1
N Interseccion lim Limite
f Integral log Logaritmo
va Raiz cuadrada In Logaritmo natural o neperiano
i Raiz n-ésima {1} Conjunto

Alfabeto Griego Simplificado

‘alfa beta gamma

Mintscula | « B ¥ )

Maytuscula | A B T A

xi pi ‘ rho

Mintcula I v | & |7 p

sigma tau ‘ phi ‘ chi psi ‘ omega

Maytscula

Pedro José Hernando Oter
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0.4. Elementos de las Matematicas

En la siguiente grafica se resumen los distintos elementos que analizaremos en esta seccion.

Axiomo [EETIVNE AFirmacion eviderte

) . sin demostracion

PI"OPDSiC.iOn RPN AFirmacion
verdadera o Falsa

2
;
M

Propoai.:bn \erdadera F’roposicic‘;n que aFirma
sin demostracion verdad demostrable
Definicion 0.4. Axioma

. g ., . . . . ., .
Un axioma® es una afirmacion que se considera evidente y es aceptado sin requerir demostracion previa.

Los aziomas son los pilares sobre los que se construye el edificio de las matematicas'C.

Ejemplo 0.1. Axiomas
e El todo es mayor que cualquiera de sus partes.
e El espacio tiene infinitos puntos, rectas y planos.
e El plano tiene infinitos puntos y rectas.
e La recta tiene infinitos puntos.
e Por un punto pasan infinitas rectas.
e Por una recta pasan infinitos planos.

e La linea recta es la distancia mas corta entre dos puntos.

Definiciéon 0.5. Proposicion Matematica

11

Una proposicion " es una afirmacion que solo puede ser verdadera o falsa, pero no ambas a la vez.

Ejemplo 0.2. Proposiciones

e El namero 8 es miltiplo de 2. (Verdadera)

e Todos los triangulos son equilateros. (Falsa)

9La palabra azioma proviene del griego y significa lo que parece justo.
10Se puede ver una lista de axiomas matematicos por ejemplo en https://en.wikipedia.org/wiki/List_of _axioms.
11,a palabra proposicién viene del latin y significa accidn y efecto de poner adelante.
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Hay dos tipos béasicos de proposiciones:
e Postulado'?: proposicion cuya veracidad se admite sin demostracion, pero sin la evidencia de un azioma

e Teorema'?: proposicion que afirma una verdad no obvia pero demostrable de forma légica

Ejemplo 0.3. Postulados
e Todos los Angulos rectos son iguales entre si.

e Una recta finita puede prolongarse continuamente por ambos extremos.

Ejemplo 0.4. Teoremas

e Teorema de Pitagoras'?. En un tridngulo rectdngulo la suma de los cuadrados de sus catetos es
igual al cuadrado de su hipotenusa.

e Teorema de Fermat'®. Si n es entero mayor que 2, entonces no existen niimeros enteros positivos
a, by ¢ que cumplan la siguiente igualdad: a™ + 0™ = ™.

e En la demostraciéon de grandes teoremas, a veces es necesario partirlos en trozos mas pequenos,
denominados lemas'® que se demuestran por separado como teoremas menores independientes'”.

e Otras veces a partir de los teoremas se pueden obtener los corolarios que son afirmaciones que
siguen inmediatamente a un teorema sin necesidad de demostracion. Los corolarios son por tanto
proposiciones que se deducen de lo ya demostrado por los teoremas.

Ejemplo 0.5. Lema

e Lema de Euclides'®: Si n es un nimero entero y divide a un producto ab y es coprimo'” con uno

de los factores, entonces n divide al otro factor.
e Lema de Zorn?": Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que toda cadena (subconjunto

totalmente ordenado) tiene una cota superior, contiene al menos un elemento maximal.

Ejemplo 0.6. Corolario
e Teorema 1: La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 180°.

e Corolario del Teorema 1: En un tridngulo rectangulo la suma de los dos angulos contiguos a la
hipotenusa es igual a 90°.

12Proviene del latin y significa premisa, principio o razonamiento.

13Proviene del griego y segun el contexto podia significar: exzaminar, observar, reflexionar, analizar, demostrar, etc. Se puede ver
una lista de teoremas matematicos por ejemplo en https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_theorems.

14Fye comprobado en el siglo VI a.C. por el filosofo y matematico griego Pitagoras, pero se estima que pudo haber sido previo a
su existencia, o demostrado bajo otra denominacion.

15Este teorema se conocia su veracidad desde 1637 aunque no pudo ser demostrado hasta 1995 por Andrew Wiles.

16E] término lema proviene del griego y significa cualquier cosa que es recibida, tal como un regalo, una dadiva o un soborno.

17En algunos casos ciertos lemas demostrados son mas famosos que el teorema para el que fueron creados. Se puede ver una lista
de lemas matematicos por ejemplo en https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_lemmas.

18 Buclides fue un matemaético griego que vivi6 alrededor del afio 300 a.C. y es considerado el padre de la geometria.

19Dos ntimeros enteros a y b son coprimos, primos entre si o primos relativos si no tienen ningun factor primo en comin, es
decir, si no tienen otro divisor comin mas que 1y -1.

20 Mazx August Zorn (1906-1993) fue un mateméatico aleméan nacionalizado estadounidense que trabajé en los campos del algebra
abstracta, teoria de grupos y anélisis numérico.
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0.5. Tipos de Implicaciones

Sean « y [ dos sentencias o afirmaciones. Entre ellas se puede establecer dos tipos simples de
implicaciones, relaciones o condiciones:

e Condicion Suficiente

e Condicién Necesaria y Suficiente

0.5.1. Condicién Suficiente (=)

La implicacién simple @« =  se puede leer de diversas formas: "« implica S", "si «, entonces ", "a es
suficiente para 8", "« es una condicién suficiente para 5" y "« solo si 8".

e Una condicidon suficiente o« = [ significa que el cumplimiento de a implica directamente el
cumplimiento de 3.

e Ademés implica obligatoriamente que " sea una condicién necesaria para ", es decir que si no se
cumple 8 tampoco se puede cumplir «.. Esto se representa como = = —«, donde — es el simbolo de
neqgacion.

Ejemplo 0.7. Condicién Suficiente

Sean a y b dos ntimeros, entonces si: a,b>0 == ab>0

e Notar que el producto ab puede ser positivo siendo los dos negativos, por tanto que a y b sean
positivos solo es una condicion suficiente pero no necesaria para que ab > 0.

e Por otra parte que ab > 0 es una condicidn necesaria para que a,b > 0 ya que si no se cumple (su
producto es negativo) obligatoriamente los dos no pueden ser positivos.

0.5.2. Condicién Necesaria y Suficiente (<)

La implicacién doble a <= se lee “a implica implica o’ o “a siy solo si 87, donde se suele utilizar
el acrénimo sii’!.

En ella « es una condicién necesaria y suficiente para que se produzca  y a la vez § también es una
condiciéon necesaria y suficiente para que se verifique a.

Ejemplo 0.8. Condicién Necesaria y Suficiente

a>0 < 2a >0

e a > 0 es necesario y suficiente para que 2a > 0.

e A su vez 2a > 0 también es necesario y suficiente para que a > 0.

21En inglés denotado como iff, (if and only if).
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0.6. Demostraciones

Hemos visto??’ como el mundo de las matematicas se
construye a partir de una serie de axiomas, proposiciones,

postulados, teoremas, etc. iniciales. Coralarios
5 i i6 Tecremas
Estos a su vez permlten la creaciéon de nuevos teoremas, ,
lemas y corolarios. Fostulacos
Para ello es necesario poder demostrar la validez de AT 1
cualquier tipo de proposicion matemdtica®®. Axiomas
Definicié . Demostracion Matematica

Una demostracién es la prueba de una verdad por medio del razonamiento, partiendo para ello de
principios evidentes o ya demostrados.

El proceso bésico de una demostraciéon matematica es el siguiente:

e Las suposiciones iniciales se denominan hipotesis, y las afirmaciones no evidentes a demostrar se
denominan tesis.

e La demostracion consiste en el conjunto de razonamientos logicos utilizados para pasar de las hipdtesis
a las tesis.

Elveeers Afirmaciones
no evidentes

Las demostraciones son una actividad bésica en matematicas. Sin embargo, generalmente son operaciones
complejas, que no tienen un patréon de actuacion determinado para su aplicacion.

Hay distintos caminos para realizar una demostracién®® que dependen de la naturaleza de las hipétesis y de las
tesis. Por ello es necesario conocer diferentes técnicas de demostracion y tener una cierta practica para saber
cual es el mejor camino en cada caso.

Vamos a ver los principales procedimientos matemaéticos basicos para la demostraciéon de una proposicién
matematica.

e Método Directo®®

e Métodos Indirectos?®

— Método por Contraposicién?”
— Método por Contraejemplo®®
— Método de Reduccion al Absurdo®”

Método de Induccién Matemética?’

22Ver la Seccion 0.4, pagina 6.

23Ver la Definicion 0.5, pagina 6.

24 Algunas demostraciones son mas sencillas, otras méas elegantes o cortas, etc.
25Ver la Seccién 0.6.1, pagina 10.

26Ver la Seccion 0.6.2, pagina 10.

27Ver la Seccion 0.6.3, pagina 11.

28Ver la Seccién 0.6.4, pagina 13.

29Ver la Seccion 0.6.5, pagina 13.

30Ver la Seccion 0.6.6, pagina 14.
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10 TEMA 0: Introduccion

0.6.1. Método Directo

El método de demostracion directo consiste en partir de las hipodtesis iniciales y mediante teoremas conocidos
y razonamientos matematicos logicos, obtener las conclusiones deseadas.

Nota 0.1. El método directo se basa en la regla de inferencia cldsica o esquema argumentativo vdlido llamado también Modus
Ponens, [P A (P — Q)] — Q, que significa: si la hipétesis P es verdadera y ademés P implica la conclusiéon @ entonces la
conclusion @ es verdadera.

Desde un punto de vista practico, este método consiste en partir de las hipotesis iniciales A y tratar de avanzar
hacia la tesis propuesta B en diferentes pasos y mediante distintas técnicas que varian segin cada caso particular.

A=B

EoSE . LoD o DB — AsC DB

Ejercicio 0.1. Demostrar que el cuadrado de un nimero impar también es impar.

2

Afirmacion a demostrar: ‘m impar = m impar‘

Aplicamos un método directo en su demostracion:
e Sea m =2k + 1 con k € Z un nimero impar cualquiera.

e m?=(2k+1)2=4k>+4k+1=2(2k* +2k)+1 =2t + 1 con t € Z.

——
t

e Por tanto m? es un ntimero impar también.

Nota 0.2. Notar que en realidad la afirmacién anterior es una condicién necesaria y suficiente: m impar <= m? impar.

Sin embargo el enunciado del ejercicio solo nos pide demostrar que es una condicion suficiente. Si el enunciado hubiera sido:
"demostrar que el cuadrado de un nimero es impar si y solo si ese namero es impar", ademés de la demostracién anterior
también se tendria que haber demostrado que se cumple la implicacién contraria: m? impar = m impar. Ver esto en el

Ejercicio 0.2, pagina 11.

El método directo suele ser el mas sencillo de todos y normalmente el primero que se prueba en una
demostracion. A pesar de la sencillez de su planteamiento, suele ser complicado en la practica y por tanto solo
atil en los casos mas sencillos.

0.6.2. Métodos Indirectos

Los métodos indirectos, a diferencia de los directos que empiezan con las hipotesis hasta demostrar la tesis,
siguen diferentes caminos y estrategias, a veces no triviales, para conseguir la demostracion. Se suelen utilizar
en demostraciones més complicadas donde no es facil utilizar el método directo.

Hay varios tipos de métodos indirectos entre los que destacan el de contraposicion,
el de reduccion al absurdo, el de contraejemplo y el de induccion, que veremos en las Gémd" R
siguientes secciones.

Aqui vamos a ver un método indirecto bdsico, que es similar al directo pero partiendo
de la tesis final B y avanzar hacia la hipotesis inicial A, pasando por diferentes Mét. Ind. Bas.
estados C, D, etc.

A—=B

DB . CaD : AC — AC DB

Clases de Caloulo | Pedro José Hernando Oter



0.6. Demostraciones 11

1
Ejercicio 0.2. Demostrar que si = > 0 entonces se cumple: « + — > 2.
x

Vamos a utilizar un método indirecto bésico, empezando por la sentencia a demostrar:

1 1
1) z+—2>2 = r+-—2>0 (©)
T x
1 22 1
2) z4+-—-2>0 — st >0 (D)
T x
Z_2r+1 —1)? —1)2
3 ° xx—I— :(xx) N %20 — >0 (A)

Las ventajas e inconvenientes de este método indirecto bdsico son analogos a los del método directo, es decir,
suele ser dificil de realizar de forma general y solo 1til en los casos mas sencillos.

0.6.3. Método por Contraposicion

El método por contraposicion es un método indirecto de demostraciéon que se basa en lo siguiente:

Como hemos comentado®! en toda implicacién simple o =  se cumple —3 = —«, resultando en algunos
casos mas sencillo demostrar esta segunda implicaciéon en lugar de la primera.

A—=B — no B — no A

e En este método en lugar de demostrar una proposicion "si A entonces B", se demuestra una proposicion
distinta pero equivalente, que es: "si no B entonces no A".

e Es decir, consiste en partir de lo contrario de la tesis final B, y llegar a demostrar que se cumple lo contrario
de la hipotesis inicial A.

Ejemplo 0.9. Equivalencia de Proposiciones
Sea la proposiciéon: "Si vivo en Madrid, entonces vivo en la Tierra".
e Aqui la hipotesis A es "vivo en Madrid" y la tesis B es "vivo en la Tierra".
e Esta proposicién es equivalente a esta otra: "Si no vivo en la Tierra, entonces no vivo en Madrid".

e Ahora lo contrario de la tesis pasa a ser la hipotesis y lo contrario de la hipotesis la tesis.

Nota 0.3. Se podria pensar que otra proposicién equivalente a A — B es —A — —B. Pero esto no siempre es cierto,
como por ejemplo en el caso anterior: "si no vivo en Madrid, entonces no vivo en la Tierra", es claramente falsa, ya que se
podria vivir en otra ciudad distinta de la Tierra.

Por tanto, la Gnica proposicién siempre equivalente a "si A entonces B" solo es "si no B entonces no A".

El método de contraposicion es interesante utilizarlo siempre que sea mas facil de demostrar la segunda
proposicién, que como hemos visto, es equivalente a la original.

31Ver la Seccion 0.5.1, pagina 8.
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12 TEMA 0: Introduccion

Ejercicio 0.3. Demostrar que el cuadrado de un nimero es impar si y solo si ese nimero es impar.

En este caso se trata de una doble implicacion:

2

m impar <= m~ impar

Lo cual conlleva hacer dos demostraciones, una en cada sentido. La demostraciéon hacia la derecha ha
sido realizada en el anterior Ejercicio 0.1, pagina 10. Vamos a realizar aqui la otra demostracion hacia la
izquierda.

2

Afirmacion a demostrar: ‘m impar = m impar‘

Vamos a utilizar el método de contraposicion, por ello partimos de que m no es impar (es decir par) y
tenemos que llegar a demostrar que entonces m? es no impar (par).

2

’m par = m par‘

e Sea m = 2k con k € Z un nimero par cualquiera.

o m? = (2k)% = 4k? =2 (2k?) =2t con t € Z.
t

e Por tanto m? es un ntimero par.

2 2

Con ello se demuestra que m —impar = m* —impar lo que implica que m?* impar = m impar

como queriamos demostrar3?.

2

Ejercicio 0.4. Demostrar que si n° es par entonces n también es par.

A = n? par no B

1) = —
B = n par n impar n? impar

2 ) Sin esimpar entonces n? también es impar =~ = iYa demostrada! en Ejercicio 0.1, pagina 10

3 ) Como hemos demostrado una proposicion equivalente a la original, esta tltima queda demostrada.

Ejercicio 0.5. Demostrar que si ¢ es un nimero impar, entonces la ecuacion:
n4+n—c=0
no tiene ninguna solucién entera.

1) Vamos a utilizar el método de contraposicion, transforméndose la proposicion a demostrar en:
no B — no A == n? 4+ n — ¢ = 0 tiene soluciones enteras  implica que ¢ es par
2) n=ux (sol. entera) == x puede ser par o impar == c=n?+n=2a?+2 paroimpar?
si x par . r=2s - c=2>4+1=45s>+2s — par
sizimpar : 2=2s+1 — c=a22+2=(4s>+4s+1)+(2s+1) — par

3) Queda demostrada la implicacion por contraposiciéon y, por tanto, se demuestra la implicacion
original.

32La frase "como queriamos demostrar se suele representar como c.q.d.
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0.6. Demostraciones 13

0.6.4. Método por Contraejemplo

El método de demostraciéon por contraejemplo es 1til para demostrar que una determinada proposicion
A — B es falsa, es decir, que se puede cumplir en algunos casos pero no en todos.

Para ello se basa en encontrar un contraejemplo, es decir, un determinado caso en el que no se cumpla la
proposiciéon y, por tanto, claramente no puede ser cierta en todo el conjunto.

A+B (Fdso) = | Coniracjempbo ||

Veamos un par de ejemplos, el primero trivial®3.

Ejercicio 0.6. Demostrar la falsedad de la proposicién: Todos los nimeros son pares.

Usando el método de demostracion por contraejemplo, basta encontrar un niimero que no sea par, por
ejemplo el 3, lo que desmiente la afirmacién y asegura que es falsa.

Ejercicio 0.7. Analizar la veracidad de la siguiente proposicion:
No existen niimeros enteros consecutivos x, y y z que cumplan: z2 + y? = 22

Probando diferentes niimeros enteros consecutivos, podemos encontrar un caso en el que si se cumple la
ecuacion, por ejemplo: ¢ =3, y =4 y z = 5, donde:

32 +42=25=5

Este contraejemplo sirve para demostrar la falsedad de la proposicién.

0.6.5. Método de Reduccién al Absurdo

En algunos casos es mas dificil demostrar la veracidad de una afirmacién, que demostrar que lo contrario de lo
que se quiere demostrar es imposible.

El método de demostraciéon por reduccién al absurdo®! consiste en suponer cierto que cumpliéndose las
hipétesis de la afirmaciéon original, se verifica lo contrario de la conclusién. Si con esta nueva afirmacion de
partida y siguiendo un proceso logico se llega a una contradiccion®’, esto implica la veracidad de la afirmacion
original®®.

A-B = A = noB | Contradiccion |

Ejemplo 0.10. Equivalencia de Proposiciones
Sea la proposicion del Ejemplo 0.9, pagina 11 : "Si vivo en Madrid, entonces vivo en la Tierra".
e Aqui la hipotesis A es "vivo en Madrid" y la tesis B es "vivo en la Tierra".

e El método de reduccion al absurdo consiste en intentar demostrar la proposiciéon: "si vivo en Madrid
no vivo en la Tierra", y llegar a una contradiccion (ya que Madrid esté en la Tierra) lo cual demuestra
la veracidad de la afirmacion original.

33En matematica, el término trivial se usa frecuentemente para referirse a algo que tiene una estructura muy simple y suele
referirse a una opcion, caso o posibilidad poco interesante pero ilustrativa.

34Este método se atribuye al filosofo griego Zenén de Elea, alrededor del siglo V a.C.

35Es decir, algo imposible o absurdo.

365i es falso que algo sea falso, es porque es verdadero.
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14 TEMA 0: Introduccion

Nota 0.4. Solo se pueden demostrar de esta forma problemas que tengan tnicamente dos estados, tipo on/off. Por ejemplo,
no se puede demostrar que una cosa es roja, demostrando que no es verde, pero si se puede demostrar que un nimero no nulo
es par, demostrando que no es impar.

Ejercicio 0.8. Demostrar que si n € (0,1) entonces n? < n.

Vamos a demostrarlo usando el método de reduccion al absurdo. Para ello suponemos que para todo
ntimero real n € (0,1), se verifica lo contrario de lo que se quiere demostrar, es decir que n? > n.
Entonces:

en-n>n
e Como n € (0,1) y por tanto n >0 se tiene que®” n > 1.

Pero esto es una contradicciéon ya que n € (0,1).

e Por tanto, queda demostrado que si n € (0,1) entonces n? < n.

0.6.6. Método de Induccién Matematica

El método de induccién matematica®® es fundamental en las mateméticas y aunque existen diversas
versiones, aqui nos centraremos en la mas sencilla y utilizada.

El método de induccién matematica se utiliza para demostrar afirmaciones o formulas que son funcién o
dependen de un namero entero n, y que se verifica para nimeros mayores o iguales que un determinado valor
inicial®? ng € Z.

El método de induccion matemdtica estd basado en el siguiente principio®°.

Teorema 0.1. Principio de Induccién Matematica

Una determinada proposicién P(n) es cierta para un conjunto de nimeros enteros n a partir de uno
dado ng si se verifican las dos siguientes condiciones:

1. P(ng) sea cierta.

2. Suponiendo cierta P(n) poder demostrar que también es cierta* P(n + 1).

Si se demuestran estos dos puntos se puede asegurar que P(n) es valida para todo entero n > ny.

El principio de induccion matemdtica se puede interpretar mentalmente como una
reacciéon en cadena, imaginando por ejemplo que cada una de las expresiones P(n)
corresponden con las fichas de un dominé ordenadas en una fila infinita, y que su
demostracion corresponde con la caida de todas fichas.

Para que caigan las infinitas fichas, es decir la demostracién completa, es necesario
comprobar que cae la primera, siendo este el primer paso del principio de induccién,
y comprobar posteriormente que suponiendo que cae una ficha cualquiera podamos
verificar que esta tira a la siguiente, correspondiendo esto con el segundo paso del
principio.

Ambos pasos garantizan la caida continua de las fichas y, por tanto, la demostracion
completa de todos los casos posibles P(n).

37Dividiendo ambas partes de la desigualdad anterior entre n. Ver la Secciéon 1.3.1, pagina 36.

38Por simplicidad muchas veces se denomina simplemente induccién.

39En muchos casos ng = 1 aunque no siempre.

40Un principio en matematicas es una propiedad demostrable (proposicién, teorema, etc.) que puede ser aplicada como técnica
de resoluciéon de problemas diversos.

41En algunos casos es preferible suponer cierto para n =k — 1 y demostrar que es cierto para n = k.
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0.6. Demostraciones 15

Ejercicio 0.9. Demostrar que la suma de los m primeros nimeros naturales viene dada por la
expresion??:
n
. nn+1)
S(n) = t=14+24+...+n=—"—=.
(n) Z +24...+ 5
=1
Como se trata de demostrar una férmula que depende de un n natural, vamos a aplicar el método de
induccion matemdtica. Para ello tenemos que comprobar que se cumplen los dos puntos del principio®?

aplicados a este caso:

1. Comprobamos que la formula es valida para n = 1, para ello comprobamos que el resultado obtenido
por la suma directa de los términos (en este caso solo uno) coincide con el valor obtenido por la
formula a demostrar:

La suma del primer ntiimero natural es 1

1 -

2. Suponemos cierta la formula a demostrar para n = k:

k
S(ky=> i=1424+3+...+k=
i=1

k(k+1)
2

Utilizandola, vamos a demostrar que también es cierta la féormula para n = k + 1. Hacemos igual
que en el paso anterior, comparamos el resultado de la suma directa de los k + 1 primeros niimeros
naturales (usando para ello la férmula que hemos supuesto como cierta), con el resultado obtenido
por la formula a demostrar para n =k + 1:

k+1 2
. k(k+1 k*+3k+2
Stk+1)=> z:1+2+3+---+k+(k+1):%—i—(lﬂ—i—l):f

- s =| Cierto|
(k+1)(k+2) k*4+3k+2
2 B 2

S(k+1) =

Al cumplirse los dos puntos del principio de induccion matemdtica hemos demostrado la validez de la
formula para todos los nimeros naturales.

Ejercicio 0.10. Demostrar que la suma de los n primeros ntimeros impares es n2.

Nos piden demostrar la siguiente formula:

Si(n) =1+43+45+--+(2n—1)=>» (2i-1)=n> , VneN

i=1
Utilizamos el método de induccion matemdtica:
1. Comprobamos que se cumple la formula para el primer nimero n = 1.

La suma del primer ntimero impar es 1

= [Cierto]

S;(1)=1*=1

42Ver la definicién de sumatorio >~ en la Seccion 9.2, pagina 227.
43Ver el Teorema 0.1, pagina 14.
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16 TEMA 0: Introduccion

2. Suponiendo cierta la formula para n =k, S;(k) = Zle(% —1)/2 = k?, vamos a demostrar que
también es cierta paran =k + 1:

k+1
Si(k+1)=) (2i-1)=1+43+5+-+ 2k —1)+[2(k+1) - 1] =k>+ 2k + 1

=1 Si(k) —| Cierto]

Sik+1)=(k+1)*=k+2k+1

Como se cumplen los dos puntos del principio de induccion podemos asegurar que la formula es valida
para todo n natural.

Ejercicio 0.11. Demostrar que el nimero 10” — 1 es un miltiplo de 9 Vn € IN.

Tenemos que demostrar una afirmacion que depende de un n natural, por tanto utilizamos el principio de
induccion matemdtica.

1. Comprobamos que se cumple la formula para el primer ntimero n = 1.
10 -1=9=9-1 =

2. Suponemos cierta la afirmacién para n = k:
10F — 1 =9a

siendo « un determinado nimero natural. Teniendo esto en cuenta, verificamos la afirmaciéon para
n =k + 1. Podemos empezar probando:

101 —1=10-10 -1 ~ por aqui no vamos a ningin lado !!

Es preferible en estos casos partir de la suposicion cierta y transformarla buscando la expresion a
demostrar, 10**! — 1, en este caso:

10" —1=9a ; 10(10* —1)=10(9a) ; 10" —-10=90a ; 10" —1=90a+9
10" —1=9(10a +1) =95 =
siendo 8 un determinado ntimero natural.

Como se cumplen los dos puntos del principio de induccion podemos asegurar que la afirmacién es cierta
para todo n natural.

Clases de Caloulo | Pedro José Hernando Oter



TEMA 1

Numeros Reales R

Contenido
1.1 Los Ndmeros y sus Tipos . . . . . . . . . . . . i e 19
1.1.1  Conjunto de los Numeros Naturales N . . . . ... ... ... ... . ......... 19
1.1.2  Conjunto de los Numeros Enteros Z . . . . . . . . ... ... ... ... 21
1.1.3  El Conjunto de los Numeros Racionales Q@ . . . . . . ... ... ... .. ...... 23
1.1.4 El Conjunto de los Numeros Irracionales T . . . . . .. .. ... .. ... ...... 28
1.1.5 El Conjunto de los Ntimeros Reales R . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 29
1.2 Intervalos . . . . . . 30
1.2.1  Tipos de Intervalos . . . . . . . . . . . 31
1.22  Entornos . . . . . .. 34
1.2.3 Cotasy Extremos . . . . . . . ... 35
1.3 Desigualdades . . . . . . . . ... 36
1.3.1 Propiedades de las Desigualdades . . . . . . . . .. .. ... ... .. 36
1.3.2 Resolucién de Desigualdades . . . . . . . . ... ... o oL 37
1.4 Meétricaen R . . . . . .. 40
1.4.1  Valor Absoluto, |z| . . . . ... .. . 40
1.4.2 Distanciaen R . . . . . .. L 41
1.4.3 Desigualdades con Valores Absolutos . . . . . . . . ... ... ... .. ........ 42

17



TEMA 1: Nuameros Reales

18

TRURISI

[ommuy ]

[ommepn ]

[owgur] [owoadng |

sapepoardold

[opeap-Tmog |

[0301qy-Tueg |

4

o so[eoy

_ 7, SOToyug _

[N soremeN |

[ SO[RIY SOIPWNN

Pedro José Hernando Oter

Clases de Caloulo |



1.1. Los Numeros y sus Tipos 19

1.1. Los Ndmeros y sus Tipos

Definicion 1.1. Numero

Un ntimero es una entidad abstracta que se usa para describir una cantidad.

Hay diferentes tipos de numeros que se clasifican
en funcién de sus peculiaridades, caracteristicas,
aplicaciones, etc. (ver figura de la derecha).

En este curso se estudiaran tnicamente los ntimeros
reales, que es un conjunto grande de numeros que
engloba a su vez otros diferentes conjuntos de nimeros
(ver figura inferior). En las siguientes secciones se
describiran estos tipos de nimeros y sus propiedades,
si bien no nos ocuparemos gran cosa en saber como se
definen desde un punto de vista puramente matematico.

Reales (R)

' Algebraicos

1.1.1. Conjunto de los Nameros Naturales N

Defini Numero Natural

Un ntiimero natural es cualquiera de los niimeros que se usan para contar los elementos de un conjunto’
finito, es decir los nimeros 1, 2, 3, etc.

Los nimeros naturales fueron los primeros que utilizé el hombre y surgen de forma natural’ ante la necesidad
de los seres humanos de contar cosas. De forma mas o menos generalizada el niimero cero no se incluye entre
los ntimeros naturales®, ya que el concepto de niimero cero no existia en muchas culturas antiguas*, donde los
nimeros se utilizaban para describir cantidades de cosas, y por tanto no tenia sentido un nimero que significara
nada o NiNGunNo.

Definiciéon 1.3. Conjunto de los Niimeros Naturales

El conjunto de los ntimeros naturales es el més sencillo de todos, se representa mediante el simbolo®
N y se puede definir como:

\]N = {1,2,3,4...}\

IVer en el Apéndice A.1, pagina 298 una introduccién a los conjuntos.

2De ahi su nombre.

3Existen distintas disciplinas matemaéticas, como la teoria de conjuntos, en las cuales el 0 si se considera un nimero natural.

4El ntimero cero aparece desde el afio 2000 a.C. en antiguas civilizaciones como las del Antiguo Egipto, Babilonia, Antigua
Grecia y la civilizacion Maya, en diversas formas y usos, pero fue la civilizaciéon India sobre el ano 500 la que empez6 a usar el
nimero cero de una forma similar a como lo conocemos hoy en dia.

5Corresponde a la letra ene mayiscula con una doble barra.
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20 TEMA 1: Nuameros Reales

Caracteristicas de N

No incluye al namero cero, (0)

e Es un conjunto infinito®
e Es un conjunto numerable”

e Es un conjunto ordenado®, de tipo orden total con el operador menor o igual® (<)

Nota 1.1. Como veremos posteriormente en el estudio de otros conjuntos de numeros, estas sencillas propiedades no siempre
se verifican en esos conjuntos.

La propiedad méas importante de IN es el Principio de Induccion Matemdtica'®.

Operaciones Internas en N

En N se pueden definir dos operaciones internas'': suma o adicion R (+)
producto o multiplicacion ()
Propiedades de (N:+,-)
e Conmutativa (+, ) { @b = Do
a-b = b-a
- (a+b)+c = a+(b+o)
e Asociativa (+,-) { @b-c = a-(b-0 Ya,b,c € N

Distributiva'? (+,:) a-(b+c¢) = a-b+a-c

Elemento Neutro® () : 31eN : a-1=a

Conclusién sobre IN

0 0o =
e El conjunto N no es cerrado'® respecto a la operacién resta'®.

e Esto imposibilita el utilizar el conjunto de los niimeros naturales como un entorno apropiado para
trabajar exclusivamente en él.

e Por tanto, es necesario encontrar un conjunto de niimeros apropiado en el que se puedan plantear
y resolver un amplio conjunto de problemas tanto con caracter tedrico (matematicas) como practico
(fisica, ingenieria, etc.).

6Ver la Definicién A.2, pagina 298.

7Se dice que un conjunto es numerable si se puede asociar a cada elemento del conjunto un namero natural: a un elemento le
asociamos el 1, a otro el 2, etc. Ver la Definicion A.3, pagina 298.

8Es decir, entre los elementos del conjunto se puede establecer una relacién de orden, ver la Definicion A.11, pagina 300.

9Esto significa que cualquier par de nimeros naturales se pueden comparar y determinar cual de ellos es menor o igual que el
otro.

10Ver el Teorema 0.1, pagina 14.

11Ver la Definicién A.4, pagina 298.

12Propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

13En la suma no existe el elemento neutro puesto que 0 ¢ N.

14Ver la Definicién A.5, pagina 298.

15Por ejemplo: 2 —3 ¢ N. Por supuesto tampoco es cerrado respecto a otras operaciones como la divisién o cociente.
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1.1.2. Conjunto de los Nimeros Enteros 7

Definiciéon 1.4. Conjunto de los Niimeros Enteros

El conjunto de los niimeros enteros se representa mediante'® Z y es una ampliacién del conjunto
de los ntimeros naturales N, afladiendo la resta como operacidn interna'”. Esté formado por todos los
nimeros enteros positivos, enteros negativos, y el nimero cero.

Z={ --,-3,-2-1, 0, +1,42,43,--- }
N———— N————
Enteros Negativos Enteros Positivos

El conjunto de los niimeros enteros 7 tiene tres partes:

Z=17"u{0}uzt|

e Conjunto de Enteros Positivos, Z* : corresponde con el conjunto de los niimeros naturales IN. Para
diferenciarlos se les suele anteponer el signo positivo o mds (+).

e El niimero cero (0): nimero par'® de valor nulo.

e Conjunto Enteros Negativos, Z~ : corresponde con el conjunto opuesto'® de los nimeros naturales N.
Corresponden con los nimeros naturales precedidos del signo negativo o menos.

Caracteristicas de Z

e Es un conjunto infinito.
e NCZ.

e Es un conjunto’’ numerable y ordenado, (orden total con <).

Ejercicio 1.1. Establecer un determinado orden total en Z.

Para comprobar que Z es numerable, es decir que a cada elemento podemos asociarle un niimero natural,
podemos hacer lo siguiente: al cero le asignamos el 1, al uno el 2, al -1 el 3, al 2 el 4, al -2 el 5, al 3 el
6, al -3 el 7, etc. En la siguiente grafica se muestran en amarillo los elementos de Z y en verde el orden
establecido a cada uno de ellos.

De esta forma a los enteros positivos les podemos asignarlos ntiimeros naturales pares, y al nimero cero
y los enteros negativos les asignamos los ntimeros naturales impares, teniendo de esta forma todos los
numeros enteros asignado un niimero natural.

16Este simbolo corresponde a la letra zeta maytscula con una doble barra y proviene de la palabra Zahl que significa nimero en
alemén.

17Ver la Seccion 1.1.1, pagina 20.

18Ya que 0-2 = 0.

19E] opuesto de un ntmero es aquel que tiene el mismo valor absoluto (ver la Definicién 1.24, pagina 40) pero signo contrario.

20Ver la Seccion 1.1.1, pagina 20.
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Ndamero de Elementos de Z

Hay una cierta paradoja®' sobre el ntimero de elementos (cardinal®?) del conjunto Z.

1. Por la definicion®® de Z y como N C Z parece que en principio su cardinal es: |7Z| = 2|N| + 1

2. Sin embargo, como Z es numerable®* , existe una relacién directa uno a uno entre N y Z y por tanto su
cardinal debe ser igual que el de N : |Z| = |N|

La explicacion a esto es que ambos conjuntos son infinitos y por tanto en ellos no funcionan las reglas aritméticas

de los nimeros, cumpliéndose?”:
200+ 1 =00

Operaciones en 7

Definiciéon 1.5. Opuesto

Dado un ntimero a € Z se define el opuesto de a como (—a). Es decir si a es positivo su opuesto es
negativo y viceversa, donde el opuesto de 0 es el propio 0.

e La operacion resta o diferencia se puede definir a través de la operacion suma de la siguiente forma:
a—b = a+(-b) , Va,b € Z

es decir, restar a menos b es lo mismo que sumar a mas el opuesto de b.

La resta no se considera una operacién nueva, sino una suma particular.

e El producto (-) entre nameros enteros sigue la conocida regla de los signos:

_|_

A~ S
_.l_

— — — —
I

A~ S
| +

— — — —

+F

A~ S
I
~— — — —

+

donde (+) representa cualquier entero positivo y (—) cualquier entero negativo.

Propiedades de (Z;+,-)

El conjunto Z junto con las operaciones de suma + y producto cdot cumplen las mismas propiedades que®®
(N; 4+, ), anadiendo el elemento neutro y opuesto de la suma y el elemento absorbente del producto.

21La palabra paradoja proviene del griego y es una figura retérica que consiste en la utilizacién de expresiones que envuelven una
contradiccion. Esto quiere decir que, mas alla de las condiciones contradictorias, los factores presentados resultan validos, reales o
verosimiles.

22Ver la Definicion A.2, pagina 298.

23Ver la Definicién 1.3, pagina 19.

24Ver la Seccion 1.1.2, pagina 21.

25Ver la Seccion 8.10.1, pagina 204.

26Ver la Seccion 1.1.1, pagina 20.
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e Conmutativa (+, )
e Asociativa (+,) P Conjunto N
rop. Conjunto

e Distributiva (+,-)
e Elemento Neutro (-)

¢ Elemento Neutro (+) 30€Z : a+0=a
e Elemento Opuesto (+) Ya€Z I(—a) : a+(—a)=0 Va € Z

e Elemento Absorbente () 30€Z : a-0=0

Conclusién sobre 7Z

e El conjunto Z tiene mejores propiedades operacionales que N ya que es cerrado respecto la suma/resta
y al producto.

e Sin embargo no es cerrado respecto a la operacién divisién o cociente?”.

e Por tanto es necesario ampliar Z para encontrar un conjunto de nimeros apropiado a todas las
operaciones de interés entre ntimeros.

1.1.3. El Conjunto de los Niimeros Racionales

Definiciéon 1.6. Conjunto de los Niimeros Racionales

El conjunto de los niimeros racionales se representa mediante?® @ y es una ampliacién del conjunto
de los nimeros enteros 7, anadiendo la divisidn como operacion interna®®.

Se puede definir como el conjunto de nimeros formados por el cociente entre un niimero entero a llamado
numerador y un nimero natural®® b llamado denominador. Al cociente de ambos se le denomina

fraccion.

a : numerador
b : denominador

Q:{% : a€Z, beN}

Operaciones en QQ

e La suma y producto de ntmeros racionales se definen de la siguiente forma. Sean a,b € Q:

r ST
ac?  [(sma(s)  a4p = Pl = EEFTO g
q q S q-s
; Vp,reZ , qg,seN
b=" producto (-) ab = 2.0 = pr c@Q
s q s q-s

e Como hemos visto®! la resta no representa una nueva operaciéon ya que se puede definir como una suma
particular a través del opuesto? de b.

a—b=a+(-b)| : Va,b e Q

27 Asi por ejemplo la ecuacién 2z =1 no tiene solucién en Z.

28Este simbolo corresponde a la letra cu mayuscula con una doble barra y proviene de la palabra Quotient que significa cociente
en ingles. Dentro de los racionales, se denominan ntimeros fraccionarios a los racionales no enteros.

29Ver la Definicion A.4, pagina 298.

30Notar que el denominador b nunca puede ser cero, al ser un nimero natural.

31Ver la Seccién 1.1.2, pagina 22.

32La definicion de opuesto de un nimero entero vista en Definicion 1.5, pagina 22 se extiende facilmente a los nidmeros racionales,
de forma que el opuesto de un namero racional p/q es (—p)/q. Notar que al ser ¢ € N no tiene opuesto.
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e Para definir la division o cociente de ntiimeros racionales, es necesario definir previamente el inverso de
un numero racional de la siguiente forma:

Definicién 1.7. Inverso

P p 0
Dado un niimero a € Z con a = = # 0, se define el inverso de a como
q

33.

La operacion division se define entonces de la siguiente forma:

Definicion 1.8. Divisién

La operacién division o cociente se puede definir a través de la operacion producto de la siguiente
forma:

gzwb_l , Va,be Q con b#0

es decir, dividir a entre b es lo mismo que multiplicar a por el inverso de b.

La division no se considera una operacién nueva, sino una multiplicacién particular.

Propiedades de (Q; +, ")

El conjunto @ junto con las operaciones suma y producto cumplen las mismas propiedades que®* (Z;-+,-),
anadiendo el elemento inverso del producto:

e Conmutativa (+, )

e Asociativa (+,)

Distributiva (+,-) b Coniunto Z
rop. Conjunto

Elemento Neutro (+, )

e Elemento Opuesto (+)

Elemento Absorbente (-)

e Elemento Inverso (1) Va#0 3(a7!) : a-a’l=1 } aeQ

Como consecuencia de estas propiedades:

7

@Q es un cuerpo®” ordenado’® y denso®’ con respecto al orden total*® (<).

33No existe el inverso del niimero cero.
34Ver la Seccion 1.1.2, pagina 22.
35Ver la Definicion A.6, pagina 299.
36Ver la Definicion A.7, pagina 299.
37Ver la Definicion A.8, pagina 299.
38Ver la Definicién A.11, pagina 300.
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1

Ejercicio 1.2. Encontrar 1000 nimeros racionales entre 999"

1000

Ya que Q es un conjunto denso, siempre existen infinitos niimeros racionales entre dos racionales distintos.

En este caso vamos a buscar por ejemplo 1000 nimeros equiespaciados entre 1000 y 999"
1
ng = —
1000 N0l — Mo Tas — T 1
— = ixd . d= _ 999 — 1000 _
1 = o 1001 1001 999999000
1001 999

donde d es la distancia entre los nimeros buscados. Por tanto los 1000 nimeros racionales pedidos pueden
ser por ejemplo:

A 1 1000000
! 1000 ' 999999000 999999000
1 2 1000001
) = —+ =
1000 ' 999999000 999999000
. 1L, 1000 _ 1000999
1000 1000 ' 999999000 999999000

Numerabilidad de QQ

Para que un conjunto pueda ser numerable® es necesario poder colocar sus elementos en una disposicién
geométrica que permita asignar de forma ordenada a cada uno de ellos un ntimero natural.
En el caso de @ podemos dibujar unos ejes cartesianos (en amarillo en la grafica), que van a hacer referencia al

numerador y denominador de cada una de las fracciones 7.

El numerador a vendra dado por el eje x, con su parte positiva y negativa ya que es un ntmero entero, y el
denominador b por la parte positiva del eje y, ya que es un ntimero natural.

Asi podemos construir un mallado infinito, de forma que cada uno de los puntos del mismo representa un
ndmero racional (puntos blancos en la grafica). Notar que el ntumero cero esta en el cruce de ambos ejes y por
ejemplo, el punto (2,3) representa a la fraccion 2/3.

Con esta disposicion hay fracciones equivalentes que representan a un mismo ntimero racional, por ejemplo 1/1
es equivalente a 2/2, 3/3, etc. Por tanto es necesario eliminar todas las fracciones equivalentes y dejar solo un
representante de cada nimero, (notar que en la grafica aparecen huecos en determinadas coordenadas donde no
aparecen puntos blancos, por la eliminacion de las fracciones equivalentes).

Vamos ahora a asignar un ntumero natural (en color verde) a cada racional. Al cero le asignamos el 1, al 1/1 el
2,al1/2el3,al-1/2el4,al-1/1el5,al-2/1el6, ... y asi sucesivamente vamos asignado naturales a los niimero
racionales de forma que vayamos cubriendo todos los nimeros, en capas que se extienden por la izquierda y por
la derecha y de abajo a arriba (linea roja en la grafica).

39Ver la Definicion A.3, pagina 298.
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De esta forma grafica podemos entender que las estructura interna de @ permite, a pesar de ser denso, ser un
conjunto numerable.

Nota 1.2. A pesar de que @Q es un conjunto numerable, no existe el namero anterior ni posterior a uno dado con el orden <,
(ya que de otra forma no seria denso). Es numerable, pero con un orden distinto del de menor a mayor.

Niamero de Elementos de Q)

En la determinacién del ntimero de elementos (cardinal) de @ vuelve a darse una paradoja similar al caso de’

Z.

Como @ es denso y N discreto™, parece como si |Q| > |N|, sin embargo, al ser Q numerable, obligatoriamente

Q| = NJ.

Tipos de Niimeros en Q)

Mediante la forma de un cociente (fraccion), el conjunto de los nameros racionales puede representar diferentes
tipos de nimeros, ademés de naturales*? y enteros®. En concreto se pueden expresar niimeros con parte decimal

de dos tipos:

e Numero finito de digitos en la parte decimal.

Estos ntimeros se puede ver facilmente que son racionales multiplicando y dividiendo por 10™, donde n es
el namero de digitos en su parte decimal. De esta forma se obtienen cocientes sin parte decimal.
Ejercicio 1.3. Comprobar que el nimero 317,231216 es un nimero racional.

Es necesario expresar dicho niimero en forma de fraccion (cociente de un entero entre un natural).
Para ello basta multiplicar y dividir este nimero por 106, y simplificar:

6
317231216 x 10° _ 317231216 _ 158615608
106 1000000 50000

e Numero infinito de digitos en la parte decimal pero repetidos de forma periédica*?.

Este tipo de nimeros estd formado por tres partes: entera, decimal y fraccionaria y siempre pueden
expresarse en forma de fraccion con la siguiente formula:

e : Parte entera edp — edp — ed
e.dp { d : Parte decimal A 90..ccccueen. 0
p : Parte periddica st do o cifras de d

El numerador de la formula es el resultado de restar dos nameros enteros, formados por los digitos de las
partes entera, decimal y periodica el primero y de la parte entera y decimal el segundo.

El denominador es un tinico nimero entero formado, al comienzo por tantos niimeros 9 como cifras tiene
la parte periddica y terminado con tantos ceros como cifras tiene la parte decimal.

Ejercicio 1.4. Expresar en forma racional los siguientes niumeros con parte decimal periodica.

a) 13,54241 b) 0,141542

40Ver la Seccion 1.1.2, pagina 22.

41Entre dos nimeros cualesquiera siempre existe un namero finito de elementos.
42Cuando el numerador es positivo y el denominador la unidad.

43Cuando el denominador es la unidad.

44Eg decir, se repite con una determinada regularidad denominada periodo.
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— edp — ed 1354241 — 13542 1340699
13.54241 = = =
2) 99..00.. 99000 99000

— edp —ed  141542-0 141542
b) 0141512 = - _
) N 99..00.. 999999 999999

Nota 1.3. En la mayoria de los casos es dificil determinar si un namero tiene parte decimal periédica, ya que el periodo de
una fraccién a/b tiene a lo sumo b — 1 cifras. Asi por ejemplo:

1 —
e — = 0.142857 (parte periddica con 6 digitos)

. = 0.01030... (parte periddica con 96 digitos)

7

1

97
1

e —— =0.0000057... (parte periddica con 17388 digitos!)

17389

Caracter incompleto de Q)

Como hemos visto hay una gran cantidad de ntiimeros que pueden expresarse de forma racional, sin embargo
también hay una cantidad infinita de niimeros que no pueden expresarse de esta forma. Veamos un caso a través
del siguiente ejercicio.

Ejercicio 1.5. Demostrar que el nimero V2 = 1,4142413... no es un numero racional.

- 33 5 . .
Vamos a demostrarlo usando el método de reduccion al absurdo®®, para ello vamos a partir suponiendo
que si es un nimero racional y si llegamos a una contradiccion es que no lo es.

2
1) V2 racional = V2= b (irreducible) = 2= p—Z
q q
o {70 — b
p=2r — 4r?=2¢ — ¢ =2r2 == q par .

3) Esta contradiccion demuestra que la tesis inicial era falsa y por tanto el niimero V/2 no es racional*.

Nota 1.4. Los 100 primeros digitos decimales de V2 son:
V2 = 1,4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379907324784621070388503875343276415727 . . .

Conclusion sobre @@

e Las caracteristicas de QQ mejoran notablemente a Z al ser un cuerpo ordenado y denso.

e Como hemos visto los nimeros racionales son aquellos que o bien poseen un namero finito de decimales
o bien un namero infinito de decimales pero periédicos.

e Sin embargo, existen nimeros que poseen infinitos nimeros decimales que no son periddicos, como
por ejemplo: v/2 , 7w , e , log5 , sen 3, entre muchos otros*.

e Por tanto es necesario utilizar a efectos practicos un conjunto mas grande de niimeros que incluya a
todos los anteriores.

45Ver la Seccion 0.6.5, pagina 13.

46Notar que esta demostracion se intuye que en el proceso de intentar expresar v/2 como una fraccién siempre nos quedaria cociente
de ntimeros pares que tendriamos que simplificar de forma reiterada infinitas veces intentando llegar a una fraccién irreducible que
es imposible obtener.

47TEn realidad, como se vera en la siguiente secciéon hay un niimero infinito de ellos.
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1.1.4. El Conjunto de los Nameros Irracionales T

Definicion 1.9. Conjunto de los Nimeros Irracionales

El conjunto de los ntimeros irracionales se representa mediante*® I y estd formado por todos
aquellos niimeros que poseen un numero infinito de cifras decimales no periédicas.

‘]I ={e.d : e € Z , d parte decimal con oo digitos no periodicos.} ‘

Ejemplo 1.1. Numeros Irracionales

e Entre los nameros irracionales mas conocidos se encuentran el nimero 7, el nimero e y la razon

durea*® ¢:
m = 3,141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286 . . .
e = 2,718281828459045235360287471352662497757247093699959574966967627724076630353 . . .
p = M = 1.618033988749894848204586834365638117720309179805762862135448622705 . . .

2

e El siguiente ntmero estd formado por una cantidad creciente de ceros intercalados en su parte
decimal:
0.101001000100001000001...

es un nimero irracional ya que carece de periodo.

_ - _ 49—-4 4 1
e El nimero 0.49 = 0.49999. .. es un ntimero racional, ya que®?: 0.49 = 997() = £ =3

Caracteristicas de 1

e Las raices, logaritmos y funciones trigonométricas suelen dar como resultado numeros irracionales.

e Entre dos racionales distintos existen infinitos irracionales y entre dos irracionales distintos existen
. . . =4
infinitos racionales. Por tanto I es denso, aunque no es numerable®!.

e Todas las operaciones entre numeros racionales e irracionales generan como solucién ndmeros
irracionales:

Vael , be®Q (b#£0) = axbel , a-bel , a/bel , blacl

e Las operaciones entre irracionales pueden generar tanto nimeros racionales como irracionales.

—1 1
] +
V241 V2-1

V2)(V3)=v6el , V2+V3el =2eQ , (V2)(Vo)=2€Q

48 Fste simbolo corresponde a la letra i latina mayuscula con una doble barra. El término irracional proviene de Pitagoras, que al
intentar determinar de forma exacta el valor del niimero m, consider6 que no era “racional” que tuviera infinitos decimales. Dentro
de los irracionales estan los nameros algebraicos, que son solucién de alguna ecuacién polinémica con coeficientes racionales, y los
nimeros trascendentes que no son solucién de ninguna ecuacién polinémica.

19E] nimero dureo, también llamado nimero de oro, razén durea y divina proporcién entre otros, estd asociado a numerosas
relaciones geométricas en la naturaleza.

50Ver la Seccién 1.1.3, pagina 26.

51La naturaleza de los ntimeros irracionales es muy diversa (raices, logaritmos, etc.) y esto hace que no haya un patrén de
distribuciéon dado de estos nimeros, lo que implica que no se puedan ordenar de ninguna forma para ser numerados.
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Conclusién sobre T

e El conjunto de los ntimeros irracionales I no es un cuerpo®?.

e Por tanto, por si solo no es un conjunto util de un punto de vista practico y por tanto se necesita un
conjunto de numeros més grande que lo contenga, asi como al resto de conjuntos de ntimeros vistos
anteriormente.

1.1.5. El Conjunto de los Nameros Reales R

Definiciéon 1.10. Conjunto de los Numeros Reales

El conjunto de los ntimeros reales se representa mediante®® R y se define como el conjunto de
ntmeros resultado de la unién entre el conjunto de los nameros racionales y el conjunto de los niimeros

irracionales®®.
R=QUI

Las caracteristicas de R son una combinacién de las propiedades de ambos conjuntos.

Caracteristicas de R

(R;+,-) es un cuerpo ordenado.

Q es densoen R = Va,b€ R cona<b Jinfinitosd € Q : a < § <b.

Tesdensoen R = Va,b€ R cona<b Jinfinitosd €l : a < d <b.

. =4
e IR es un conjunto no numerable®.

Ejercicio 1.6. Demostrar que R no es un conjunto numerable.

Vamos a realizar la demostracion por el método de reduccion al absurdo®® a una parte de R, en concreto al
conjunto A = {a € R: 0 < a < 1}. Suponemos que A es un conjunto numerable®” y por tanto podemos
ordenar todos®® sus elementos en forma decimal siguiendo una determinada secuencia:

ap = 0. ann a2 a3 - am
azg = 0. a1 a2 a -+ az
ar = 0. ap1 ak2 agz -+ Ggn
donde a;; € {0,1,---,9} y donde cada elemento aj, contiene un némero infinito de cifras®”. Sea entonces

el siguiente niimero real b € A expresado en forma decimal:
b=0.by1b3b3 --- by ---

donde los digitos b; € {0,1,---,9} los elegimos de forma que by # agx. Entonces se tiene que b # a; pues
b1 # aq1, b # ag pues by # ags ; ete. Es decir b # a,,, Vn € N, por lo que b € A, lo cual es una contradiccion
ya que partimos de la base de que todos los numeros de A estéan en la ordenacién dada por a,.

En base al método de reducciéon al absurdo concluimos que:

‘ A es no numerable = IR no es numerable ‘

52Ver la Definicion A.6, pagina 299.

53Este simbolo corresponde a la letra erre maytscula con una doble barra.

54Por tanto: Q C R ; ICR.

55Esto es consecuencia de incluir a la nimeros irracionales que no son numerables.
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La Recta Real

Definicion 1.11. La Recta Real

La recta real es una representacion geométrica del conjunto de los nameros reales R.

Esta forma consiste en suponer que cada uno de los infinitos ntimero reales corresponde con un punto de una

recta infinita, que es la recta real, como muestra, la siguiente figura®.

Estableciendo una distancia arbitraria, se pueden posicionar en determinados puntos de la recta los infinitos
nameros de los que est4d formado R. En la figura se muestra el nimero cero®! en color violeta, los ntimeros
naturales en color azul, los enteros negativos en color rojo, los racionales en color verde y los irracionales
en color amarillo. En la figura se representan algunos casos particulares.

La recta real se utilizara en las siguiente secciones como una herramienta sencilla e intuitiva de entender
diferentes conceptos de la asignatura y como medio visual de resoluciéon de determinados problemas.

1.2. Intervalos

Definicion 1.12. Intervalo

Un intervalo 7 es un conjunto de ntimeros reales que corresponde a un segmento de la recta real®.

AN
~

La principal propiedad de los intervalos establece que si dos nimeros x e y pertenecen a un intervalo Z con
z <y, entonces todo namero z tal que x < z < y, también pertenece a 7.

Ve,yeZ , <y : Vz , 2<z<y = zel

Nota 1.5.

63

e Un intervalo puede ser vacio®”, contener un tnico nimero o bien mas de uno.

e En el caso de contenga mas de un nimero entonces, por la propiedad anterior, obligatoriamente contiene infinitos.

56Ver la Seccion 0.6.5, pagina 13.

57Ver la Definicién A.3, pagina 298.

58Fsta sera el punto clave de la demostracion.

59Notar que por ejemplo 0.0 = 0, 0.49 = 0.5 y 0.9 = 1, teniendo en cuenta la formula vista en Seccion 1.1.3, pagina 26.

60L0s puntos de una recta realmente no tienen dimensién, pero en la figura vamos a interpretarlos como esferas visibles coloreadas,
en funcién de su tipo, para entender visualmente el concepto de recta real. La continuidad de los puntos en una recta representa
graficamente la propiedad de densidad de R.

61Para posicionar este nimero se puede coger cualquier punto de la recta, y todos los demas ntimeros estan distribuidos a su
izquierda (negativos) o derecha (positivos) y a distancias correspondientes a su valor.

62La longitud de un intervalo puede ser nula o no.

63Es decir sin ningin elemento.
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1.2.1. Tipos de Intervalos

Los intervalos se representan utilizando corchetes cuadrados [ | y/o paréntesis ( ) en funcién su tipo, como
vamos a ver a continuacion. Hay diferentes tipos:

e Intervalos abiertos y cerrados.
e Intervalos mixtos semi-abiertos y semi-cerrados.

e Intervalos infinitos.

Vamos a ver de forma mas detallada cada uno de estos tipos de intervalos.

Definiciéon 1.13. Intervalos Abiertos y Cerrados

Sean dos ntimeros a,b € R con a < b denominados extremos o puntos frontera®® de los siguientes
intervalos:

e Intervalo Cerrado®’: ‘ [a,b) ={z €R : a<z<b} ‘

Graficamente los intervalos cerrados se pueden representar sobre la recta real de dos posibles
formas:

— 0 bien con corchetes cuadrados como en su definicion.

— o bien mediante dos circulos rellenos

Indicando, de cualquiera de las formas, que los extremos a y b pertenecen al intervalo.

¢ E 3 3 ¢ O - S
a b a b

e Intervalo Abierto®": ‘ (a,b) =]a,b|={z €R : a<z<b} ‘

De forma grafica, los intervalos abiertos se pueden representar en la recta real de tres formas:

— 0 bien mediante paréntesis
— 0 bien mediante corchetes cuadrados invertidos

— o también mediante circulos huecos

Indicando, de cualquiera de las formas, que los extremos a y b no pertenecen al intervalo.

—¢ y— —1 f— +—oO o——
a b a b a b

64Un punto z se dice que es frontera de un conjunto A si todo entorno (ver la Definicion 1.17, pagina 34) que contenga a x,
contiene puntos de A y puntos que no pertenecen a A.

65Si a y b son iguales, el intervalo contiene un tnico nimero que coincide con los extremos; si por el contrario a y b son distintos,
siempre con a < b, el intervalo contiene infinitos ntimeros comprendidos entre a y b.

66En este caso los extremos a y b no pertenecen al intervalo. Si a y b son iguales, el intervalo es un conjunto vacio que no contiene
ningin elemento.
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Definicion 1.14. Intervalos Semi-abiertos y Semi-cerrados

Sean a,b € R con a < b los extremos de los siguientes intervalos:

e Intervalo Semi-cerrado: ‘ [a,b) ={z €eR : a<z<b} ‘

Graficamente se representa en la recta real, o bien con corchete cuadrado y paréntesis, o bien
con un circulo relleno y otro hueco en los correspondientes extremos, indicando que uno, el a
pertenece al intervalo y el otro b no.

~

N L V4 4 < . O
b

e Intervalo Semi-abierto: ‘ (a,b) ={z €eR : a<xz<b} ‘

Graficamente se pueden representar sobre la recta real con un paréntesis a la izquierda y un
corchete cuadrado a la derecha, o bien con un punto hueco a la izquierda y un punto macizo a la
derecha indicando la inclusién o no de cada uno de los extremos.

< € 3 > «——O ®
@ b @ b

~

Definicion 1.15. Simbolo Infinito

El simbolo®” oo, hace referencia a una cantidad méas grande que cualquier numero finito. Asi®®:
e oco>a VYaelR

e —x<a VYaeR

Definiciéon 1.16. Intervalos Infinitos

Dado un niimero a € R se definen los siguientes intervalos infinitos®’:

¢ [a,00)={z€R : v >a}] 4 : >
[ =G eR 23] < o—
e [(—oo,a={r€R : r<a} ¢ . ,
o (-00,0)={z€R : v <a}| 4 3 ,
o [(-00,00) = R| y a

67Ver la Seccion 0.2, pagina 4.
68En determinados casos al signo infinito co se le afiade el signo + para dejar clara su diferencia con —oo.
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Operaciones Basicas con Intervalos

Hay cuatro operaciones bésicas con intervalos™:

e Unién (U) : Se define la union de dos intervalos al conjunto formado por el conjunto de todos los
elementos que pertenecen al menos a uno de los dos intervalos.

e Interseccion (N) : Se define la interseccion de dos intervalos al conjunto de todos los elementos que son
comunes a los dos intervalos.

e Diferencia (—) : Se define la diferencia de dos intervalos al conjunto de todos los elementos que
pertenecen al primer intervalo y no al sequndo.

e Complementario (A) : Se define el complementario de un intervalo al conjunto de todos los elementos
que no pertenecen al intervalo.

A

B s
AUB
ANB

A-B

A

Figura 1.1: Representacion gréfica del resultado de las operaciones basicas entre dos intervalos A y B.

Ejercicio 1.7. Dados los intervalos A = (—o0,7), B =[0,00), C = (=5,0] y D = [—1,7]. Determinar:
a) ANnB b) CNB c) AUB d) D-C e) D-A

f) A—C g) AUB h) B-C i) B-A j) A—((BUC)ND)

") b) )
9 2 f) [4=C= (-, -5U(07)
g) b B-C=(-50 i

i) |[A-((BUC)ND) = (-00,-1)|

69Siempre que en algin extremo de un intervalo aparece el simbolo infinito (positivo o negativo) se utiliza intervalo abierto ( 6 ).
70Estas operaciones son propias de los conjuntos.
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1.2.2. Entornos

Para las siguientes definiciones, sean a,r7 € R con r > 0.

Definicion 1.17. Entornos

e Se denomina entorno de centro a y radio r y se representa por E(a,r) al intervalo abierto:

r r

A
~

‘E(a,r):(a—r,a—i-r)‘ +—O ; o—
@@= a a+r

e Se denomina entorno reducido de centro a y radio r y se representa por E*(a,r) al entorno
E(a,r) menos el propio centro a.

B*a,r)=(a—r,a+r)—{a}|  +o0 o o—
a

Definicion 1.18. Semi-Entornos Reducidos

e Se denomina semi-entorno reducido por la derecha de centro a y radio 7 y se representa por
E*(a,r) ala mitad derecha del entorno reducido E*(a,r).

r
—

‘E'i‘(a,r):(a,a—l—r)‘ ¢ 1o o—s
a a+r

e Se denomina semi-entorno reducido por la izquierda de centro a y radio r y se representa
por E~(a,7), a la mitad izquierda del entorno reducido™ E*(a,r).

”
‘E_(a,r):(a—r,a)‘ +«—O0 O )
a—r a

Definiciéon 1.19. Entornos Reducidos en +oo

e Se denomina entorno reducido en +oo al intervalo infinito™ (a,+00).

‘(a,oo):{:Ee]R:x>a}‘ < O >

a

e Se denomina entorno reducido en —oo al intervalo infinito (—oo, a).
(-0,0)={z €R : z <a}] < O >

a

"1Ver la Definicién 1.17, pagina 34.
72Ver la Definicién 1.16, pagina 32.
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1.2.3. Cotas y Extremos

Definiciéon 1.20. Cotas

Sea A un subconjunto de R, A C R y s € R. Se dice que:

e s es una cota superior de Asi: a<s VacA —t A : H
e s es una cota inferior de A si: a>s VYa€eA g

A~

Si existe una cota superior de un conjunto existen infinitas cotas superiores y de igual forma si existe una cota
inferior del conjunto también existen infinitas.

Definicién 1.21. Conjuntos Acotados

Si un conjunto A tiene cotas superiores se dice que es acotado superiormente.
Si un conjunto A tiene cotas inferiores se dice que es acotado inferiormente.

Se dice que un conjunto es acotado si es acotado superiormente e inferiormente.
A los conjuntos cerrados y acotados se les denomina compactos.

Definicion 1.22. Extremos

Sea A un subconjunto de R, A C R. Se denomina:

e Supremo de A: ala menor de sus cotas superiores sup(A)
e Infimo de A : a la mayor de sus cotas inferiores inf(A)
e Maximo de A:  al mayor de los elementos de A max(A)
e Minimo de A:  al menor de los elementos de A min(A)

o Elsup(A) e inf(A) puede ser cualquier nimero R, pertenezca o no al conjunto A.
e El max(A) y min(A) tienen que ser nimero pertenecientes al conjunto A.
e Si existe max(A) / min(A) coincide con sup(A) / inf(A) respectivamente.

Ejercicio 1.8. Determinar, en caso de existir, las cotas superiores e inferiores, el supremo, infimo, maximo
y minimo de los siguientes conjuntos de nimeros reales:

a) A=1[2,3) b) B=(2,3) c) C=(2,00) d) D= (—00,3)U (5,6]
CS.: 3,429,100, - CS.: 3,499,100, -
ClL: 2,1,-100,- - ClL: 2,1,-100, -
W a=py s g b B=ey¢ ke
Max(A): 3 Max(A): 3
Min(A): 2 Min(A): 3
CS.: ! CS.: 6,7, 10,
Cl: 2,1,-100,- - - ClL: 3
) €= (2,00 Isr?ff(’ﬁf)‘?: f d) D= (—00,3)U(50 ISr?fIZX)l-) %
Max(A): P Max(A): 6
Min(A): 3 Min(4): 3
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TEMA 1: Nuameros Reales

1.

Definicién 1.23. Desigualdad

3. Desigualdades

Una desigualdad es una expresion que involucra alguna de las siguientes relaciones de orden™:

‘Relaciones de Orden: > |, < > <

Ejemplo 1.2. Desigualdades
e 6>2
e 2r—1<z%2+4+z

o Vo —1< sen(z+1)

e Hay diferentes tipos de desigualdades. Aquellas que contienen variables o incognitas se denominan
especificamente inecuaciones.

e Resolver una desigualdad (inecuacion) consiste en encontrar los valores que satisfacen sus variables.

e La resolucion de una desigualdad se realiza haciendo uso de las propiedades de las desigualdades.

1.3.1. Propiedades de las Desigualdades

Las siguientes propiedades son aplicables a cualquiera de las cuatro relaciones de orden a las que hace referencia
la Definicion 1.23.

1. Si a los dos miembros de una desigualdad se les suma o resta un mismo niimero se obtiene otra desigualdad
del mismo tipo. Por ejemplo”*:

a<b . at+c<b+ec

Como consecuencia de esta propiedad, los términos de una desigualdad pueden transponerse de un lado a
otro de la desigualdad de igual forma que ocurre con los términos de una ecuacion, es decir, los que estan
sumando pasan restando y viceversa.

2. Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por un niimero positivo se obtiene otra

desigualdad equivalente a la primera. Por ejemplo:
ac > be

azb , >0 =

a _ b

2> 2

c ¢
Como consecuencia de esta propiedad, los términos positivos de una desigualdad que estan multiplicando
o dividiendo a la totalidad de uno de los lados de la desigualdad puede transponerse al otro lado de igual
forma que ocurre con los términos de una ecuacion, es decir los que estan multiplicando pasan dividiendo

y viceversa.

3. Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen por un niimero negativo se obtiene

otra desigualdad donde cambia el sentido de la desigualdad”™. Por ejemplo:

a<b c<0 =

LELY

73Ver la Seccién A.2, pagina 299.
74Notar que si ¢ < 0 se obtiene la resta.
75Es decir: > pasa a <, < pasa a >, < pasa a > y > pasa a <.
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Notar que este comportamiento es propio de las desigualdades y no se produce en las ecuaciones, donde solo
hay un tipo de igualdad.

1.3.2. Resolucion de Desigualdades

Vamos a centrarnos en la resoluciéon de desigualdades con una tnica incégnita de los siguientes tipos:
e Desigualdades lineales
e Desigualdades no lineales

e Desigualdades racionales

Desigualdades Lineales

Tratamos la resoluciéon de desigualdades simples del tipo:

‘fl () RO fo(x) ‘ RO : Relacion de Orden (>, <, <, >)

donde fi(x) y fa(z) son funciones lineales™ en la variable o incognita x.

Este tipo de desigualdades se resuelven facilmente organizando todas las variables a una parte de la desigualdad
y todos los nimeros a otra y despejando los posibles coeficientes de la variable x hasta obtener una expresion
del siguiente tipo, que dara lugar al intervalo I solucién de la desigualdad:

r RO ¢ = «xel : ceR

Si la desigualdad lineal estd compuesta por varias relaciones de orden encadenadas, se puede partir dicha
desigualdad en tantas desigualdades simples como relaciones de orden haya y resolver cada una de ellas
siguiendo el procedimiento descrito anteriormente hasta encontrar el intervalo solucion de cada uno de ellos.
Finalmente, el intervalo solucién del problema inicial sera la interseccién’’ de cada uno de los intervalos
obtenidos.

fi(z) ROy fo(x) — I
‘fl(l‘) RO, fz(l‘) RO fg(l‘) ROs ---RO,, fn+1(50)‘ f2($) RO+ fg(l') — I
- .

I=LNnLN---NI, :
! ? fn(x) ROn fn+1(x) — In

Ejercicio 1.9. Resolver las siguientes desigualdades lineales:
a) 1+z<7z+5 b) 6z —4<3z+2>1+=zx
2 2
a) l+ax<7z+5 ; Tx—xz>1-5 ; 6x>-4 ; x>—g = |z € —g,oo
6r—4<3zx+2 ; 3x<6 ; <2 1
b) 6r—4<3z4+2>141r = = |z € (——,2}
3x+2>142 ; 2c0>—-1; z>-1/2

76Una funcién lineal es una funcién polinémica de primer grado, (ver la Definicion A.13, pagina 302).
7TVer la Seccion 1.2.1, pagina 33.
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Desigualdades No Lineales

Tratamos la resolucion de desigualdades simples del tipo:

‘fl () RO fa(z) ‘ RO : Relacion de Orden (>, <, <, >)

donde f1(x) y/o fa(x) son funciones no lineales™ en la variable o incognita .

Los pasos para resolver este tipo de desigualdades son:

1. Pasar todos los términos a uno de los miembros (para que en el otro quede cero) y simplificar.
F(z) RO 0 (1.1)

™ reales de la funcién resultante.

2. Calcular las raices
F(.T):O — sol. I‘eal:{rl’TZ’...}

3. Posicionar las raices r, en la recta real y estudiar el signo de la funcion® F(z) en cada uno de los
intervalos I,, en los que queda dividida la recta real mediante las raices.

Io Iy I I3 n

A
Y

+ T ar ro — r3 T ory —

4. Los intervalos solucion seran aquellos que cumplan la relacion de orden RO dada por la desigualdad (1.1).

5. Los extremos de los intervalos soluciéon [, correspondientes a las raices 7, solo entrardn dentro de los
intervalos solucion si la relacion de orden RO contiene un signo igual®’.

Si la desigualdad no lineal estd compuesta por varias relaciones de orden encadenadas, se procede a la particion
de dicha desigualdad en tantas desigualdades simples como relaciones de orden haya, y a resolver cada una de
ellas siguiendo el procedimiento visto anteriormente, hasta encontrar el intervalo solucion de cada uno de ellos.
El intervalo solucion del problema inicial sera la intersecciéon de cada uno de los intervalos obtenidos, de la
misma forma que se explico en la Seccion 1.3.2, pagina 37 sobre las desigualdades lineales.

Ejercicio 1.10. Resolver la siguiente desigualdad no lineal: 2 +6 <5z

2 +6<5x ; |22-52+6<0| = 2?-5r+6=0 ; r=——p—— ={23}
(—00,2) [2, 3] (3,00)
-« . . > x € [2,3]

Notar que el intervalo solucién es en este caso [2,3] al ser en este tramo la funcién 22 — 52 + 6 negativa,
y siendo la relaciéon de orden de la desigualdad < 0.

78Una funcién no lineal es cualquier funcién que no sea del tipo polinémica de primer grado.

" TLas raices de la funcién f(z) son las soluciones de la ecuacion f(x) = 0, pudiéndose ser reales y/o complejas.

80Para estudiar el signo de una funcién en cada uno de estos intervalos, basta con determinar el signo de la funcién en un punto
cualquiera del mismo.

81 Mayor o igual que (>) o menor o igual que (<).
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Desigualdades Racionales
Tratamos la resolucion de desigualdades simple de funciones racionales®? del tipo®*:

P(x)
Q(z)

donde P(z) y Q(z) son polinomios en la variable .

RO 0 RO : Relacion de Orden (>, <, <, >)

Los pasos para resolver este tipo de desigualdades son:

1. Calcular las raices reales de cada uno de los polinomios y ordenarlos de forma conjunta.

{ gg; z 8 } — sol. reales de ambos = {ry,rq, - }

2. Posicionar todas las raices 7, en la recta real y estudiar el signo del cociente P/@ en cada uno de los
intervalos I,, en los que queda dividida la recta real mediante las raices.

Iy Iy Is I3 I

P/Q ar 1 - re t+ r3 + rqg -

Y

3. Los intervalos solucion seran aquellos que cumplan la relacion de orden RO dada por la funcion racional

P(x)/Q(x)-

4. Los extremos de los intervalos solucion I,, correspondientes a las raices r, solo del numerador P(x),
entraran dentro de los intervalos solucion si la relacion de orden RO contiene un signo igual.

Si la desigualdad estd compuesta por varias relaciones de orden simples encadenadas, se procede a particionarla
y estudiar cada parte, como se ha explicado en las secciones anteriores para desigualdades lineales y no lineales.

Ejercicio 1.11. Resolver las siguientes desigualdades:

20— 8 rz—1 r+1
>0 b <
3r+9 — ) rz+1 rx—1

a)

a) Como la desigualdad ya estda en la forma deseada, buscamos las raices reales del numerador y

denominador:
9 8=0 4 (—o00, —3) (—3,4) [4, 00)
xr — = ; xTr = < >
{333—1—9:0 ;. x=—3 P/Q  + 9 - 3 + ‘$€(—OO,—3)U[4,00)‘

b) Operamos previamente la desigualdad inicial:

r—1 x+1 r—1 xz+1 (x —1)? — (z +1)2 —4x
< ) - <0 ; >0 ; ——
r+1 -1 z+1 x-1 2 —1 2 —1

Buscamos las raices reales del numerador y denominador:

{ 4r =0 : =0 (=00, —1) (=1,0) (0,1) (1, 00)

< o Py Py

22-1=0; z=+1 P/Q  +

A\

-1 - 0 + 1 -

@€ (-1,0)U(1,00)]

Notar que como la relacién de orden no tiene igual (es solo <) la rafz 0 de numerador no entra a
formar parte de la solucién.

82 Aqui se tratara tinicamente el caso de cociente de polinomios, pero de forma general puede tratarse de un cociente de cualquier
tipo de funciones.

83La desigualdad a considerar contiene un cero en uno de los términos de la desigualdad. Si tuviera otra forma, se operaria
teniendo en cuenta las propiedades de las desigualdades hasta que tenga esta forma.
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1.4. Métrica en R
1.4.1. Valor Absoluto, |z|

Definicion 1.24. Valor Absoluto

Se denomina valor absoluto de un nimero 2 € R y se representa por |z|, al nimero real dado por
alguna de estas dos definiciones equivalentes:

y

f(z) = |z]
o|=va2=] % s 220 :
~—~— —x si <0 3
def 1 )
def 2

Cada una de las dos definiciones equivalentes del valor absoluto se puede utilizar segin convenga.

Propiedades de |z|

Sean x,y € R.

1. || >0 , V& #0 ; 0] =0

2. —|z| <z < |z
|lzy| = |=] |y A |

3 — —| =177 > y#o
le=l = |z|~' , Vo #£0 Y |yl

4. |lz+y| <|z|+|y| (Desigualdad Triangular)

5 |z =yl = |z =yl

Demostraciéon 1.0.

1. Trivial a través de la definicién de valor absoluto

2. Trivial a través de la definicion de valor absoluto

3. |yl = /(@y)2 = V222 = Va2 /y? = |a| - |y

_ _ _ _ 1 _
yy l=1=ly-yl=1=l Iy =1=1y 1|=m=|y| !

T

Y

4 |z +yP = (@ +y)?=(@+y)? =27 + 22y +y° < |2 + 2zly| + [y]> = (2] + [y])*.
Tomando raices cuadradas en ambos lados de la desigualdad: |z + y| < |z| + |y|

lyl |yl

] -

1
=l Iy
Y

5. Como: x=y+ (x—y) Ve,y € R. Tomando valor absoluto en ambos lados, se tiene:

lzl=ly+ (@ -y < |yl + |z -yl = |z —y| > |z| - |y]
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Valor Absoluto e Intervalos

Vamos a ver ahora la relaciéon que existe entre el valor absoluto y los intervalos que hemos analizado en las

secciones anteriores®.

SeaaeR ; a>0.

) = —a<z<a = x € (—a,a)

1.4.2. Distancia en R

Definicion 1.25. Distancia

La distancia® entre dos niimeros reales a,b € R se define como:

d(a,b)
d(a,b) =|a—b]| - | R
a b

Propiedades de la Distancia
Sean a,b € R.

1. d(a,b)>0 , Va#b = d(a,b)=0 sii a=b

2. d(a,b) =d(b,a)

3. d(a,b) <d(a,c)+d(b,c) , Va,b,ceR (Desigualdad Triangular)

Demostraciéon 1.0.

1. Trivial a través de la definicién de distancia (valor absoluto)

2. Trivial a través de la definicion de distancia (valor absoluto)

C
d(a,b)=|la—=bl=la—c+c—b|= R Z
3. =le—9+(c—bl<la—d+lc—bl= ¥ &
= d(a,c)+ d(c,b) a b
d(a,b)

84Ver la Seccién 1.2, pagina 30.
85Ver una generalizacién de la distancia para espacios R? y R? en el Seccion A.6, pagina 307.
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1.4.3. Desigualdades con Valores Absolutos

Vamos a analizar ahora como podemos resolver problemas con desigualdades en las que aparecen valores
absolutos. Estudiaremos estudiar dos casos:

e Desigualdades simples con valores absolutos

e Desigualdades méas generales con valores absolutos

Desigualdades Simples con Valores Absolutos

Empezamos resolviendo los problemas mas sencillos que nos podemos encontrar, donde aparece simplemente
|z| y una determinada relacidn de orden con algiin nimero real a.

a>0 = z=-a = =
¢ lel=a = {a=0 - 5

a <0 — no existe solucion <—

a>0 - —a<z<a — ==
o |z|<a = =€l 3

a <0 — no existe solucion =

a>0 —- rz<—adbz>a <:>‘xe(—oo7—a)u(a7oo) B—s

-a a

o |z|>a =
a<0 — reR| +———

Ejercicio 1.12. Resolver las siguientes desigualdades:

a) |z|=-3 b) |z] <2 c) 1<|z] <3
a) |z|=-3 = ‘ No existe solucion ‘
b) |z]<2 = -2<z<2 = |z€[-22]

2] >1 = z €& (—o00,—1]U]Jl, 0) e
1<|z|<3 = {|m|<3 e ze(-3.3) = ‘x€(3, 1]u[1,3)‘

Vamos ahora a ver un par de métodos para resolver problemas méas complicados de desigualdades con wvalores
absolutos.
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Desigualdades con Valores Absolutos (Caso I)

Estudiamos un primer caso en que la desigualdad esta formada por: el valor absoluto de una determinada funciéon
fi(x), una determinada relacion de orden (RO) y una funcion cualquiera f>(x) que no contiene el valor absoluto
en su expresion.

L A@)] RO fofa) |

La forma més sencilla de resolver este problema es transformarlo en otros equivalentes, que no contengan el
valor absoluto, y entonces aplicar los métodos vistos sobre desigualdades sin valores absolutos.

Para eliminar el valor absoluto que aparece en la funcion fi(x), se encuentran las raices reales de esta funcion,
es decir, soluciones reales de la ecuacion:

fl (%‘) =0
Esta funcién puede tener ninguna, una o varias raices reales que denominaremos 7, 2, etc.
Disponiendo las n raices en la recta real, se obtienen n + 1 intervalos de estudio, donde la funciéon fi(x) tendra
un signo determinado (positivo o negativo). En base a él y aplicando la definicion de wvalor absoluto, se puede
eliminar éste, dando lugar a n + 1 desigualdades sin valor absoluto. De esta forma el problema aumenta en
tamano, pero disminuye en complejidad.
Resolviendo estas desigualdades y teniendo en cuenta su correspondiente intervalo de validez, se puede obtener
la solucién del problema inicial como la unién de todas ellas.
A continuacion se muestra un esquema del proceso, en el que se ha supuesto que la funciéon fi(x) tiene dos
raices, dando lugar a tres intervalos de estudio y en cada uno de ellos se ha supuesto un signo determinado de

fl(a?)

CASO 1: ‘ | fi(z) | RO fa(x) ‘ (RO: rel. orden)
Eliminacion Val. Abs. — filx)=0 —  raices = {ry, a2}
ORY F1(2) > 0 f1(2) <0 si fi(x) >0 — |fi(z)] = f(x)
} " x Ve el
i n 1 re Iz si fi(x) <0 — |fi(z)]=—f(x)

si €y — —fi(x) RO folx) —
| Aile)| RO folw) |= { si 2€T, = fi(x) RO folz) — = [2€5USUS,

si x€l3 — —fl(l‘) RO fQ(T) — TAE S3

Ejercicio 1.13. Encontrar los intervalos soluciéon de los siguientes problemas de ntimeros reales:
a) |[x—5|=1 b) |z —5| < -3

c) |[r—5/<3 d) |[x—5/>1

a) |lz—5/=1 ; x—-5=+1 ; x=5+1 = |z€{4,6}

b) |r—5<—-3 = No tiene solucion — |z€ O

¢) Jx—=5<3 ; =8<zx-5<3 ; 2<zx<8 = |z€ (2,98
six>5 = |z—5|=z-5
—5 > . _r_ . _ 2
d =521 5 e=5=0 5 =5 = {six<5 = |z —5|=—(x—5)
r>5 : xz—5>1 r>6 — x>6 ~
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Ejercicio 1.14. Resolver la siguiente desigualdad:
|z —5| <3+x
(:c—5)<0:(:n—5)>0
x—5=0 = z=5 < = > lo—5| = —(z—-5)=—x+5 si <5
5 v “ 1l z-=5 si x>5
‘—sc+5 < 3+x‘ si x<5b (4)
‘|x—5| < 3+x‘ =
‘LE—5 < 3+1" si z>5 (B)
(A) 22 >2 S oe>1 LASN z e (1,5)
= z € (1,5)UI5,00)
>
(B) -5 <3 (siempre cierto!) Q) x € [5,00)
< z € (1,00)

Desigualdades con Valores Absolutos (Caso Il)

Vamos a estudiar un segundo caso mas complicado en que la desigualdad esta formada por el valor absoluto de
dos funciones fi(z) y f2(x), relacionadas a través de una determinada relacion de orden (RO).

L A@ | RO | fa(@) | |

Al igual que antes, este problema se transforma en otros equivalentes, que no contengan el valor absoluto.
Para ello se buscan las raices®® de ambas funciones, {ry,ro, -} y {51,852, -+ }, y se disponen en la recta real
obteniéndose un conjunto de intervalos de estudio, donde las funciones fi(z) y f2(x) tendran unos signos
determinados. En base a ellos y a través de la definiciéon de valor absoluto, se pueden eliminar dando lugar a un
conjunto de desigualdades sin valor absoluto, validas en cada uno de los intervalos.

De igual forma que antes, resolviendo estas desigualdades y teniendo en cuenta su correspondiente intervalo
de validez, se puede obtener la solucién del problema inicial como la unién de todas ellas.

A continuacién se muestra un esquema del proceso, en el que se ha supuesto que la funciéon f;(x) tiene una
unica raiz r1 y la funcion fo(x) tiene otra tnica raiz s; # r1, lo cual da lugar a tres intervalos de estudio y en
cada uno de ellos se ha supuesto unos signos determinados para f1(z) y fa(x).

86Ver la Seccion 1.4.3, pagina 43.
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CASO 2: ‘ | fi(z) | RO | fa(z) | ‘ (RO: rel. orden)
Eliminaciéon Val. Abs. == hi(z)=0 - raljces ={r, s, ---}

fo(x) =0 — raices = {s1, Sa, --+ }
st fi(x) 20 = [Ai(@)] = fi(z)
fo(z) >0 fa(z) >0 fo(z) <O
f1(a) <0 f1(z) >0 f1(@) <0 si fi(z) <0 —= |fi(z)]=—fi(2)
< f } > T Ve el
L L s Is st fa(x) 20 = |fa(z)] = fal)
si fa(z) <0 = [fa(z)] = —f2(2)
si x€Z; — —fi(z) RO fo(x) —
1 A@ ]| RO | h@) | |={ si €T, - fila) RO folx) — = [2€5USUS,
si z€T3 —  fi(z) RO folz) —

|z +5] > |z —1]

{

—x—5

|z + 5] o

(o + 5]

Ejercicio 1.15. Resolver la siguiente desigualdad:

| 4+ 5] > |z — 1|

(z—1) <0 (z—1)<0 | (z—1)>0

z+5=0 = z=-5 @5 <01 @D >0 1 (@45 >0
r—1=0 = z=1 N _'5 1 ’
si x<—=5 —1| = —z+1 si z<1
si xz>-5 o rz—1 si z>1
-z -5 > —x—i—l‘ si <=5 (A)
= x+5 > —z+1] si -5<z<1 (B)
x+52z—1‘ siox>1 (@)

(siempre falso!)
x> —2

)

(siempre cierto!)

x € [—2,00)

Pedro José Hernando Oter
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2.1. Funcion o Aplicacion 49

2.1. Funcién o Aplicacién

Definicion 2.1. Funcién o Aplicaciéon

Dados dos conjuntos X e Y, se denomina funcién o aplicacién a toda regla que hace corresponder a
cada elemento = del conjunto inicial X (denominado conjunto dominio' ), un tinico elemento y del
conjunto final ¥ (denominado conjunto imagen?). Se representa por:

f: X+—Y ; a?i>y

Definicién 2.2. Dominio e Imagen de una Funcion

Dada una funcion f : X — Y, se denomina:
e Dominio de f : al conjunto D C X donde f esta definida. Se denota mediante Dom(f).

e Imagen de f : conjunto f(x) CY Vz € D. Se denota mediante Im(f).

No confundir el dominio D con el conjunto dominio X, ni la imagen f(x) con el conjunto imagen Y.

e El dominio D de una funcién es la parte del conjunto dominio X donde esté definida la funciéon, D C X.
En algunas funciones el dominio coincide con el conjunto dominio, pero no de forma general.

e La imagen f(x) es la parte del conjunto imagen Y que esta definida para todos los valores del dominio
D de la funcién, f(z) CY Vz € D. En algunas funciones la imagen coincide con el conjunto imagen,
pero no de forma general.

Definiciéon 2.3. Variable Independiente y Dependiente

Dada una funcion f: D C X —— [ C Y, tal que:

— xz € D Dominio
AT y € I Imagen

Se denomina:
e Variable Independiente : Vz € D.

e Variable Dependiente : Vy € [.

e Para determinar el dominio de una funcion hay que analizar los valores para los que esta definida dicha
funcion.

e Para determinar la imagen de una funcién hay que encontrar el conjunto de valores devuelto por el
dominio de la funcion.

Como normalmente las funciones complicadas estan formadas por operaciones entre funciones elementales, nos
basamos en las propiedades conocidas de éstas® para el estudio de su dominio e imagen.

ITambién denominado conjunto de definicion o conjunto de partida.
2También denominado codominio, contradominio, conjunto final o conjunto de llegada.
3Ver la Seccién 2.8, pagina 58.
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Ejemplo 2.1. Dominio e Imagen de Funciones f:R — R

4
$ >
flz)=3 21 |
Esta funcién es una recta horizontal, por tanto su dominio es R y su ol |
imagen {3}. I
-2-10 1 2
4 [
y=2z+1 21
0 [
Esta funcién es una recta con pendiente 2, por tanto su dominio es R y 9

su imagen R.
-2-10 1 2

y=a"

Esta funcion es una parébola con vértice en el origen y con valores no
negativos, por tanto su dominio es R y su imagen [0, c0).

0
y=—Vx

Esta funcion solo estd definida para valores no negativos de z y -2} N
devolviendo valores no positivos, por tanto su dominio es [0,00) y su na ‘
imagen (—o0,0]. 0 5 10

La funcién:
T +senx

fz) =
Es un cociente de dos funciones. El numerador estéa formado por un polinomio y una funcién seno
estando las dos definidas para todo R. El denominador también es un polinomio, que se anula en
x =1, valor en el que no esta definida la funcion. Por tanto:

r—1

10 T
50 1 s
Dom(f)=R-{1}| ; Im(f)=R -k |
En la siguiente figura se ha representado =51 i 7
graficamente la funcion f(z), pudiendo ~10 \ \ \
apreciar el comportamiento de la funcion. —10 =9 01 5 10
n

2.2. Clasificacién de las Funciones

El conjunto de funciones es muy grande y variado, de forma que para su estudio se clasifican atendiendo a

diferentes caracteristicas.

1. En base al tipo de los conjuntos dominio X e imagen Y.

2. En base a la dimensién del conjunto dominio X y del conjunto imagen Y.

3. En base al comportamiento o propiedades de la funcion.

Clases de Caloulo |
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2.2. Clasificacion de las Funciones 51

2.2.1. Tipo de Conjuntos: Funciones Reales y Complejas

En base al tipo de conjuntos que relacionan, las funciones se distinguen los siguientes tipos:
e Si X C R se habla de variable real.
e Si X C C se habla de variable compleja.
e Si Y C IR se habla de funciones reales.

e Si Y C C se habla de funciones complejas.

f:R+— R Funcion Real de Variable Real. Ej: f(zx) = , z€R
f:Cr— R Funcion Real de Variable Compleja. Ej: f(z) =Re(z) , ze€C
f:R+— C Funcion Compleja de Variable Real. Ej: f(z) =iz , xz€R
f:C+— C Funcién Compleja de Variable Compleja. Ej: f(2) = 22 , z€C

Nota 2.1.
e El nimero complejo ¢ hace referencia a la unidad imaginaria cuyo valor es i = /—1.

e La funcién Re(z) corresponde a la parte real del nimero complejo z = x + iy, donde Re(z) = z.

e En la asignatura de Cdlculo I se estudian tinicamente las funciones reales de variable real.

e Fn las asignaturas de Ampliacion de Matemdticas y Cadlculo III se estudian las funciones complejas de
variable compleja.

2.2.2. Funciones Escalares y Vectoriales

Las funciones reales de variable real:

F:R" —R™
se clasifican en base a la dimension® n 'y m de los conjuntos dominio e imagen respectivamente, de la siguiente
forma:

. n =1 Funcién de una variable
e Si .. . .
n > 1 Funcién de varias variables.

. Si m =1 Funcién Escalar
m > 1 Funcién Vectorial.

‘F(xlnya"'axn):[fl(xlaan"'vxn) 9 f2($1,x2,...,xn), ©00 g fm(xlvar'-;xn)]‘

Ejemplo 2.2. Ejemplos de Funciones Reales.
F : R* — R? F(z,y) = [x,sen(x,y)] Funcion vectorial de varias variables
g : R®R — R g(z,y,2) = x+yz Funcién escalar de varias variables
H: R — R H(x) = [z,2? 27 Funcién vectorial de una variable
f+ R — R f(z) = 2% +senx Funcién escalar de una variable

Principalmente en la asignatura de Cdlculo II y en la parte de transformaciones lineales de la asignatura
Algebra Lineal se estudian las funciones vectoriales de varias variables.

4En este texto se designaran a las funciones escalares con letras mintsculas y a las funciones vectoriales con letras maytsculas.
5La dimensién 1 corresponde con la recta real, la dimensién 2 con el plano euclideo bidimensional (2D), la dimensién 3 con el
espacio euclideo tridimensional (3D), etc.
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2.3. Representacion Grafica de Funciones Reales

Existen dos formas muy utilizadas de representar graficamente las funciones (escalares) reales de variable real.

Y= () e A través de diagramas de Venn
y= e En un sistema de coordenadas cartesianas
Gréfica: Conj. de puntos (z,y)
f(x) Y

=

|

X Y

Dominio Imagen

Dominio

Figura 2.1: A la derecha representacion grafica de una funcion mediante un diagrama de Venn . A la izquierda
representacion gréafica de una funcion mediante un sistema de coordenadas cartesianas.

Definicion 2.4. Grafica de una Funcion

Se denomina grafica de una funcion y = f(z) al conjunto de puntos del espacio R? dado por
(z, f(x)), con z € D siendo D el dominio de la funcion.

2.4. Funciones Inyectivas, Sobreyectivas y Biyectivas

Definicién 2.5. Funcién Inyectiva, Sobreyectiva y Biyectiva

Las funciones se pueden clasificar en base a su comportamiento de la siguiente forma:

e Funcién Inyectiva: si elementos distintos del dominio le corresponden imdgenes distintas.

f: Xr—Y esinyectiva <= 1 #x9— f(x1) # f(a2)

e Funcién Sobreyectiva®: si todo elemento del conjunto imagen es imagen de algin elemento del
dominio.

f: Xr—Y essobreyectiva <= VyeV JxeX : f(x)=y

e Funcion Biyectiva: si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Estas propiedades se entienden muy bien a través de diagramas de Venn, (ver la Figura 2.2, pagina 53):

e Inyectiva: De cada elemento del conjunto dominio sale una flecha y a ningtan elemento en el conjunto
imagen le puede llegar mas de una flecha.

e Sobreyectiva: Todo elemento del conjunto imagen le debe llegar al menos una flecha.

e Biyectiva: Relacién uno a uno, es decir, hay el mismo nimero de elementos en los dos conjuntos y estan
unidos formando pares por una unica flecha.

6También denominada epiyectiva, suprayectiva, suryectiva, exhaustiva o subyectiva.
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X Y X Y
Inyectiva, no sobreyectiva Sobreyectiva, no inyectiva

| {

\|

Biyectiva No sobreyectiva, no inyectiva.

Figura 2.2: Tipos de funciones: inyectiva, sobreyectiva y biyectiva.

También podemos interpretar estos tipos de funciones en graficas de funciones en sistemas coordenados, como
se muestra en la figura inferior.

Y
T ) xr
No inyectiva no sobreyectiva Inyectiva no Sobreyectiva Biyectiva No es una funcién
e Inyectiva: Toda recta horizontal corta a la gréafica en un tnico punto.
e Sobreyectiva: La grafica tiene que tener puntos correspondientes a todo el eje vertical.
e Biyectiva: Inyectiva + Sobreyectiva
e Funcién: Para que cumpla la definicion de funcion”, toda recta vertical debe cortar a la grafica en un

Gnico punto.

"Ver la definicién de funcidon en la Definicion 2.1, pagina 49 y la definicion general de curva en la Definicion 2.17, pagina 66.
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2.4.1. Determinacion de la Inyectividad y Sobreyectividad

e Para determinar si una funcion es inyectiva o no hay que aplicar la definicion, verificando que a elementos
distintos del dominio le corresponden siempre iméagenes distintas. Para ello se siguen los siguientes pasos:

1. Construimos la ecuacion: f(a) = f(b)

2. Despejamos a como funcion de b : a = g(b).

3. Si este resultado es® a = b la funcién es inyectiva y de otra forma no lo es.

Ejercicio 2.1. Determinar si las siguientes funciones f : R — R son inyectivas:

a)  f@)=22+1 b)  f(z)=a?

a) ]JC‘((LIl)g;;ZIll } 20+1=2b+1 = a=0b = ‘f(m) es inyectiva‘

b f(a):a2 2 _ 12 _ 2 — _ g g

) Fb) = b2 2= = a=V2=h] = a=+b — ‘f(x) noesmyectlva‘

e Para que una funcién sea sobreyectiva su imagen debe ser RR.

Ejercicio 2.2. Determinar si las siguientes funciones f : R — IR son sobreyectivas:

a)  f(z)=2z+1 b)  f(z) =2

a) Como la imagen de esta funcion es R (ver el Ejemplo 2.1, pagina 50),

‘ f(z) es sobreyectiva‘

Ademaés por ser inyectiva, también es biyectiva.

b) Como la imagen de esta funcion es [0,00) (ver el Ejemplo 2.1, pagina 50),

‘ f(x) no es sobreyectiva

8Lo que indica que la tnica forma que dos imagenes sean iguales es que correspondan a un tnico valor.
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2.5. Funcién Par, Impar, Periédica y Monétona

Veamos algunos tipos interesantes de funciones.

. f(_x) . f(x) -/[[\/\\\ Sjlén;trlca con respecto al

_____ / Simétrica con respecto al
origen (0, 0).

Funciéon Impar: ’f(—x) =—f(z) ‘ /____,

n € 7

e Funcién Periédica: ’f(z) = f(z + np) ‘ p — periodo

e Funciones Monétonas: aquellas que o bien siempre crecen o bien siempre decrecen.

/7

— Monoétona Creciente: | si 1 <2y = f(z1) < f(fl?z)‘ '/

— Monoétona Decreciente: | si z; <2y = f(z1) > f(xg)‘

2.6. Funcion Inversa f~!(x)

Definicion 2.6. Funcién Inversa

Dada una funcién biyectiva’ f : X — Y, se define la funcién inversa (o reciproca) de f como:

iy — X

9La condiciéon necesaria y suficiente para que una funcién f : R — R sea invertible en todo R es que sea biyectiva, (ver la
Definicion 2.5, pagina 52). Si una funcién solo es biyectiva en un dominio I C R, su funcién inversa solo estard definida en la
imagen de f correspondiente al dominio I.
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En caso de que exista, la funcién inversa f~!(x) de una funcién dada f(z) es aquella que tiene por conjunto

dominio el conjunto imagen de f(z) y por conjunto imagen el conjunto dominio de f(z).

La representacion grafica de f~1(x) es una reflerion'’ de la grafica de f(z) con respecto a la recta y = z. La
Figura 2.3 muestra graficamente dos casos sencillos de la funciéon inversa, en relacion a la funcién original.

inversa f~!(x). Puede apreciarse como ambas son una reflerion respecto de de la recta y = z.

f(2) = In(z — 1)
Figura 2.3: Dos ejemplos de representacion grafica de una funcién f(x) junto a su correspondiente funcion
=i ,

(@)

fx)

La funcién inversa f~!(z) es distinta que la inversa de una funcion [f(x)]
1
4
L ———
Funcién inversa

[f(@) ™ =
Inversa de la funcion

2.6.1. Determinacidon de la Funcién Inversa

En el caso de que una funcién f(z) sea biyectiva en un dominio I, podemos calcular su funcién inversa f~1(z),

<— Solucién unica sii f(x) inyectiva

si existe su funcién inversa. Para

=

2. Despejar x como funciéon de y : = g(y)

correspondiente a ese dominio, siguiendo los siguientes pasos:
1. Expresar la funcion de la forma y = f(z).
3. Intercambiar laz ylay (z +—vy) = |f *(z) = h(z).

Pedro José Hernando Oter

calcularla:

y=2x.

Clases de Caloulo |

Ejercicio 2.3. Calcular, en caso de que exista, la funcion inversa f~1(x) de f(x) = 2z + 1.

Esta funcién es claramente biyectiva al ser una recta inclinada

108i f(a) =b == f~1(b) = a, por tanto si (a,b) es un punto de la grafica de f, el punto (b, a) tiene que pertenecer a la grafica
de f~1, pues f~1(b) = f~1(f(a)) = a. Por tanto, la grafica de f~! no es mas que una reflexion de la grafica de f segtn la recta
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_ flry= a4 e
1 z—1 P
3. | @) = 55

2.7. Composicién de Funciones

Definiciéon 2.7. Composicion de Funciones

Dadas las funciones:

g: Xr—Y
fY—Z

se define, la composicion de las funciones g y f de la siguiente forma'!

(fog)(@) = flo(@)]] v % (@) L flg()]

(fog): X+—Z

e Para poder realizar la composicion (f o g)(x) = f[g(z)] es necesario que el dominio de f coincida con
la imagen de g.

e El dominio de la nueva funcion (f o g)(z) es el dominio de g(x) y su imagen es la imagen de f(z).

Ejercicio 2.4. Dadas las siguientes funciones f(z) y g(z) determinar, en caso de ser posible, las
composiciones (f o g)(z) y (go f)(x).

f(z) = cos(z) ; g(z) =2 +1
(@) = cos(z) (fog)(@) = flg(@)] = cos(@®+1)|
—
g(x) =2% +1 (goN@) = glf@)] = coP(a) +1

La composicion multiple de funciones es asociativa pero no es conmutativa.

10 (9.0 N](@) = hllg © )(@)] = h{glf @)]} »
(7 3y o D) = (g = hory | Towlestt = B wociat

Sin embargo generalmente: (f o g)(x) # (go f)(z) como se comprueba en el anterior Ejemplo 2.4.

1 La expresion f o g se lee “composicién de f y g”, o bien, “g compuesta con f”. Notar que no se nombra siguiendo el orden
de escritura, sino siguiendo el orden en que se aplican en la composicion: (f o g)(x) = f[g(x)]. Primero se aplica la funcién g y
posteriormente la funcién f.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |



58 TEMA 2: Introduccion a las Funciones

2.8. Funciones Elementales

En esta secciéon vamos a repasar las propiedades més importantes de las siguientes funciones elementales:
e Funciones Polin6micas
e Funciones Racionales
e Funciones Irracionales
e Funciones Potenciales
e Funciones Exponenciales
e Funciones Logaritmicas
e Funciones Trigonométricas

e Funciones Hiperbélicas

2.8.1. Funciones Polinédmicas

Definicion 2.8. Funcién Polinémica

Una funcién polinémica es aquella que esta formada por la suma de monomios de distinto grado.

n
Pn(x):Zai " = ap+ a1z + asz® + - + anz” , G€e€ER , a,#0
i=0

n : Grado del polinomio

ag . Término independiente

Qn . Coeficiente principal o director
Monomio : Cada uno de los términos a;z*

e El dominio de todo polinomio es R mientras que su imagen depende de las potencias y coeficientes
de sus monomios.

e Los monomios de potencia par son funciones pares y los monomios de potencia impar son funciones

impares'>.

e Los polinomios de grado n pueden tener hasta n — 1 “dobleces” en su grafica.

e Los polinomios de grado par tienen el mismo comportamiento en sus extremos, ambos crecen o
decrecen de forma indefinida. Si el coeficiente principal es positivo en ambos crece y si es negativo en
ambos decrece.

e Los polinomios de grado impar tienen distinto comportamiento en sus extremos, mientras que en uno
de ellos crece de forma indefinida, el otro decrece. Si el coeficiente principal es positivo, en la parte
positiva crece y en la negativa decrece, y si es negativo al contrario.

e La suma, resta, producto y composicién de polinomios genera un nuevo polinomio.

12Ver la Seccion 2.5, pagina 55.
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99

4
— 14 2z — 322 — 423 4 5a*
9l A |— 27 — 220
O, .
_9 | |

—4
-2 -15 -1 =05 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.4: Representacion grafica de dos polinomios de diferentes grados.

2.8.2. Funciones Racionales

Definicion 2.9. Funcion Racional

Las funciones racionales son aquellas que estan formadas por cociente de dos polinomios:

reales del denominador.

— Sin > m la funcién tiende a oo en sus extremos.

— Sin < m la funcién tiende a 0 en sus extremos.

principales del numerador y denominador.

e La funciéon racional no esté definida en los ceros o raices reales del polinomio'® del denominador
Qm (), en caso de tenerlos, por tanto el dominio de una funciéon racional es todo R excepto los ceros

e El comportamiento de la funcién depende de los polinomios del numerador y denominador:

— Sin = m la funcién tiende en sus extremos al valor correspondiente al cociente de los coeficientes

Ejemplos

— 3z+41 13+w—1 w2+a:—1
22—z zT42z—1

. 0 f 07——\\

=1 . 5| - =1

4 | | | ~10 ‘ ‘ ‘ —4 ‘ :

-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 -4 -2 0

Figura 2.5: Izquierda: ambos polinomios son de igual grado, por tanto en los extremos tiende al valor del

cociente de sus coeficientes principales (-3/5). La funcion no esta definida en @ = 2/5. Centro: como el grado

del numerador es mayor que el del denominador, la funcién tiende en sus extremos a +oo. El denominador tiene

dos ceros en {0,1} donde la funcion no esté definida. Derecha: como el grado del numerador es menor que el

del denominador, la funcién tiende en sus extremos a 0. El denominador tiene cuatro ceros pero solo dos de

ellos son reales, en donde la funcién no esta definida.

13Ver la Seccion A.5, pagina 302.

Pedro José Hernando Oter
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2.8.3. Funciones Irracionales o Radicales

Las funciones irracionales o radicales son aquellas donde aparece un radical de la forma:

f@) = Vgl@)=[g@)"/" ; neN, n>1

donde g(x) es un polinomio o una funcién racional.

Radicales Simples

Wz {n: indice

z : radicando

Recordamos que las raices con n pares solo existen para valores
x > 0, mientras que las raices con n impar existen Vz € IR dando

lugar a funciones impares'*. —Vz
Sus graficas tienden a oo por la derecha en todos los casos y a —oo Jx
por la izquierda en los casos con n impar. i/

/T

Convenio con el Signo Negativo

Por convenio, en las raices de niimeros reales no se suele representar el signo negativo dentro del radicando,
pudiendo ser considerado indefinido o no permitido en algunos casos. Tomando este criterio, la solucion a la
ecuacion:

debe representarse como —+/8 y no como /—8. Escrito de esta manera, las raices de niimeros negativos si el
indice de la raiz es un namero impar se expresan como:

N —a=—-"%a ; a>0

Representar las raices de esta manera evita ciertas incompatibilidades y contradicciones con algunas propiedades
de las raices que son véalidas para radicandos positivos. Una muestra de ello puede ser:

—2= =8+ {/(-8)% = V64 =2

La representacion considerada indefinida tampoco funciona con la siguiente férmula:
n l 1
Ya=a" =exp| —Ina
n

dado que el logaritmo de un ntmero negativo no esté definido.
Por otra parte las raices de indice par de ntimeros negativos no pueden ser nimeros reales, puesto que las
potencias de exponente par de estos niimeros nunca son negativas. Asi, no existe un numero real x, tal que:

z?=—1

por lo que no se puede hallar x = y/—1 dentro de los niimeros reales. La necesidad de raices de niimeros
. A . ., . . 15
negativos permitio la introduccién de los niimeros complejos®®.

14Ver la Seccién 2.5, pagina 55.
15Ver el Apéndice B, pagina 321.
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Ejemplos

Vamos a ver algunos ejemplos de funciones radicales de polinomios y de funciones racionales.

—Vz2 -52+6 — V22 —5x+6 — z
\' 2 —5x+6

AV Z\U/ |

-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6 0 2 4 6

Figura 2.6: Izquierda: Al ser una raiz cuadrada, solo esta definida para valores 2 — 3z 4+ 1 > 0. Los ceros del
polinomio son {2, 3} siendo negativo en el intervalo (2,3) donde la raiz no esta definida. A izquierda y derecha
la funcion tiende a co. Centro: El polinomio es el mismo que el primer caso, pero ahora es una raiz ctubica que
esta definida para todo valor del argumento. Derecha: Este caso es una raiz cuadrada de una funcion racional,
por tanto no esté definida en los ceros del denominador {2,3} y cuando el argumento de la raiz es negativo, que
tiene lugar en la region (—oo,0) U (2, 3). La funcion se anula en z = 0 y tiende a cero por la derecha.

2.8.4. Funciones Potenciales

Definicion 2.10. Potencia

Una potencia es una expresion matematica entre dos niimeros a,b € R de la forma:

b a : base
a
b : exponente

La definiciéon de potencia depende del tipo de nimeros que sean la base y el exponente.

e Sib=0: a® =1
e SibeN: ad=aa---a
b
. b 1
e Sib>0: a”’=—
a
e Sibe@Q , b=p/q: al/1 = Yqp
e Sia>0: ab = ebIna

Propiedades de las potencias

e o%-q¥ = am-‘ry ° (a;c)l/ = q%¥
° ﬂ = a7 Y e a”-b" = (ab)“‘
ay
aw a xr
o a° +ay _ a.L(l +ay—:1;) [ b_J = (6)

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |
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Definicion 2.11. Funciéon Potencial

Las funciones potenciales son aquellas que tienen la forma:

a>1: Potencial
p 0<a<1: Radical
fl@) == , acR a=0: Func. constante (1)
a<0: Racional o Radical

Ejemplos

Las funciones potenciales incluyen a los monomios y sus inversos y a las funciones radicales, de forma que
presenta un comportamiento muy variado. En la siguiente figura se muestran algunos ejemplos bésicos:

10
sl 220 2 /]
6 x* N
— /1/z . g 4 b |
— /1/z? | 22 2 T
—/1/z3 0.2 ) 220 /] 2F =
JE— 4 2!
Ve 0 : ‘ | 0 ‘ G
2 4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 1 2 3

Figura 2.7: Izquierda: Se muestran los inversos de los monomios. Para potencias impares se obtienen funciones
impares con imagen en todo IR, mientras que para potencias pares se obtienen funciones pares con imagen en
(0, 00). Centro: Se comparan algunos monomios y funciones radicales en el intervalo [0, 1], donde las funciones
radicales alcanzan mayores valores que los monomios. Notar que todas las funciones coinciden en z = 0 con
valor 0 y en = 1 con valor 1. Derecha: Se vuelve a comparar los monomios y las funciones radicales, pero
en un intervalo mayor. Para valores x > 1 los monomios siempre tienen un valor muy superior a las funciones
radicales.

2.8.5. Funciones Exponenciales

Definicién 2.12. Funcién Exponencial

Las funciones exponenciales son aquellas que tienen la forma:

fl@y=a*| ; a>0, a#1
Nota 2.2. Si 0<a<1 deformaque a= % con A >1, se tiene:
1 x
% = <7> — (A—l)m — A2
A

Cuando se particulariza, la funcién exponencial se refiere al caso a = ¢ (nimero'® e):

f@)=e

16Ver la Seccion 8.9, pagina 202.
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10
Caracteristicas de las funciones exponenciales:

e El dominio es R y la imagen (0, c0).
e Como a° = 1 las funciones siempre pasan por el punto (0, 1). 5

e Si 0 < a <1 lafuncion es decreciente, tendiendo a cero por
la derecha y a infinito por la izquierda.

e Sia > 1 la funcién es creciente, tendiendo a infinito por la
derecha y a cero por la izquierda. 0

2.8.6. Funciones Logaritmicas

Definicién 2.13. Logaritmo

Sean b,z € R con b,z > 0y b # 1. Se dice que el logaritmo en base b de z es un nimero a € R,
correspondiente al exponente al que hay que elevar la base b para obtener x.

‘logb:r:a — V'=z

Propiedades de los logaritmos
e log,(a-c)=1log;,a+log,c
e log, (ﬁ) =log,a—log,c
€

e log, (a“)=c-log,a

e log.a = (log.b) (log,a) (Cambio de Base)
Nota 2.3. Si 0 < b <1 de forma que b = % con B > 1, se tiene (aplicando la férmula de cambio de base de un
logaritmo):

logp z = (log b) (log;, =)
Como:
logp b=« — B*=b = a=-—1

Definicion 2.14. Logaritmo Neperiano o Natural

Se denomina logaritmo neperiano o natural al logaritmo cuya base es el nimero e.

De forma que:

‘lnx:a <— ea:x‘

Definicién 2.15. Logaritmo Decimal
Se denomina logaritmo decimal al logaritmo de base 10.
‘loglox:a — 10“::1:‘ ; log,pz =log,pe-Inz

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |
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En este curso, si no se indica la base de un logaritmo por defecto se refiere al logaritmo neperiano, asi:

Caracteristicas de las funciones logaritmicas:
e El dominio es (0,00) y la imagen es R.

e Como ' =1 = log,1 = 0y por tanto todas las
funciones siempre pasan por el punto (1,0).

e Si 0 < b <1 lafuncién es decreciente, tendiendo a —oo por
la derecha y a infinito por la izquierda. (log, = —log; /, x)

e Si b > 1 la funcion es creciente, tendiendo a infinito por la
derecha y a —oo por la izquierda.

2.8.7. Funciones Trigonométricas

e Las funciones trigonométricas'” directas senz y cosx tienen su dominio'® en todo R y su imagen

en [—1,1], siendo funciones periddicas con periodo 27, con un desplazamiento de /2 entre ellas.

e La funcién tanz = sen z:/cosx no esta definida en los puntos donde se anula cos z, siendo su imagen
R. También es una funcién periddica pero de periodo .

1 \ T T
cosT senx 51 |
o) | tan x
0 0
—0.5 N 5l |
-1 | I | | | I |
=27 _3y —m -%Z 0 z T %ﬂ, o —2m _%77 - z z T %ﬂ_ o

Funciones Trigonométricas Inversas

e Las funciones trigonométricas inversas arcsenx , arccosx y arctanz verifican:

‘arcsenﬂc =y <= seny= x‘

‘arccosxzy = cosy:ac‘

‘arctan:lc =y <= tany=ux

e El dominio de arcsenx es [—1,1] y su imagen [—7/2,7/2].
e El dominio de arccosz es [—1,1] y su imagen [0, 7].

e El dominio de arctanz es R y su imagen [—7/2,7/2].

" s
z arccos T i
2 =l |
! 0
arctan
2 arcsen x * -IF |
-7 \ | - | |
-1 —0.5 0 0.5 1 10 5 : -

17Ver un repaso sobre Trigonometria en el Apéndice A.7, pagina 308.
18Notar que aqui el argumento de todas las funciones trigonométricas siempre se expresa en radianes.

Clases
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2.8.8. Funciones Hiperbdlicas

Definicién 2.16. Funciones Hiperbdlicas

e Las funciones hiperbdlicas directas se definen como:

Seno hiperbélico Coseno hiperbolico Tangente hiperbélica
et —e” e’ +e " senhx e* —e 7
senhy = —— coshe = ———— tanhx = =
2 2 coshx e +e®
e Las funciones hiperbélicas inversas se definen como'’:
Arcoseno hiperbolico Arcocoseno hiperboélico (z > 1) Arcotan. hiperbolica (|z| < 1)
1 1+z
arcsenh z = In (x + Va? + 1) arccoshz = In (x + vVa? — 1) arctanh z = 5 In (1 a )
—x
Las funciones hiperbdlicas estan basadas en la funcién exponencial f(z) = e* a través de operaciones
racionales y presentan unas propiedades analogas a las funciones trigonométricas.
Caracteristicas de las Funciones Hiperbdlicas Directas
4
coshz
e El dominio e imagen de senhz es IR, tendiendo a —co por 9 |- |
la izquierda y a oo por la derecha.
e El dominio de coshz es R y su imagen [1,00), tendiendo a 0
oo tanto por la izquierda como por la derecha.
tanh x
e El dominio de tanhx es R y su imagen (—1, 1), tendiendo a 9L .
—1 por la izquierda y a 1 por la derecha.
senh x
4 |
-2 0 2
Caracteristicas de las Funciones Hiperbdlicas Inversas
4 T
arctanh x
e El dominio e imagen de arcsenh x es R, tendiendo a —oo por 9 |- N
la izquierda y a oo por la derecha.
e El dominio de arccoshz es [1,00) R y su imagen [0, 00), 0
tendiendo a oo tanto por la izquierda como por la derecha.
arccosh x
e El dominio de arctanh x es (—1,1) y suimagen R, tendiendo —9r |
a —1 por la izquierda y a 1 por la derecha.
arcsenh z
4 | |
-2 0 2

En el Apéndice A.8, pagina 318 se puede ver un resumen de las propiedades de las funciones hiperbdlicas directas
e inversas.

19Ver el Ejercicio A.16, pagina 319.
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2.9. Otras Formas de Expresar Funciones

En esta seccion vamos a ver formas alternativas de definir funciones reales de variable real. Para ello
primeramente vamos a ver un concepto mas general que el de funcidn, como es el de curva.

2.9.1. Curva Plana

Definicién 2.17. Curva

Una curva es una linea continua de una dimensién®’ que varia de direccién de K

forma paulatina®! y constante.

x

e Una curva es una aplicacion entre elementos de dos conjuntos (dominio e imagen) que a cada elemento
del conjunto dominio le hace corresponder uno o mas elementos del conjunto imagen??.

e Hay diferentes tipos de curvas®?: planas, simples, cerradas, suaves, diferenciables, etc.

e Todas las funciones son curvas®* pero no al contrario.

@S W

T T T T

Curva, Curva Simple Curva Cerrada Curva No Diferenciable

Definicion 2.18. Curva Plana

Una curva plana es aquella cuyos puntos se encuentran en un solo plano”’.

Curva Plana Curva 3D

20Las curvas son unidimensionales, las superficies bidimensionales y los sélidos tridimensionales.

21 enta y gradual.

22Comparar esta definiciéon con la de funcién dada en la Definiciéon 2.1, pagina 49, donde a cada valor del dominio le corresponde
uno y solo uno de los elementos de la imagen.

23Ver por ejemplo "Clases de Calculo II para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367.

24En concreto las funciones reales de variable real son curvas planas.

?5Las curvas planas pueden ser abiertas o cerradas.
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2.9.2. Forma Implicita

Definiciéon 2.19. Funciéon Implicita

Se dice que una ecuacion F'(z,y) = 0 define de forma implicita a una determinada funcion®® y = f(z)
en un intervalo I C R, si’":

F(z, f(x))=0 Ve el

Nota 2.4. De forma mas general una ecuacién del tipo F(z,y) = 0 puede definir una curva plana.

Ejemplo 2.3. Funciéon Implicita

En la siguiente ecuacion:
622y + 5y + 322 = 12 — z%y?

no es posible despejar y en funciéon de x. Si embargo para cada valor z = a € R existe un tnico valor y

que es soluciéon de la ecuacion?®:
x=0 : 5y8=12 =y~ 13389 o T359
z=1 = 6y+5°+3=12-y° = y~0.857 1| 0.8557
g=—1 : by+5°+3=12—y> —  y~08557 — 1 0.8557

Por tanto, esta ecuacion define de forma implicita una funcion y = f(z) Vo € R.

Para representar graficamente una funcion de forma implicita

se pueden utilizar programas informaticos como por ejemplo
GeoGebra® . —— J T—a
1

2.9.3. Forma Paramétrica

Definicion 2.20. Funcién Paramétrica

Una funcién y = f(z) define un conjunto de puntos (x,y) que en determinadas ocasiones resulta mas
conveniente definir sus componentes x e y por separado a través de un parametro®’ ¢ mediante las
denominadas ecuaciones paramétricas, de la siguiente forma:

x = z(t)
{y:y(t) tel ) ICR

donde z(t) e y(t) son funciones dadas dependientes del pardmetro t.

Nota 2.5. De forma maés general unas ecuaciones paramétricas del tipo {z(¢),y(t)} definen curvas planas.

26Es decir, que a cada valor de la z le corresponde un tnico valor de la y.

2781 en la ecuacion se puede despejar la variable dependiente y en funcién solo de la variable independiente  entonces se dice
que la funcién esta en forma explicita, que es la tipica de la funciones reales de variable real.

28Notar que para cada valor = a se obtiene una ecuacién ctibica en y por tanto tiene tres soluciones, de forma que para se sea
una funcién solo una de ellas debe ser real y las otras dos complejas conjugadas.

29Ver una introduccién al programa en la Seccién C.1, pagina 346 y un ejemplo de representacion de funciones implicitas en el
Ejemplo C.9, pagina 354.

30Un pardmetro es un término que puede tomar cualquier valor, pero sin ser una variable del sistema.
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Ejemplo 2.4. Funcién Paramétrica

La funcion y = f(z) siguiente:

r—1
2 4+1

y:

210 -5 0 5 10

puede expresarse de forma paramétrica simplemente transformando la variable independiente x en el
parametro t:

t T Yy

=1 0 0] -1

_ ] 1 1] o

fa) = L . teR g S
YT

También podria expresarse alternativamente de forma paramétrica por ejemplo haciendo el cambio de
variable t = x — 1 y por tanto x = ¢ + 1, de forma que se tiene:

t|x Yy

r=t+1 0[1[ o0

B _ 1]2]1/5

f(z) = B ; B " ; teR “1lo| 21
YT U141 2212

Vemos que para los mismos valores del parametro ¢ se obtienen puntos distintos en cada una de las formas
paramétricas, pero que corresponden todos al conjunto de puntos de la misma funcion f(zx).

Nota 2.6. Hay infinitas formas de expresar una determinada funcién en forma paramétrica, siendo algunas de ellas mas
convenientes que otras para determinadas aplicaciones.

Ejemplo 2.5. Curva Paramétrica
La siguientes ecuaciones paramétricas:

{ x=1+44cost t € [0,2n]

y=—3+2sent ;

definen una elipse de centro (1,—3) y de semiejes 4 y 2 como muestra la siguiente grafica’!.

Como sen?t + cos? t = 1, despejando se tiene:

{costz(x—1)/4} NGl M R

sent = (y + 3)/2 16 4

Simplificando se puede obtener una ecuaciéon implicita que es
equivalente a la forma paramétrica anterior:

4y 424y +2® —22+21=0

Notar que esta curva plana no es una funcién ya que para determinados valores x de su dominio les
corresponden dos valores y se su imagen.

Nota 2.7. En determinados casos se puede despejar el parametro ¢ de las dos ecuaciones paramétricas e igualarlas,
desapareciendo la dependencia de ¢ y obteniéndose la forma implicita o explicita de la funcién.

31Para representar una curva definida en forma paramétrica se puede emplear por ejemplo el programa GeoGebra, ver el
Ejemplo C.9, pagina 354.
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2.9.4. Curvas Polares

Las curvas polares se basan en un sistema coordenado distinto conocido como coordenadas polares.

Coordenadas Polares

e Las coordenadas cartesianas definen un punto cualquiera del plano a través de dos componentes: una
distancia horizontal (x) y otra vertical (y).

e Las coordenadas polares cambian estas dos componentes por otras dos: un dngulo®? 0 y una distancia
llamada radio r.

Cualquier punto del plano P(z,y) se puede representar en coordenadas polares por un determinado par
ordenado®® P(r; 6), donde:
e 7 > 0 es la distancia®* del punto P al origen de coordenadas.

o 0 € (—m, 7] es el &ngulo® que forma con el eje X la recta que une P con el origen.

Las relaciones de conversion entre los dos sistemas de coordenadas (cartesianas y polares) son las siguientes:

{zzrcosﬁ r=yVa?+y?

= (2.1)

= 0
g e 0 = atan2 (y, x)

donde la funcién atan2(y, z) corresponde con la funcién arcotangente definida para los cuatro cuadrantes® y

puede expresarse matematicamente como’”:

six>0 arctang T L i
. x>0

. : T EN 7
siz=0,y#0 sign (y)E 2,
atan2(y, x) = g z<0
. . Y ®oTaef =
siz <0 sign(y)m — arctan —

|| -

3
T
|

-6 -4 -2 0 2 4 6

sizx =0,y =0 indefinido

Curvas en Coordenadas Polares

Una curva plana puede definirse a través de las coordenadas polares expresando el valor del radio r (variable
dependiente) como una funcion del angulo ¢ (variable independiente) de la siguiente forma:

y r=f(0)

Py(12;06,) Piri36,)

ry

Z

32Es también habitual denominar al 4ngulo con la letra, ¢.

33En este texto vamos a utilizar punto y coma (;) para identificar mas claramente las coordenadas polares.

34 A pesar de que r es una distancia y por tanto fisicamente siempre es un valor mayor o igual que cero, en la practica pueden
aparecer valores negativos de r, lo cual indica que la distancia se toma en la misma direccién pero en sentido contrario, es decir
con el mismo valor de r pero con un angulo 6 + 7.

35Se considera positivo en el sentido antihorario y negativo en el sentido horario.

36Notar que la funcion arctan(z) € (—7n/2,m/2), (ver la Seccion 2.8.7, pagina 64), y solo devuelve valores (dngulos) que estan
en el primero y en el cuatro cuadrante del plano cartesiano. La funcién atan2(y,z) suele estar definida en todos los lenguajes de
programacion.

37La funcion sign() es la funcion signo y esta definida en la Seccion 8.10.5, pagina 208. Hay otras posibles definiciones alternativas
de la funcién atan2(), ver por ejemplo https://en.wikipedia.org/wiki/Atan2.
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TEMA 2: Introduccion a las Funciones

Nota 2.8.

e Los puntos del plano en coordenadas cartesianas P(x,y) se expresan indicando en primera posicién la variable

independiente (z) y en segunda posicion la variable dependiente (y).

e Los puntos del plano en coordenadas polares P(r;6) se expresan indicando en primera posicién la variable dependiente

(r) y en segunda posicion la variable independiente (6).

Ejemplo 2.6. Curvas y Funciones en Coordenadas Polares

e Circunferencia de centro origen y radio a.

e Recta que pasa por el origen y pendiente m = tan 6.

e Espiral de Arquimedes

e Rosa Polar

‘r :acos(be—i—c)‘

e Estrofoide
B acos(20)
cos

e Cardiode

‘r:a(l—i—cosﬁ)‘
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Relacion entre Coordenadas Polares y Paramétricas

Realmente las coordenadas polares son un tipo particular de ecuaciones paramétricas®®, de forma que dada
una funciéon en coordenadas polares r = f(t) y teniendo en cuenta la relacion entre coordenadas cartesianas y
polares (Ecuacion 2.1, pagina 69) se tiene:

_ x =rcost x = f(t)cost
r=ft) = { y=rsent } — { y = f(t)sent

Ejemplo 2.7. Relacion Funcién Polar y Paramétrica

La funciéon en coordenadas polares r = 3[2 + sen(5t)] se puede poner en coordenadas paramétricas como:

x = 3[2 + sen(5t)] cost
{ y = 3[2 + sen(5t)] sent

Ejemplo 2.8. Funciones en distintas formas

En determinadas ocasiones una misma funcién se puede definir de distintas formas (coordenadas
cartesianas, forma implicita, paramétrica y polares), por ejemplo la semicircunferencia unidad superior
centrada en el origen la podemos expresar de las siguientes formas:

Tipo Expresion Dominio
Fun. Coordenadas Cartesianas y=v1-—2a? x € [—1,1] 2
{ci 2, .2 1 .
Fun. Implicita ?2+yt=1 y>0 K\
0
T = cost
Fun. Paramétrica t € [0,n] -1 ‘ ‘
-2 -1 0 1 2
Yy =sent
Fun. Coordenadas Polares r=1 0 € [0,

38Ver la Seccion 2.9.3, pagina 67.
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3.1. Limite de una Funcién 75

3.1. Limite de una Funcién

Definiciéon 3.1. Limite de una Funcién

Sea f: D CR — R donde D es algtn entorno reducido' de xy € R.

Se dice que el limite de f(z) cuando « tiende a z es un determinado niimero real / y se representa
por lim f(z) = /¢, si para todo niimero real positivo ¢ existe un numero positivo § dependiente de &,
T—rXTo

tal que, para todos los valores de z distintos de zy que cumplen la condicion |z — zg| < J, se cumple
que |f(z)—/{] <e.

lim f(z)=(€R — ¥e>0 36>0 : VaeD 0<|z—m|<d [f(z)—(<e]

T—>Xg

La definicién anterior, conocida con el nombre de definiciéon ¢ — § del
limite, nos dice que existe el limite / € R de una funcién cuando
la variable independiente x tiende a un determinado valor x(p, que no
necesariamente tiene que pertenecer al dominio de la funcién, si podemos
obtener valores de f(z) tan cercanos a ¢ como queramos (distancia ¢)
correspondientes a puntos x cercanos a xg (distancia ).

Hay que tener tener muy en cuenta que el limite de una funcion estudia
lo que ocurre en las cercanias de un punto del dominio, sin importar si
la funcioén esta definida o no en ese punto.

To—0 xn XTo+0 x

La definicién € — 9 del limite de una funcién sirve para determinar si un valor es o no el limite de una funcion,
pero no para determinar dicho valor.

Ejercicio 3.1. Usando la definiciéon € —§ del limite de una funcién, comprobar la validez de los siguientes

resultados:
a) limec=c b) limz=a c) limyx=2
T—a T—ra r—4
. _ _ . _ . 2 _ 2
d) ;ll)l%(llx 5)="7 e) ilg}l |z| = |al f) :llir(llir a

El objetivo es encontrar una relaciéon entre d y €, y a pesar de que cada ejercicio tiene su estrategia, de
forma general el proceso es el siguiente:

1. Partiendo de la expresion |f(z) — £| y teniendo en cuenta que |z — a|] < § encontrar una expresion
del tipo |f(z) — £] < g(d).

2. Entonces como |f(z) =4 <e = ¢(0)<e =

La relaciéon () puede ser del tipo § = h(e), 0 < h(e), etc.

a) Nos piden comprobar que el limite de una funcién constante f(x) = ¢, con ¢ € R, cuando z tiende
a cualquier valor a € R es siempre c.

Para aplicar la definicién € — § hay que encontrar el valor § que depende del ¢ elegido, es decir §(e),
que verifica las condiciones de la definicion. Asi:

[f(z) =€l =lc—c|=0<e

En este caso, esta relacién se cumple Ve > 0, dado cualquier valor € > 0, se puede tomar cualquier
valor ¢ > 0 tal que para cualquier valor z que verifica 0 < |x — a| < ¢ se cumpla que |c — ¢| < e.

IVer la Definicion 1.17, pagina 34.
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b) Nos piden comprobar que el limite de la funciéon f(z) = x cuando z tiende a cualquier valor a € R
es el propio a. Vamos a encontrar el §(¢).

[f(z) —f] = |z —al <e

Como |z —a| < § = . Basta en este caso tomar § = & para que Vx que verifica
0 < |z —a| < 0 se cumpla que |z —a| < .

¢) Nos piden comprobar lirr}1 vz = 2. Vamos a encontrar el §(g) para este caso.
T—
If(z) =l =|Vor—2|<e si |z —4] < d
Como:

lz—4] = |(Vz-2)(Vz +2)| > 2|Ve -2 = 2a-2[<|z-4<i = |Va-2|<d/2

Por tanto basta con tomar

5§g = 0 =2
d) }:1_%(4‘%—5):7
|f(z) =4 =]z —5-T|=]dx — 12| < ¢ si |z —3| <o
Como:
o —12) = |4(z — 3)| = 4|z — 3| <40 = 5:%
) lim [] = [a]

1f(x) =€) = ||z| — |a|| < |z —a| <& si o —a<§ =

f) lim 2% = a?.
T—ra

1f(z) —f) = |2* —a®| < ¢ si |z —al <6

Como:
\x2—a2| =z —a)(x+a)|=|z—a||z+a| <d|z+q

Vamos a ver la relacion entre |z + al y 4.

|t —al|<d <= a-d<zr<a+d = 2a—-d<z+a<2a+ 29 |z +al <6+ 2a

Por tanto:

|2? — a®| = |z — a| |z + a| < 6|z + a] <m — 0’425 -c<0
Para resolver esta desigualdad, resolvemos primero la ecuacién cuadratica:
g(0) =6*+2a6—c=0 = sz:faﬂ:m
Comoparad =0 = ¢g(0)=—-e<0 (yaquee>0) se tiene:
+ - +

—a — Va2 +¢ —a++Va2 +¢

A

Clases de Caloulo | Pedro José Hernando Oter



3.1.

Limite de una Funcion 7

Por tanto, basta tomar un § que cumpla:
de (—a— Va2 +e —a+ a2+s>

Como § debe ser positivo, por ejemplo se puede tomar:

d=—-a++Va®+e

la cual verificard que para todo x tal que 0 < |z — a| < § se cumpla que 2% — a?| < e.

2

Como la funcion f(z) = x* es simétrica respecto al eje y (funcion par) el comportamiento es el

mismo para a < 0.

3.1.1. Limites Laterales

Definiciéon 3.2. Limite Lateral por la Izquierda

Sea f:DCR — Ryzg € D, donde D es algin semi-entorno reducido por la izquierda® de xg.

Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a 1z, por la izquierda es un determinado namero

real / y se representa por lim f(x) = ¢, si y solo si para todo namero real positivo £, existe un
=T

numero positivo § dependiente de £, tal que, para todos los valores de x que cumplen la condicion
x € (xg — d,20), se cumple que |f(x) — /] <e.

lim f(z)=(€R = (Ve>0 30>0 : Vze(mo—d,m) |f(@)—(<c]

17—).’1?0

La

funcién cuando la variable independiente = tiende por la izquierda a

un

de

a puntos  cercanos por la izquierda a x( (distancia 0).

definicion anterior nos dice que existe el limite / € IR de una

determinado valor xy (del dominio o no), si podemos obtener valores
f(z) tan cercanos a ¢ como queramos (distancia ¢) correspondientes

Definicion 3.3. Limite Lateral por la Derecha

Sea f:DCR — Ryzy € D, donde D es algin semi-entorno reducido por la derecha® de xy.

Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a xy por la derecha es un determinado namero

real / y se representa por lim+ f(z) = ¢, siy solo si para todo nimero real positivo e, existe un
w—)wo

numero positivo § dependiente de £, tal que, para todos los valores de x que cumplen la condicion
x € (zo,To + 9), se cumple que |f(x) — /] <e.

lim f(z)=(€R = (Ve>0 30>0 : Vz€(mo,m+0) |f(@)—(<c]

17—).’1?0

2Ver la Definiciéon 1.18, pagina 34.
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La definicién anterior nos dice que existe el limite ¢ € R de una
funcién cuando la variable independiente x tiende por la derecha a un
determinado valor xy (del dominio o no), si podemos obtener valores de
f(x) tan cercanos a ¢ como queramos (distancia €) correspondientes a
puntos x cercanos por la derecha a z( (distancia 0).

Teorema 3.1. Limites Laterales

Sea f : R — R definida en al menos un entorno reducido® de un punto = = .
El limite de f(x) en un punto existe si y solo si existen los limites por la izquierda y por la derecha de
ese punto, y ambos son iguales.

lim f(z)=(€eR = lim+f(x): lim f(z)=¢

T—To =T Ty

Consecuencias del limite:
e Si f(z) tiene limite ( en x = x0, ese limite es Gnico.

e Si f(z) tiene limite en x = x¢, la funcién esta acotada en las cercanias de xg.

Ejemplo 3.1. Limites Laterales

e lim sign(z)
z—0

La funcién signo, sign(z), se define como®:
-1 =<0
sign(z) = 0 z=0 1
1 >0
lim sign(z) = -1 # lim sign(zr) =1 == | P lim sign(z) -1
r—0— r—0+ z—0
e lim sen —
z—0 x
1
1
# lim sen—
z—0~ T 1
- 7 lim sen — 1 1
A lim sen—
z—0+ x
1

3Ver la Definicion 1.17, pagina 34.
4Ver también la Secciéon 8.10.5, pagina 208
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Teorema 3.2. Limites de Funciones Monétonas

Sea f : R — R una funciéon mondtona® (creciente o decreciente) definida en al menos un entorno
reducido® de un punto x = x¢, entonces existen los limites laterales de f en x = o,

fap)= m f@) 5 fad)= lm @
7 f(z1) < f(xg) < f(zd) < f(xa) si f es creciente
7 edenia’: LSS { f(xi) > f(a:g_) > f(x%) > f(:z:z) si  f es decreciente
y y

La funcién puede o no estar definida en z fag) - / flag) - X@

y alguno o los dos limites laterales f(zd) y flao) f - 4 ;

f(zy) pueden o no coincidir con el valor de ] —— : ) = Flao) 4

f (o). ; \
1“0 X X0 X

3.1.2. Limites Infinitos

Definicion 3.4. Limites Infinitos de una Funcion

Sea f: D CR — R yaxg€ D, donde D es algin entorno reducido de xg.

e Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a z( es co si:

lim f(x) =00 = ‘VK>O >0 : VreD O0<|z—xzo|<d f(x)>K‘

T—XT0

e Se dice que el limite de f(z) cuando « tiende a zy es —oco si:

lim f(z) = —oco| < \VK>0 B>0 : VoeeD 0<|z—m| <6 f(x)<—K\

rT—rT0o

En las siguientes figuras se representa de forma grafica la definiciéon de los limites infinitos.

ro—0 o T+ 0 X

f(z) ‘

5Ver la Seccion 2.5, pagina 55.
6Ver la Definicion 1.17, pagina 34.
7Ver mas sobre funciones crecientes y decrecientes en la Secciéon 5.4.1, pagina 129.
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3.1.3. Limites en el Infinito

Definicion 3.5. Limites de una Funcién en el Infinito

Sea f: D; CIR — R donde D; es un entorno reducido® de 4oo, es decir o bien D = (a, ), o bien
D_ = (—o0, ) para algin a € R.

e Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a +oo es ¢ € R si:

lim f(z)=(eR| <= |Ve>03K>0 : VoeeDy z>K |f(a)—{<¢]

T—r+00

e Se dice que el limite de f(z) cuando z tiende a —oco es ¢ € R si:

lim f(z)=(€R| <= |¥>03K>0 : VaeD a<-K |f(&)—(<c|

T—r—00

En las siguientes figuras se representa de forma gréfica la definicion de los dos limites en el infinito.

lim f(z) = +oco

T—+00

f(x)

8Ver la Definicion 1.19, pagina 34.
9Ver la Seccion 3.1.1, pagina 77.
10Ver la Definicién 3.4, pagina 79.
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3.2. Propiedades de los Limites

La definicion'! € — 3 del limite de una funcién no es ttil para calcular el valor del limite de una funcién. Para

esta mision resulta més utiles las diferentes propiedades de los limites y el conocimiento del comportamiento
de las funciones elementales'?.

Sean f y g dos funciones definidas al menos en un entorno reducido de x = xg siendo a € R o bien a = +o0,
con:

lim f(z)=a ; lim g(x)=b , a,b,c€R obien a,b==+00

Tr—xo Tr—xT0

Entonces, siempre y cuando el resultado tenga sentido'® , se cumple:

1. lim(fj:g):<lim f):l:(lim g):a:I:b

T—xT0 T—xTo T—TQ

2. lim (c¢f) =c <lim f) =ca

T—To Tr—To

3. lim (fg) = (lim f) (lim g) = ab
T—To T—XTo T—rTo

. f mli{go f a
4. lim = = = =
z—z0 ( limg b
T—>X0

3.3. Indeterminaciones

Existen ocasiones en las que operando algebraicamente con funciones que tienen limite en un determinado punto,
no es posible determinar el limite de la funcién resultante, conociendo tinicamente el valor de los limites de las
funciones de partida, si no que es necesario también conocer cdmo estas funciones tienden a sus limites.

Estos casos se denominan limites indeterminados o indeterminaciones y son siete'*:

00 — 00 0-00 1°° 0° g

olo
813

11Ver la Definicion 3.1, pagina 75.

12Ver la Seccion 2.8, pagina 58.

13Por ejemplo, en (1) a y b no pueden ser ambos co de signo contrario al producirse la indeterminacién oo — 0o, en (3) no pueden
ser a y b los valores 0 e oo al producirse la indeterminacion Oco, en (4) no pueden ser a y b ambos 0 6 ambos £oo al producirse las
indeterminaciones 0/0 e co/oo, en (5) a,¢ > 0y ¢ # 1 para que esté definido el logaritmo, en (6) ¢ > 0 para que esté definida la
potencia y en (7) a # 1 y b # £oo para evitar la indeterminacién 1°°, ni a # 400 y b = 0 para evitar la indeterminacién co®.

14Estas indeterminaciones coinciden con las vistas en el tema de sucesiones, ver la Seccion 8.10.2, pagina 206. Las tres
indeterminaciones que estan enmarcadas son equivalentes.
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a)

g)

b)

Ejercicio 3.2. Calcular el valor de los siguientes limites:

247

s 7% 1+ 8z — 7 ?
3 _

lim f(z) , f(x):{"; ' iig 9

lim f(z) , f(x)Z{ |JJ$|35111 ;23 )
3 —2 z<0

lm f@) , f@)=] b)
m x>0

a) Aplicando las propiedades de los limites se tiene:

TEMA 3: Limites de Funciones

. rx°—2x—06

lim

x—3 x—3

. 1 z€@Q
i i@ f@={ 5 Te@

2
limx7”—§:

a1 g3 + 8 —7 2

Notar que en este caso simple no es necesario calcular los limites laterales por la izquierda y por la
derecha de 1, ya que se obtiene el mismo valor que el obtenido aqui.

Si representamos graficamente esta funciéon vemos que hay
un punto en el cual no esta definida, que corresponde con
el tnico cero del polinomio del denominador (a pesar de ser
de grado 3 las otras dos raices son imaginarias). El valor de
esta raiz es aproximadamente 0,809. Vemos que la funciéon
esta bien definida en = 1 y el valor del limite corresponde
con el valor de la funcién en dicho punto, f(1) = 4.

En este caso aplicando las propiedades de los limites se tiene:

22 —x—6
r—3

lim
r—3

0

10 %

que es una indeterminacion y por tanto no podemos conocer de esta forma el valor del limite, en
caso de que exista. En este caso sencillo podemos factorizar el polinomio del numerador, encontrado

sus dos raices {—2,3} y simplificar de la siguiente forma:

-z —6 .
lim = lim
x—3 €r — 3 xr—3

(x4 2)(x —3)
r—3

Notar que f(z) es una funcién distinta que la recta = + 2,
ya que f(x) no esta definida en z = 3. La representacion
grafica de ambas coincide excepto en z = 3 donde f(z) no
tiene imagen al no estar definida en dicho punto.

Recordamos que el valor del limite de una funcién en un
punto es independiente del valor de la funcién en dicho
punto, pudiendo existir o no, o ser igual al limite o distinto.
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c) En este caso es una funcion definida a trozos y nos piden calcular el valor del limite justo en el punto
de corte de la definicién de la funcion x = 0. Por tanto tendremos que calcular los limites laterales
de la funcién cuando se tiende a cero por la izquierda y por la derecha.

flx) = { ” ; lim f(z) = =
27 z=0 w0 lim f(z)= lim (z* —1)=—1
x—0~ z—0~
Como ambos limites existen y son iguales, el valor obtenido de -1 corresponde con el valor del limite
de la funcion

30 %
279

Notar que la grafica de f(x) es igual que la de 23 —1 excepto 20
que se ha cambiado la definicién de la funcién en el punto
x = 0 que pasa de ser —1 a 27.

El valor que se obtiene del limite de f(z) cuando x — 0 es 10
—1 que corresponde con el valor de 23 — 1 en x = 0.

2 1 2 4

d) Esta funcion vale 1 para los nimeros racionales y 0 para los irracionales (no racionales). Como hay
infinitos ntimeros irracionales en cualquier entorno de un nidmero racional y también hay infinitos
racionales en cualquier entorno de un ntmero irracional, no existe el limite de esta funcién en ningan
punto, ya que al acercarnos tanto por la izquierda como por la derecha a cualquier valor, la funcién
toma de forma infinita los valores de 1 y 0.

in o) . f@={y tea o lmi@=[8

x—1

2 4
El comportamiento de la grafica de esta funcién no +
puede apreciarse en la figura, ya que hay infinitos puntos
separados con valores 1 y 0, infinitamente cercanos,
pareciendo que son dos rectas paralelas (en azul). ;
-2 -1 1 2
_1 1

e) En este caso es una funcion definida a trozos y nos piden calcular el valor del limite en = = 0, que
es un punto distinto del punto de corte (x = 2) de la definicion de la funcion. Por tanto tendremos
que tomar la rama definida para x < 2:

. r—>5 x> 2 ) . L 3 o

En la grafica se muestra la funcién, donde para valores
x > 2 la funcion es la recta x — 5 y para x < 2 corresponde
a la funciéon |z|> — 11. En la grafica en color verde y con
linea discontinua se ha representado la funcion 3 — 11 sin
valor absoluto.

La funciéon f(z) no tiene ningin problema con el limite en
ningtn punto z # 2, tomando la rama apropiada.
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f) Esta funcion es la misma del caso anterior pero nos piden calcular el limite en el punto de corte
x = 2. Para ello tenemos que calcular los limites laterales:

lim (|Jz)> —11) = -3

T2~

li = —[_
tim ) =4
lim (xz —5) = -3
r—2+1
Como ambos existen y son iguales, el limite existe y vale —3, como podemos apreciar graficamente
en la figura anterior.

g) Esta es una funcion definida a trozos con punto de corte en z = 0, no estando definida en x = 1.
Para calcular el limite tenemos que determinar los dos limites laterales:

. 3 _ _
3 =2 <0 ili%x 2 2
lim f(z) , f(z)= T ; lim = :
z—0 x>0 x—0 . T 707
—1)2 lim ——>=-=0
(x =0 (z—1)2 1

Como los dos limites laterales existen pero son distintos, el limite cuando  — 0 no existe.

o
Como se aprecia en la figura, no existe el limite z = 0, ya 2 |
que la funcién tiende a -2 cuando x — 0~ y a 0 cuando |
+ 1 1 ; 1 |
z— 0. 9 1 9 3
-2 !
—4 !

h) Esta funcion es la misma del caso anterior pero nos piden calcular el limite en el punto z = 1 donde
la funcién no esta definida. Recordar que el valor del limite es independiente del valor de la funcién
y puede existir el limite en un punto o no, estando la fucién definida en él o no. En este caso, a
través de la figura anterior claramente se aprecia que no existe el limite, pero lo vamos a calcular
determinando los limites laterales:

I T 1 1 n
11m = _ — =
o= (z—12 (002 of  °°
lim f(z) = = +o0]
. lim r = 1 = i = 400
a1+ (z—1)2  (0H)2 0ot

En el primer limite el denominador tiende a 1 pero por la izquierda, es decir con valores menores que
1 y por tanto la diferencia tiende a valores pequefios pero negativos. Al estar elevado al cuadrado el
denominador tiende a valores pequenos positivos y por tanto el cociente tiende a +o0o. En el segundo
limite el denominador tiende a cero por la derecha, es decir con valores pequenos pero positivos y al
estar elevado al cuadrado también, por tanto el cociente tiende a oo.

Como los dos limites existen y son iguales, el limite de la funcién es co.
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3.4. Infinitésimos e Infinitos

15

Vamos a ver ahora el concepto de infinitésimos e infinitos, similar al estudiado en el tema de las sucesiones
pero aplicado en este caso a las funciones.

Definicion 3.6. Infinitésimo e Infinito

Sea f una funcién definida en al menos un entorno reducido® de x = xy con zg € R o bien xy = 400,
es decir —oo < zg < co. Entonces:

o Sedice que f esun infinitésimo cuando x — z¢ si: lim f(z) =0
T—>To

e Se dice que f esun infinito cuando z — xy  si: lim f(z) =+
T—>To

Ejemplo 3.2. Infinitésimos e Infinitos

e f(x) =z es un infinitésimo cuando x — 0 y un infinito cuando & — +00
1 P . ,

e f(z) = — es un infinitésimo cuando x — oo y un infinito cuando x — 0
T

o f(x)=(x—1)(z+2) es un infinitésimo cuando x — {—2,1} y un infinito cuando x — +oo

1
o f(z)= gz esun infinitésimo cuando x — 400 y un infinito cuando x — +1

es un nfinitésimo cuando x — —1 y un infinito cuando x — —1/2

o f#) =577

3.4.1. Propiedades de los Infinitos e Infinitésimos

Sean f y g funciones definidas en al menos un entorno reducido de —oo < zg < 0.

e Si f es un infinitésimo en x = xg y g esta acotada en un entorno de a, entonces f¢g es un infinitésimo en
T = a.

e Si lim f =400 y g estd acotada inferiormente en un entorno de xg, entonces lim (f + g) = +oo.
Tr—x0

T—XTo
e Si lim f=—o00 y g estd acotada superiormente en un entorno de xg, entonces lim (f + g) = —oo.
T—xo T—T0
. . - 1 +
o lim f=+00 siysolosi lim — =0
Tr—rxo T—XTo f
. . N T
o lim f=—o00 siysolosi lim — =0".
T—To T—T0o f

15Ver la Seccion 8.11, pagina 216.
16Ver la definicion de entorno reducido sobre un namero real en la Definicion 1.17, pagina 34 y la de entorno reducido sobre +oco
en la Definicién 1.19, pagina 34.
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3.4.2. Notacién de Landau

A continuacién vamos a ver una notacion muy usada para referirse a 6rdenes de crecimiento y decrecimiento de
funciones denominada notacién de Landau'”, que utiliza las letras o mayiscula (O) y o miniscula (o) de la
siguiente forma:

e f=0(g) selee "f es de orden o grande de g".

e f=0(g) selee "f es de orden o pequena de g".

Vamos a ver sus definiciones.
Definicion 3.7. Notaciéon de Landau

Sean f y g funciones definidas en un entorno reducido de —oco < zy < 00, y sea lim = =/
z—=x0 (

Entonces cuando x — xg se dice que'®:

e Si = ‘ f ¥y g no son comparables

eSi [LeR-{0,1} = ‘f y ¢ son comparables o del mismo orden‘ = f=0(9)

eSi [/ = o0 = ‘f crece mucho més rapido que q‘ = g=o(f)
eSi /=0 = ‘f crece mucho més lento que g‘ = f=o(9)

o Si = ‘ f y g son equivalentes ‘ S f~yg

Una definicién méas general de la notaciéon de Landau, pero no tan ttil a nivel operacional como la definiciéon
anterior, es la siguiente:

Definicion 3.8. Notaciéon Alternativa de Landau

Sean f y g funciones definidas en un entorno reducido D de —oco < g < 00, entonces:

e | f=0(g) cuando x — xp siy solo si existe un € > 0 tal que:

|lf@)] <elg(@)|| voeD

o || f=0(g9)| cuando = — xg siy solosiexiste un >0 tal que:

|If@) <elg@]| VzeD

17También se denomina notacién de Bachmann-Landau o notacién asintética.

18E] uso del signo igual en expresiones como f = O(g) y f = o(g) para referirse a una funciéon que es de orden o grande u o
pequeiia de otra, es realmente un abuso de lenguaje que puede dar lugar a errores en determinados casos. Lo correcto seria f € O(g)
vy f € o(g), aunque esta forma de denotarlo es menos usual que la primera.
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Ejemplo 3.3. Notacion de Landau

1+ 3z + 1022

* 1432 +102> = o(z%) (r - 00) yaque lim —————— =0
T—r00 e
3 2 —
o z° =o0(z%) (x — 0) yaque 91613%?:0

Propiedades y Operaciones con la Notacién de Landau

e f=0(1) cuando x — x¢ si y solo si f es acotada en una vecindad de zg.
e f=0(1) cuando x — ¢ si y solo si lim f(x)=0.
T—rTo
e Si f =o0(g) cuando x — z entonces también f = O(g) cuando = — zp, pero no al contrario'”.

e Operaciones:

e O(f) + O(g) = O(max(f,9))

o(f) + olg) = o(maz(f, 9))

e O(f) +O(f) = O(f) * o(f) +o(f) =o(f)

o kO(f) =O(|klf) =0O(f), ke R (k#0) o ko(f) =o(|k|f) =o(f), k€R (k#0)
e O(f)O(g9) = O(fyg) * o(f)o(g) = o(fg)

e fO(g9) =O(f9) e fo(g) =o(f9g)

e O(0(f)) = O(/f) e o(o(f)) = o(f)

e O(o(f)) = o(O(f)) = o(f) * O(f)o(g) = o(fg)O(9)

Ejercicio 3.3. Demostrar las siguientes propiedades:

a)  o(f)+o(g) = o(maz(f,g)) b)  O(f) +O(f) = O(f)
c)  ko(f)=o(lklf)=0o(f), keR (k#0) d) O(f)O(g) = O(f9)
e) ofo(f)) =o(f) f)  fO(g9) = O(fg)
g)  O(o(f)) = o(O(f)) = o(f) h)  O(f)o(g) = o(fg)O(9)
a) Sean:
fila) =olgr) (@ a0) = lim 2o
con g1 > go cuando x — xg
fale) =olge) (0 vaa) = lim 220
Tenemos que demostrar que f1 + fo =o(g1) (x = zy) = lim % =0.
T—To 1
Entonces como:
lim M: lim ﬁJr lim é:O+ lim é:O = ‘fl-l-fz:o(gl)‘
T—oT0 g1 T—wo g1 T—TO g1 T—=T0 o

9Por ejemplo con f(x) = senz, g(x) = z cuando x — 0.
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b) Sean:
fi) =0(g) (x> m0) = lm L =g
T—=z0
fo(a) = O(g) (@ > @) = lim % ~
Tenemos que demostrar que f1 + fo = O(g) (z = x9) = lim fith =k.
T—xT( g

Entonces como:

lim 2 g ﬁ+ lim é:kl—l—kg:k — | fi+f2=0(9)
Tr—xo g Tr—xo g T—rTo g
c) Sea: f(z)=o0(9) (x =5 x9) = lim S 0.
Tr—xo g
T . _ _ N1 R
enemos que demostrar: kf(z) = o(|klg) = 0o(g) = lim — = lim = =0
Tr—rT0o g Tr—>T0o g

Entonces como:

Jin B i £ jh-0—0 — [k70) = oflklg) = ofg)
d) Sean:
fila) =0l) (¢ >a) = Jim Ly
_ b
fo(x) =0(9) (x = xy) = mli)néo i ko

Tenemos que demostrar que fi fo = O(g192) (x = z9) = lim fifz =k.
TT0 g192

Entonces como:

lim 1102 <1im fl) <lim fQ) =kka=k = | fifs=0(gi9)]

z—=x0 glgo T—=xo g1 T—=T0 o

e) Sean:
T—x0 g

g(z) =o(h) (x = zy) = :,:h—g}lo % -0

Tenemos que demostrar que f = o(g) = o(o(h)) = o(h) (x = z9) = lim f =0.

T—xTo

Entonces como:

lim L = lim fg—(nm f) <hm g):o-o:o —  [f=o(h)

z—xo h T—x0 hg o z—zo xz—xo h
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f) Sea: h(z)=0(g) (x = x9) = lim h_ k.

Tr—To g
o fh
Tenemos que demostrar: fh(z) = fO(g) = O(fg) = lim — = lim — =k
Tr—T0o g Tr—rT0o g
Como queriamos demostrar.
g) Empecemos con la primera: O(o(f)) = o(f). Sean:
=O0(h lim ==k
9(z) =O(h) (z = o) = lim &
h(z)=o0(f) (x 5 x9) = lim —=0
T—xTo
Tenemos que demostrar que g = O(h) = O(o(f)) = o(f) (x = zy) = li_>m % =0.
x o

Entonces como:

fim < = Jim & (hmg)(limh):k-O:O — [g=o(f)

T—xTo f T—xTo fh

Tenemos que demostrar que g = o(h) = o(O(f)) = o(f) (z = xy) = lim = =0.
Entonces como:

g _ . gh (. g N _
tim =t = (i 1) (i F) =0 k=0 = [g=eth

h) Sean:

.G
G(z)=o0(g) (x = z9) = xli}ngo i 0

Tenemos que demostrar que F'G = O(f)o(g) = o(fg)O(g) (x — z0).

Entonces, por las propiedades vistas anteriormente:

G G
FG = O(f)o(g) = O(f) olg)olg) = x&f;g?iiﬁ;og ol9) = Lm% O(g) = o(f9)O(9)
o(9) H]C’—’HO’—’ O(g) ¥
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TEMA 3: Limites de Funciones

3.4.3. Ordenes de los Infinitésimos e Infinitos

Definiciéon 3.9. Ordenes de los Infinitésimos

Sean f y ¢ dos infinitésimos?"

Entonces cuando z — x( se dice que:

en —oo < zg < 00, cumpliéndose lim = =

rT—rT0o g

~

eSi [/eR-{0,1} = ‘ f y g son infinitésimos del mismo orden‘

e Si = ‘ f es un infinitésimo de mayor orden que g ‘
e Si = ‘ f es un infinitésimo de menor orden que g ‘
e Si = ‘ f y g son infinitésimos equivalentes ‘

Definicién 3.10. Ordenes de los Infinitos

Sean f y g dos infinitos en —oo < zy < 0o, cumpliéndose

Entonces cuando x — x( se dice que:

lim ==/
T—>To g

eSi [LeR-{0,1} = ‘f y ¢ son infinitos del mismo orden‘ —

e Si = ‘f es un infinito de mayor orden que g‘ =
eSi /=0 = ‘f es un infinito de menor orden que g‘ =

o Si = ‘ f vy g son infinitos equivalentes ‘ =

f=0(9)

g =o(f)
f=o(9)
f~g

de zg la funcién f tiende a cero mas rapidamente que g.

zo la funcion f tiende a infinito méas rapidamente que g.

e Que un infinitésimo f sea de mayor orden que otro g cuando x — x significa que en las cercanias

e Que un infinito f sea de mayor orden que otro g cuando z — x significa que en las cercanias de

20Ver la Definiciéon 3.6, pagina 85.
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Figura 3.1: Representacion grafica de infinitésimos (los dos de la izquierda) e infinitos (los dos de la derecha)
de distinto orden, cuando x — x( con z¢ finito e infinito. En todos los casos f = o(g), cuando x — .

Ordenes de Infinitos e Infinitésimos Simples

En las siguientes tablas se muestran una relaciéon de los érdenes de infinitos e infinitésimos simples cuando
T — O0.

Indﬁmtos 2> dF 0> P > > xP > logl (z)
cuando x — oo a>1 p>1 (0<p<1) p>0
Il’lﬁl’(lilteSImOS <« 4 <« P <« ! « 2P < log;” (x)
cuando z — o0 5l p>1 (0<p<1) p>0
Inﬁr(111te51m8Jsr P < 7 < P < - logb_” ()
cuando x — p>1 (0<p<1) p>0

2 ) | T
— —In"(z)
— 405
15+ — z H
—_ 2
1 [
0.5 8
0

| | |
0 02 04 06 08 1

Figura 3.2: En la siguiente figura se muestra una representacion grafica de la velocidad de crecimiento de los
infinitos (izquierda) e infinitésimos (centro y derecha) anteriores.

Notar que si f(z) es un infinito, entonces 1/f(x) es un infinitésimo y viceversa, manteniéndose los
correspondientes 6rdenes.
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3.4.4. Infinitésimos Equivalentes

Sea e(x) un infinitésimo®! cuando x — g, es decir: lim e(x) =0 y sea lim a(x) =1

T—XTo T—xTo

Entonces se verifican las siguientes relaciones?? entre infinitésimos equivalentes®® cuando x — .

sene(x) ~ tane(z) ~ arcsene(x) ~ arctane(x) ~ g(z)

cose(z) ~ 1-— 5(;:) <~ | 1 — cose(x) ~ 5(;:) — [ 2(1 = cose(z)) ~ e(x)
mllggl e(z) =0 i In[l + e(z)] ~ e(x) ] — | @1~ g(a)
a(x) =1+¢(z) -
i () 1 @] ~ o) — 1] @1~ c@me) | >0
(L +ec@™ =1 ~ me@@) | < | ¥/TFme@ ~ 1+e@)
(m,n#0) ¢ - -
V1+elx) — 1 ~ ? = [1—1—?} ~ 14e¢e(x)

3.4.5. Principio de Sustitucién

Vamos a ver un teorema importante que explica como utilizar las relaciones de equivalencia anteriores para
resolver indeterminaciones en limites de funciones complicados, de una forma facil y eficiente.

Teorema 3.3. Principio de Sustitucion

Sea f(x) ~ g(z) cuando © — zp y sea h(z) una funcion definida en un entorno reducido de .
Entonces, siempre que existan los limites del segundo miembro se cumple:

~

lim f(z) h(z) = lim g(z) h(z) im 4@ _ o 9@

T—xT0 T—xT0 T—XTo h(x) T—To h(x)

e En caso de que no existan los limites de los segundos términos, no podremos decir nada sobre los
limites de los primeros términos, (si existen o no y en caso afirmativo cual es su valor).

e El principio de sustitucion solo se cumple en operaciones de multiplicaciéon y divisién sobre el total
de la expresion ?* y no en otro tipo de operaciones como sumas o restas.

21Ver la Definiciéon 3.6, pagina 85.

22Estas mismas relaciones fueron vistas en la Seccion 8.11.4, pagina 220 en el contexto de la sucesiones.

23Ver la Definiciéon 3.9, pagina 90.

24Es decir, la funcién a sustituir (infinito o infinitésimo) por otra equivalente debe estar multiplicando o dividiendo al total del
resto de la expresion.
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3.5. Calculo de Limites de Funciones

93

Las técnicas para calcular limites de funciones estan basadas en los métodos para la determinacion de limites

de sucesiones explicados en la Seccion 8.10, pagina 204.

a)

m)

q)

u)

a)

b)

f)

g)

h)

3 15 2 7
lim oor b) lim Toter c) lim 2’z
z—0 sen2x T—00 20 z—0+
~ gloool . 22 — 1\ 2* ) 2z +10\ "
A2, 100 f) Jm ( o1 ) g) Jlm ( 371 )
: 1/ : : 0.001 100 : 1
lim J) lim =z Inz k) lim zsen—
z—0+ z—0+ T—>00 xT
2 —1 —1
lim R n) lim z%/2sen— o) lim (z = Dsen(w —1)
=0 In(1 — 22) T—00 x z—1 1 —cos(z—1)
142z\°
lim 4% —2* r) lim Ina® — 22 s) lim ( i x)
T— 00 T— 00 T—00 2x
1_ 3z + 2 bx ) 1 sen x ) 1 ( )1/1’2
im v im x w) lim (cosx
z—oo \ 1+ 3z z—0+ z—0
. sendx 0/0 . 3z 3
lim = lim — ==
z—0 sen2x sene~e z—0 21 2
15 4 9,7 o 15
T—>00 2T 154227~ z—oo0 2T 22> g1
lim z?lnz (=) lim v L @
z—0t z—0+ lnilx r2>Inx
V4 5 V4
lim ver¥o Ooéoc lim VAT
. £1:0001 . £1:0001 o0/00
xlggo In :L‘lOO - a:linclo 100 Inx a :1:F>;1n x o
p (2221 e
e e

Tr—r 00

0

1/x O

lim =z
Tr—r o0

. 2¢ + 10\ *
lim =
<3x—1) (

Tr—r00

. 1
lim e=

Inx OOLOO

Tr—r00

lim e=

1 -
zlnz

Ejercicio 3.4. Determinar el valor de los siguientes limites de sucesiones:

ooioo :eo

z>Inx

1
lim z1/% = o° = °In0 — poo(=00) _ —o0 _ = :@

z—0t1

Notar que 0°° no es una indeterminacion, (ver la Seccion 8.10.2, pagina 206).
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d)

h)

1)

P)

t)

Viz +5

lim

T—00 \/E
lim z'/®
xTr—r00

lim
z—0

lim

x—0

lim
xTr—r00

lim

z—0t

senzx -tanx

1—cosx
22 sen? 3z

wtan® 2z
<1 +2x>w
x
1\ tene
)
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i) lim 2%z =100 lim 2% Inx 0= _q100.0= 0]

z—0t1 z—0t1 xzP>Inx

1 .
k) lim zsen— °° deot
x

r—00

. senx-tanx o/0 . senz -tanx sen e~tan e~ve . T-T
) lim ——— = lim —— = im 2—:
=0 1 —cosz z—0 1 —cosx l—cose~e?/2  a—0 12/2
. 2 . 2 2
. arcsen x 0/0 . arcsen x arcsen e~e . &€
m) lim o — lim PRI = lim — =
z—0 ln(l - ) z—0 IH(]. - ) In(14-€)~e z—0 —x
: 3/2 1 0 : 3/2 1 : 1/2
n) lim z°/“sen— = lim z°/°— = lim z/° =
xT—00 X sen e~e xr—00 X T—00

7]- 7]- 7]- 7]- sen e~ve 712
0) lim (z ) sen(z ) 0/0 lim (z ) sen(z ) sene lim (z ) _
z—1 1—cos(z—1) z—1 1—cos(z—1) l—cose~e?/2 a1 (x —1)2/2

. x%sen?3x 0/0 . 2?(3x)? . 9zt
p) lim ——— = lim ——— = lim — =
z—0 gtan® 2xr sene~tanz~e x—0 x(2x)3 z—0 Sx4

q) lim 47 -2* = lim 4% =[x0]

T—00 4= ;2’ T—00

. . o0 —00 .
r) lim In2®—2%= lim 5lnz —2? = lim (—2?) =
T—00 T—00 z2>Ilnxr *—00

. 1+22\" 1> . 1422 _ . LY oqe
s) wl&)n;(}( oz ) = =exp Lll)rrgo x( oz —1)}—exp nggo 2:|—6 —

14+22\"
t) lim ( + x) =2% =[o0]

T—00 X

. 3242\ g . 3z + 2 . o 5/3
u) zlggo <1+3x> = =exp xlggo 5z 1—|—3x_1 = exp xlggo el e

0 sen e~e . z>Inx
v) lim z*7 L exp [ lim (senz)(In x)] =T exp [ lim xIn 4 == =

z—01 z—0t z—0t

o 1 —x2/2
w) lim (cosac)l/"”2 S exp [lim 2(00595—1)} o exp [lim $2/ ]:6_1/2:

z—0 z—0 T 1—cose~e? /2 z—0 x

4

1 tanx o0 1 000
x) lim () = exp { lim (tanz)ln x] = exp [ lim (—tanx) lnx} =

rz—0t \ & z—0t z—0t tan x~x

tan x~x r—0+

2 exp [ lim (—z) lnx} A g0 =
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4.1. Continuidad de una Funcién en un Punto

Definicion 4.1. Continuidad de una Funcién en un Punto

Sea f: D CR — Ryxg€ D, donde D es algin entorno de xy € R.

Se dice que f(z) es continua en z si existe el limite' de la funcién
en xg y dicho limite coincide con el valor de la funcion en x.

lim f(x)= f(zo) = ‘f(x) continua en z = g

Tr—>T0o

La continuidad de una funciéon en un punto implica el cumplimiento de tres condiciones:

e Que exista lim f(z)
Tr—xT0

e Que la funcion esté definida en x = xg, es decir que exista f(xo)

e Que los dos valores anteriores sean iguales

Ejercicio 4.1. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a) f(x):% enz=0 b) f(:c):{f—i_l ii:} enz=-1 c) f(x):ii_i enz =0

a) En este caso si existe el limite de la funcién en el punto pedido.

lim — =
z—0 X

Pero sin embargo la funcion no esta definida en = = 0, por tanto no es continua en dicho punto.

b) En este caso la funcion si esta definida en el punto pedido, f(—1) = 1, sin embargo:

lim f(z)= lim (z+1)=0

r——1 z——1

Como ambos valores existen pero no son iguales la funcién no es continua en el punto pedido.

c) En este caso la funcion esta definida en el punto pedido, f(0) = —1 y su limite vale:
1
im 27—
=0 x —1

Como ambos valores existen y son iguales, la funcién si es continua en x = 0.

Vamos a ver una definiciéon alternativa de la continuidad de una funcién en un punto, siguiendo la terminologia
€ — 0 que vimos en la definicién de limite de una funcién en un punto'. Esta definicién a pesar de carecer de
interés practico, resulta interesante desde un punto de vista matematico.

Definicion 4.2. Continuidad

Definicion € — § de continuidad de una funcién en un punto.

‘f(x) continuaen:ro‘ — ‘V€>O >0 : VeeD |z—xz <9I |f(:r)—f(:c0)|<€‘

IVer la Definicion 3.1, pagina 75
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4.1.1. Primeras Propiedades de la Continuidad

Sea una funcion f(x) definida en al menos un entorno de un punto zg. Si f es continua en xy entonces se
verifica:

o f estd acotada® en algin entorno de zg

e Si f(zo) # 0 entonces la funcion tiene el mismo signo en todos los puntos de algtin entorno de z

4.1.2. Continuidad Lateral

Definicion 4.3. Continuidad Lateral

Sea f: D CR — R definida en al menos un semi-entorno por la derecha (izquierda) de un punto z.

Se dice que f(z) es continua por la derecha (izquierda) en z; si existe el limite por la derecha
(izquierda) de la funcién en z( y dicho limite coincide con el valor de la funcién en z.

fag) = lm_f(@)
%0 . f(z) continua por la derecha de g si f(zo) = f(zg)
) f(z) continua por la izquierda de zq si f(z¢) = f(z)

flzy) = lim f(z

E—)ZD

Ejercicio 4.2. Determinar el valor de a para que la siguiente funcion sea continua en IR:

f(:c):{ r+a x< -2

ar—1 x> -2

Esta es una funcion definida a trozos donde cada rama es una determinada recta (polinomio de grado 1),
que por separado son funciones continuas en todo punto para cualquier valor de «. Por tanto el tnico
problema esta en el punto de corte x = —2, donde hay que buscar un valor apropiado de « para que los
dos limites laterales de la funcién en dicho punto coincidan.

lim f(z)= lim (z+a)=-2+a«

T——2" T——2" 1
—24+a=-2a-1; 3a=1 ; azg
li = i —1)=-2a-1
L S = (e =) = —2
La funcién solucion se muestra en la siguiente grafica, ; ; * ; |
comprobandose la continuidad de la misma. -4 -3 =2 -1 1
| |
1 |
— <
T+ 3 r< =2 9|
flz) =
75
-—1 > —2
3 T
41

2Es decir, que existen unos determinados valores a,b € R tales que a < f(z) < b para todo x perteneciente al entorno de zg.
Esta definicion corresponde con la dada para las sucesiones acotadas, (ver la Definicion 8.4, pagina 192).
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4.2. Discontinuidad de una Funcién

Definicion 4.4. Discontinuidad de una Funcién en un Punto

Se dice que f(x) es discontinua en xz( si no es continua en dicho punto.

Definicion € — § de discontinuidad de una funcién en un punto.

‘f(x) discontinua en z = Jep >0 V6 >0 : VxeD |z—x9| <0 |f(x)—f(170)|260‘

4.2.1. Tipos de Discontinuidades

Una funcién puede ser discontinua en un punto x = xg por tres causas:
e La funcién no esta definida en xg.

e No existe el limite cuando = — zg o bien es infinito.

e El valor de la funcion y del limite no son iguales.

Ejemplo 4.1. Discontinuidades

1
f(x) =sen E

X

Esta funciéon no estd defina en x = 0 por tanto es
discontinua en este punto. En este caso ademéas tampoco
existe el limite cuando = — 0.

Esta funcion esté definida en todo IR, pero no existe el limite =21\
cuando x — 1 ya que los limites laterales existen pero tienen |
valores distintos (a +00). }

1 z=-—1

f(z):{ 241zl

Esta funcion esta definida en todo R y también existe el
limite de la funci6én en todo punto de su dominio. Sin
embargo, en x = —1 no coincide el valor de la funcién
f(=1) = 1 con el valor del limite cuando x — —1 que
es 2, por tanto es discontinua en x = —1.
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100 TEMA 4: Continuidad

Definicion 4.5. Clasificacion de las Discontinuidades

Existen dos tipos principales de discontinuidad:

e D. Evitable®: si existe y es finito lim f(z).
r—xo

e D. Esencial o No Evitable: si no existe el limite o bien es +co. Hay dos tipos:

1. Primera Especie: cuando los dos limites laterales existen pero son distintos. Hay tres casos:

— Salto* Finito: Los dos limites laterales son finitos pero distintos.
— Salto Infinito: Uno de los limites laterales es finito y el otro £oo.
— Discontinuidad asintética: Los dos limites laterales son £oo.

2. Segunda Especie: Si no existe uno o los dos limites laterales.

Ejemplo 4.2. Tipos de Puntos de Discontinuidades

Y|

1. La funcion esta definida en ese punto (punto azul), pero la funcién no estd definida en la parte
izquierda del punto, por tanto solo existe el limite lateral por la derecha. Hay por tanto una
discontinuidad esencial de segunda especie en este punto.

2. La funcion no esté definida en ese punto mientras que el limite si existe pero es +oo, teniendo ese
punto una discontinuidad esencial de primera especie de tipo asintético.

3. La funcién no esta definida y el limite no existe en ese punto (los limites laterales existen pero tienen
valores distintos de —oco y +00). Se trata por tanto de una discontinuidad esencial de primera
especie de tipo asintético.

4. La funcion no esta definida en el punto pero el limite si existe y es finito (punto blanco). Se trata
por tanto de una discontinuidad evitable.

5. La funcion esta definida (punto azul) y existen y son finitos los dos limites laterales pero con valores
distintos, por tanto el limite en ese punto no existe. Este punto tiene una discontinuidad esencial
de primera especie de salto finito.

6. La funcion estéa definida (punto azul) y el limite existe y es finito (punto blanco), pero ambos valores
son distintos. Por tanto la funcién tiene una discontinuidad evitable en ese punto.

7. La funcion esta definida (punto azul) y existen los limites laterales en ese punto pero son distintos
(—o0 por la izquierda y finito por la derecha) y por tanto no existe el limite en ese punto. Se trata
de una discontinuidad esencial de primera especie de salto infinito.

8. La funciéon tiene unas oscilaciones infinitas en ese punto de forma que no estda definida su valor
en el punto ni tampoco existen ninguno de los dos limites laterales, por tanto se trata de una
discontinuidad esencial de segunda especie.

3Se denomina evitable ya que basta redefinir la funcién de forma que coincida f(zo) con el valor del limite en dicho punto, para
que la nueva funcién sea continua en z = xg.
4Se denomina salto a la diferencia (finita o infinita) dada por |f(zd) — f(zg ).
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Teorema 4.1. Discontinuidad de las Funciones Monotonas

. : . pe 5 . - . o . . . .
Si una funciéon mondtona® es discontinua en algin punto de su dominio, se trata de una discontinuidad
de primera especie o de salto finito.

4.3. Continuidad en Intervalos

Definicion 4.6. Continuidad en Intervalos

e Se dice que una funcién en continua en un intervalo abierto (a,b) con —co < a < b < oo si
lo es todos y cada uno de los puntos del intervalo. Si el intervalo es R se dice simplemente que es
continua.

e Se dice que una funciéon en continua en un intervalo cerrado [a,b] con a,b € Ry a < b, si es
en continua en todos los puntos del intervalo abierto (a,b) y ademés es continua por la izquierda
en a y por la derecha en b.

lim f(x)= f(a) 2 lim f(z)= f(b)

z—at T—b—

4.3.1. Propiedades de las Funciones Continuas

Operaciones Basicas con Funciones Continuas

Sean f y g dos funciones continuas en un mismo intervalo I C R de sus dominios. Entonces también son
continuas en [ la siguientes funciones, siempre que estén definidas:

of c€e®) ,  f+g . fg §<g<xo>¢0> Y

Nota 4.1. Es muy facil demostrar estas propiedades a través de la definicién de continuidad de una funcién. Por ejemplo:

{ f continua en zgy = lim f(z)=a
T—TQ

g continua en xg —- l_i)m g(z) =10 } = zlgrzlo (f+9) = zlg[zlo f—i—zlggo g=atb = (f+g) continua en zo
T—xQ

4.3.2. Composicion de Funciones Continuas

Sea f una funcion continua en I C R y sea g una funcion definida en todos los puntos y = f(z), Vz € I.
Entonces la funcién compuesta:

‘ (9o f)(z) =g[f(z)] es continua para todo z € I

5Ver la Seccién 2.5, pagina 55.
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4.4. Continuidad de las Funciones Elementales

e Funciones Polinémicas: ’ flz)=an2" + -+ a1z +ao ‘ ‘ Continuas en R
. . Py (z) :
e Funciones Racionales: | f(z) = o) ‘ Continuas en R — {Q,(z) = 0} ‘
@

e Funciones Radicales: | f(x)= {/z

n impar Continuas en R
n par Continua en x > 0

Si n es par la funcion solo es continua por la derecha en x = 0.

a >0 Continuas en R
e Funciones Exponenciales: | f(z) =a” a =0 Continua en R — {0}
a < 0 Discontinuas en IR

e Funciones Logaritmicas: ’ f(z) = log, x‘ ‘ Continuas para x > 0

La base b debe ser mayor que 0 y distinta de 1.

senx, cosx ‘ Continuas en IR‘

2 1
Continuaen]R—{(k—;)ﬂ- , kGZ}

e Funciones Trigonométricas:

’ arcsen T, arccosx ‘ ‘ Continuas en (—1,1) ‘

e Funciones Trigonométricas Inversas:

’ arctan x ‘ ‘ Continua en R ‘

Las funciones arcsen x y arccos x son continuas por la derecha en x = —1 y por la izquierda en x = 1.
e Funciones Hiperboblicas: ’senh x, coshz, tanhx ‘ ‘ Continuas en R
e Funcioén: ’ f(x) =" ‘ Continua para z > 0 ‘
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4.5. Teoremas sobre Continuidad de Funciones

Vamos a ver tres teoremas relativos a la continuidad de funciones reales de variable real.

4.5.1. Teorema del Valor Intermedio

Teorema 4.2. Teorema del Valor Intermedio

Sea una funcién f(z) continua en un intervalo cerrado [a, b].
Entonces para todo valor min(f(a), f(b)) < k < méax (f(a), f(b)) existe un valor a < ¢ < b tal que

f(e) = k.

Vamos a ver una interpretacion grafica del teorema del valor intermedio (TVI).

f continua en [a, ]

fla) < k < f(b) } = dce(a,b) : flc)=k

El teorema del valor intermedio (TVI) es una consecuencia directa de la idea intuitiva de continuidad, asi
cuando la variable independiente recorre un intervalo, la funcién pasa por todos los valores intermedios.

Por tanto las funciones continuas son aquellas cuyas graficas se pueden dibujar de un solo trazo, “sin levantar
el lapiz del papel”.

El TVI asegura que al menos existe un ¢ € (a,b), pero pueden existir mas de
uno, como muestra la siguiente grafica.

4.5.2. Teorema de Bolzano

Teorema 4.3. Teorema de Bolzano

Sea una funciéon f(z) continua en un intervalo cerrado [a,b] con f(a) y f(b) de signo distinto.
Entonces existe un valor a < ¢ < b tal que f(c) = 0.

Vamos a ver una interpretacion grafica de este teorema: £(b)

f continua en [a, ]

) F(0) £ 0 } — Jee(ab) : fle)=0 / —

El teorema de Bolzano es un caso particular del teorema del valor intermedio para k = 0, pero resulta de
gran utilidad practica, por ejemplo en la biisqueda de soluciones de ecuaciones.

Nota 4.2. Los valores ¢ que verifican f(c) = 0 se denominan ceros o raices de la funcién y graficamente representan el punto
de corte de la funcién con el eje OX.
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Ejercicio 4.3. Demostrar que la siguiente ecuacion tiene una solucién en el intervalo (0,1).
B+ Tz +1=0
Las soluciones de la ecuacion corresponden con los valores nulos (ceros) de la siguiente funcion:
flz)=a3+2% Tz +1

Esta funcién es de tipo polinémico de tercer grado, por tanto puede tener 3 ceros reales o solo 1 (en el
caso de que dos de sus soluciones sean complejas conjugadas).

Para determinar si tiene al menos una solucion en (0, 1) se puede utilizar el teorema de Bolzano, calculando
los valores de la funcién en sus extremos:

{ f(O)=1>0
f1)=-4<0

Como la funcion es polinémica, es continua en todo IR y por tanto se cumplen las hipotesis del teorema
de Bolzano, por lo que podemos asegurar que la ecuacion tiene una raiz en el intervalo (0, 1).

Ejercicio 4.4. Encontrar los ceros de la siguiente funcion:
flz) =42® — 4z +1
y explicar la aparente contradiccion con el teorema de Bolzano en el intervalo (0, 1).

Al ser un polinomio cuadréatico, las raices pueden ser facilmente calculadas:

4++/16-16 1
r= " — _

1
3 5 (doble)

Por otra parte la funcion es continua en [0,1] con f(0) = f(1) = 1,, por tanto no cumple las condiciones
del teorema de Bolzano, lo que no permite asegurar que exista una raiz en el intervalo (0, 1).

1 o

El teorema de Bolzano da las condiciones suficientes para que se
produzca una raiz en un intervalo cerrado, pero no son condiciones

. 0.5
Necesarias.
En este caso, la funcion tiene un cero en el punto = = 0.5 € [0, 1] sin
que se cumplan las condiciones del teorema en ese intervalo.
—0.5 0.5 1 1.5

Ejercicio 4.5. Comprobar que la siguiente ecuacion tiene al menos una raiz en el intervalo [0, 7].

2?2 = zsenz + cosx

Consideramos la funcién:
_ .2
f(x) =2 —xsenz — cosx 05|

Los ceros de esta funcion son las raices de la ecuacion del problema.
Esta funcién es continua en R al estar formada por sumas y productos de
funciones continuas en R. Como f(0) = -1 <0y f(7) =72+ 1> 0 por
el teorema de Bolzano podemos asegurar que existe al menos una raiz en
dicho intervalo.
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4.5.3. Teorema de Weierstrass

Teorema 4.4. Teorema de Weierstrass (o de los Valores Extremos)

Si una funcién f es continua en un intervalo compacto® (cerrado y acotado) [a, b] entonces hay al menos
dos puntos x1, 75 € [a,b] donde f alcanza valores extremos (maximo y minimo) absolutos’, es decir:

f(x1) < f(z) < fla2) Vz € [a, 0]

Notar que en el intervalo [a, b] la funcion puede tener varios extremos relativos®
siendo el dnico maximo absoluto el mayor de los mdzimos relativos y el Gnico
minimo absoluto el menor de los minimos relativos.

Es necesario que los puntos frontera a y b del intervalo pertenezcan al dominio,
ya que en ellos se pueden alcanzar algin extremo (relativo o absoluto).

x
4.6. Estudio de la Continuidad de una Funcién
Vamos a ver algunos ejercicios sobre el estudio de la continuidad de una funcioén.
Ejercicio 4.6. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones.
8 @) =le-1 b) )= 2 9 s@={ ity o155

a) Utilizando la definicion de wvalor absoluto podemos expresar esta funcion de la siguiente forma:

rx—1 rz>1
f(x)_{ —r41 z<1

Como cada una de las ramas son polinomios, son funciones continuas por separado. La funcién seréa
continua en el punto de corte x = 1 si los limites laterales en x = 1 existen y son iguales:

f17)= lim f(z)= lim (—z+1)=0 ; f(1t) = Ilir{h fl@)=lim (zx—1)=0

z—1+t

r—1- r—1-

Por tanto, como ambos valores existen, son iguales y finitos, la funcion
es continua en todos los puntos de RR.

En la siguiente figura se muestra la grafica de la funciéon, donde se
comprueba que es continua en IR con un pico en el punto (1,0).

-1 1 2 3

b) Esta es una funcién racional, por tanto sera continua en IR excepto en los puntos en que se anula el
denominador. En este caso:

r—1=0 = z=1 = ‘f(x)continuaen]R—{l}‘

Sin embargo, si encontramos las raices del numerador se tiene:

x_lj:\/1+24_1j:5_{1 _2}

6 6 3

6Ver la Definicion 1.21, pagina 35.
"Ver la Definicion 5.13, pagina 130.
8Ver la Seccién 5.4.2, pagina 130.
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Por tanto, calculando el limite de la funcién en el punto de discontinuidad se tiene:

2 g2 2 g2 1)+ 2
lim f(2) = lim 25 =02 30 me =2 g 3o D@28 .5
z—1 x—1 x—1 z—1 x—1 z—1 x—1 3

Por tanto se trata de una discontinuidad evitable y bastaria redifinir la funciéon para que fuera
continua en todo R, de la siguiente forma:

3z —x—2 v 41 10 4
flx) = z—1 = 3z+2

5 r=1 51

Las dos formas son equivalentes pero por simplicidad es preferible la
segunda. 7

En la siguiente figura se muestra una grafica de la funcion.

1 2 3

c) Esta es una funcion defina a trozos y hay que analizar cada rama por separado, junto con los limites
laterales en el punto de corte.

— La funcién de la parte izquierda del valor x =3, x4+ 1 es continua en R.

— La funcién log(z — 3) es continua para todo = > 3.

— Como:
lim f(z)= lim (x+1)=4 ; lim f(z)= lim log(x —3) = —©
i f(@) = Jim (24 1) i f(x) = lim log(e —3)
Como son distintos, la funcién es discontinua en =z = 3, 55
teniendo en ese punto una discontinuidad esencial de primera /
especie de salto infinito. P 4/’2
‘ f(z) es continua en R — {3} ‘ -5
En la siguiente figura se muestra una gréafica de la funcion. —10 L

Ejercicio 4.7. Encontrar los valores apropiados de a y b para que la siguientes funciones sean continuas.

2 -1 _ 2 _
z? + (a 1)x L 0 ax2 6 2 <9
a) f(z)= v b)  fz) = v
1—=2x r<1 22 +b x> 2
3
4senx mg——ﬂ-
2
e " z<0
3 3
c) fl@)=< acosz+b O0<z<mw d) f(z)=< asenz+b —7<x<7
senr —ar x>T
3
4cosx ng

a) Estudiamos las ramas de la funcion defina a trozos. La primera parte para x > 1 es continua excepto
en x = 1, por tanto es continua en todo su tramo. La segunda funcién para z < 1 solo esta definida
y es continua para x < 1, por tanto también es continua en su tramo.

Determinamos los limites laterales en el punto de corte z = 1.

lim f(z) = lim P te-Dr—a

z—1+ z—1+ r—1
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4.6. Estudio de la Continuidad de una Funcién

Para resolver este limite encontramos las raices del numerador:

107

?+@a-Nr—-—a=0 = z=

(I-a)x+(a+1)2 (Q—-a)t(a+1)

Por tanto:

lim 2>+ (a-1Dz—a (z—1)(z+a)

z—1+ rz—1 z—1+ z—1 z—1+

Por otra parte, con el segundo limite lateral se tiene:

lim f(z)= lim v1—-2=0

rz—1- rz—1-
Por tanto para f(x) sea continua en el punto de corte se tiene que
cumplir:
faN=f17) = 1+a=0 = |la=-1

En la siguiente figura se muestra una grafica de la funcién resultado.

b) Estudiamos la continuidad de las dos ramas:

limite lateral:
z2 —ax —6 _ —2—2a

li = 1 —
Jim fz) = lim —— 0

—2-2a=0 = a=-—1

lateral tiene que coincidir con el valor anterior 5, por tanto:

lim 22 +b=4+b=5 =

r—21

En la siguiente figura se muestra una grafica de la funcion resultado.

uno de los dos puntos de corte de la funcion:

Pedro José Hernando Oter

- 2 - 2 = (Lo

=lim ———— = lim(z4+a)=1+4+a

(I—a)+ (a—1)2—|—4a: (I1—a)tVa?>+2a+1 _
2

-1

La tinica forma para que este limite sea finito es que el numerador sea 0:

Encontrando las raices del numerador para a = —1 se tiene {3, —2}, por tanto:
2 _ _ 2 -2
lim vz = lim —(ac 3)(@ +2) = lim —(x—l—?))(x )
r—2~ T —2 T2~ r—2 r—2~ T —2

10 5

— La funcién para x < 2 es una funcion racional que no esta definida en z = 2. Calculamos el

= lim (z4+3)=5

r—2~

— La segunda rama es un polinomio, que es continuo en R. Para que f(x) sea continua el limite

c) Cada uno de los tres tramos son funciones continuas en R. Calculamos los limites laterales en cada
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108 TEMA 4: Continuidad

— Calculamos los dos limites laterales para la segunda rama:
li =1 b) = b
zir&f(x) zir(r)h(acosm—i— )=a+
lim f(z)= lim (acosx+0b)=—a+b
T—>T T—>T

— Y por dltimo calculamos el correspondiente limite lateral en la tercera rama:

lim f(z) = lim (senz — ax) = —anw
z—rt z—mwt

Para que sea continua se tiene entonces que cumplir las siguientes igualdades en cada uno de los dos
puntos de corte:
(x=0): a+bdb=1
{ (z=m): —a+b=—ar ; alr—1)+b=0

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales, por ejemplo por reduccién, se tiene;

1 ; b:7r—1
T™—2

En la siguiente figura se muestra una grafica de la funcién
resultado.

-2 2 4 6
d) Cada uno de los tres tramos son funciones continuas en R. Calculamos los limites laterales en cada
uno de los dos puntos de corte de la funcion:

— li = 1l 4 =4
oo, f@ = lm, dsenz

— Calculamos los dos limites laterales para la segunda rama:

lim  f(z) = zﬁliﬁn/lﬁ(a senx +b)=a+b

z——3mw/2+F

lim f(x)= lim (asenz+b)=—-a+b

x—3m /2~ T——7/2"
— Y por dltimo calculamos el correspondiente limite lateral en la tercera rama:

lim f(x)= lm 4cosz=0
z—3m /2t z——m /2%

Para que sea continua se tiene entonces que cumplir las siguientes igualdades en cada uno de los dos
puntos de corte:

(x=37w/2): —a+b=0

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales, por ejemplo por reduccién, se tiene;

{ (r=-37/2): a+b=4

En la siguiente figura se muestra una grafica de la funcién
resultado.

6 -4 —2 2 4 6
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5.1. Concepto de Derivada 111

5.1. Concepto de Derivada

5.1.1. Derivada de una Funcién en un Punto
Definicion 5.1. Derivada de una Funcion en un Punto

Sea f: I CR — Ry xy €I, donde I es algin entorno' de zy € R.

Se dice que f(x) es derivable en z( si existe y es finito el siguiente limite, cuyo valor se denomina
derivada de f(z) en xg.

f(zo) = dx(xo) = lim

e La notacion f’(zg) utiliza el signo grafico denominado prima (') y se denomina notacion de
Lagrange. Suele ser muy utilizada por su simplicidad.

e La notacion %(xo) utiliza el cociente de los denominados diferenciales de f (df) y de x (dz), y se
denomina notacién de Leibniz. Suele ser también muy utilizada en el estudio de las propiedades
de las derivadas, en derivadas de funciones compuestas?, ecuaciones diferenciales, etc.

e Otra notacion de la derivada de una funcién es mediante la utilizacion del operador derivada,
DIf(x)], pero no la usaremos en en este texto.

Introduciendo dos nuevos términos® Az y h se obtienen dos definiciones alternativas de la derivada de una
funcién en un punto, equivalentes a la anterior.

Definicion 5.2. Definicién Alternativa de Derivada

Llamando Az=z-1z9p = |f'(z0) = lim

Llamando h =z — xq = | f'(x9) = lim

Nota 5.1.
e La definicién que utiliza h suele ser la méas practica a la hora de calcular derivadas a través de su definicion.

e La definicién que utiliza Ax suele ser muy utilizada en aplicaciones fisicas.

Para que exista la derivada de una funcion en un punto es necesario que se cumplan tres condiciones:
e Que la funcion esté definida en del punto.
e Que exista el limite que define la derivada.

e Que el limite de la derivada sea finito.

Cuando el limite que define la derivada exista pero sea infinito, la funcion no es derivable en ese punto, aunque
se dice que tiene derivada infinita en él, (ver la Seccion 5.1.5, pagina 115).

IVer la Definicién 1.17, pagina 34.
2Ver por ejemplo la derivada de la funcién paramétrica en la Seccion 5.2.7, pagina 124.
3La letra griega delta mayiscula A se suele utilizar en matematicas para definir incrementos o diferencias finitas.
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112 TEMA 5: Derivabilidad

5.1.2. Interpretacién Geométrica de la Derivada
Ecuaciones Basicas de la Recta

Vamos a recordar las ecuaciones mas sencillas? que hay para definir una recta en el plano euclideo.

Y Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos (21,y2) v Z2,y2):
. R Y2 — 41
= = y=nt+-— (z-z1)

To — I r — I X9 — X1
Y1 m
‘y} El valor® m € R se denomina pendiente de la recta, donde® m = tan.

yZam X

" y=ptme-m) —

La pendiente m de una recta indica la inclinacién de la misma con respecto al eje X.
e Sim > 0 La recta es creciente’ y cuanto mayor es m mayor es su angulo de inclinaciéon hacia arriba.
e Sim = 0 La recta es horizontal.

e Sim < 0 La recta es decreciente y cuanto mayor es |m| mayor es su dngulo de inclinacion hacia abajo.

e Si m = £oo la recta es wvertical con ecuacion de la forma x = c.

Y Y 0 Y Y| m=+o0
m> m <0 T

0=+—
— 0
9=0 40 \ <0 2
X X \Q X

5.1.3. Ecuacién de la Recta Tangente

Definicién 5.3. Ecuacion de la Recta Tangente

Sea una funcion f(x) derivable en un punto o de su dominio. Se denomina recta tangente de f(x)
en x( a la ecuacion:

f(x)

f(xo)

4Para un estudio mas detallado, ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la bibliografia, pag. 367.

5La pendiente m también puede tomar el valor de 0o pero en esos casos la recta es vertical y su forma es del tipo = ¢ con
ceR.

SEl dngulo de inclinacién de la recta 6 se puede obtener calculando arctan(m). El valor yo se denomina ordenada en el origen
y corresponde con la ordenada del punto de corte de la recta con el eje Y.

"Ver la definicién de funcién monétona creciente y decreciente en la Secciéon 2.5, pagina 55.
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5.1. Concepto de Derivada 113

Teorema 5.1. Recta Tangente

La ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto zq es la recta que mejor aproxima a la
funcién en un entorno de xg.

Demostraciéon 5.1.

Si f(x) es derivable en 2 = x se tiene:

f'(xo) = lim f@) = fleo) g, f@)=fleo) f'(z0) =0
T—Io Tr — X T—x xr — g
f(@) —| f(xo) = f'(x0)(x — 20) ‘
lim =0
T—T0 T — X
La parte enmarcada corresponde con la ecuacién de la recta tangente a f(x) en z = 0, y(x) =

f(zo) + f'(z0)(x — x0). Como este limite tiende a cero, significa que la funcion f(x) y la recta tangente
y(z) son muy parecidas en las cercanias de x = z.

7

La derivada de una funcién f(z) en un punto x = xg de su dominio, corresponde con la pendiente de la

recta tangente a la grafica de la funcion en el punto (zg, f(xo)), y por tanto nos da una idea de la inclinacion
(crecimiento o decrecimiento) de la funcién en ese punto.

Ejercicio 5.1. Encontrar, en caso de existir, la ecuaciéon de la recta tangente a la funcion:

f(z) =3+ (z —3)3

en el punto x = 5.
La ecuacion de la recta tangente a la funcion en x = 5 (siempre que sea derivable) viene dada por:

y=10)+ [ (6)(z-5)
Calculamos el valor de f’(5) usando la definicién de derivada®:

3+(B5+h—-3)3—-11 —8 + (h® + 6h% + 12h + 8)

0 h = iy h == fm h
2
_ g P H6RH12)
h—0 h
f(x)
Por tanto: y(ﬂf)
\yzf(5)+f’(5)(x—5> =11+4+12(x —5) = —49 + 12z f (o)
X
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114 TEMA 5: Derivabilidad

5.1.4. Derivada Lateral

Definicion 5.4. Derivada Lateral

Sea f: I CR — R definida en al menos un semi-entorno por la derecha o izquierda de un punto xg.

e Se define la derivada por la izquierda de f en zq si existe y es finito el siguiente limite:

h—0— h

e Se define la derivada por la derecha de f en xg si existe y es finito el siguiente limite:

f(zd) = lim f(zo+ h) — f(xo)

h—0+ h

Para que exista el valor de la derivada de una funciéon en un punto f’(zg) es necesario que existan y sean
iguales las dos derivadas laterales en ese punto f'(zg) y f'(xg).

Definicién 5.5. Punto Anguloso

Se dice que una funcién continua en x = z( tiene un punto anguloso en z si existen las dos derivadas
laterales en ese punto pero son distintas.

Ejercicio 5.2. Utilizando la definicion de derivada, calcular la derivada de las siguientes funciones en los
puntos dados.

1 z+1 z<-1
a) f(a:)z; en x=1 b) f(x)={2x+2 z>-1 z=-1

a) Utilizando la definicién de derivada con la variable h se tiene:
1

. fA+h)—f1) . TRl —h . —h . -1
!/ _ — — — _—— —_— | —
F) = Jim h = A Rl TS R R S

Si representamos graficamente la funcion vemos que esta

definida en todo R excepto en x = 0, (en este punto
naturalmente al no estar definida, no es continua ni ‘
derivable). _

En z = 1, donde nos piden calcular la derivada, la funcion
es continua.

b) Nos piden calcular la derivada de una funcion definida a trozos en el punto de corte, por tanto hay
que calcular los dos limites laterales en el punto y ambos deben existir, ser finitos e iguales.
f(=1+h) - f(=1)
h

J(=1) = lim

8Es mas sencillo calcular la derivada usando las reglas de derivacion que se veran en la Seccion 5.2, pagina 119.
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5.1. Concepto de Derivada 115

. f(=14+h)—f(-1) . (-1+h)+1-0 .
At S .
Limites laterales:
. f(=1+h)— f(-1) 2(-14+h)+2-0 .
| =1 = lim 2=|2
T = iz,
El valor de los dos limites laterales existe y es finito pero 4+
son distintos y por tanto: /
No existe el valor de f'(—1) en esta funcion ‘ 2
Si representamos graficamente la funcién vemos que es
continua en todo IR pero en el punto z = —1 donde ‘
calculamos la derivada hay un punto anguloso (esquina), -3 —2 -1 !
lo que hace que los limites laterales que definen la derivada
sean distintos y por tanto no derivable en ese punto. —2-

5.1.5. Derivada Infinita

Definicion 5.6. Derivada Infinita en un Punto

Si f/(z¢) = %00 la funcién no es derivable en ese punto pero se dice que tiene derivada infinita en
Zo-

Hay diferentes casos, algunos de ellos se muestran en la siguiente figura.

£/(0) = +o0 £/(0) = +o0

£1(0) = +o0 £1(0) = —oo

£/(0) = +o0

flx) = e fla) ==z fx) =[xl fl@) = —

(Punto de Retroceso)

Definicion 5.7. Punto de Retroceso

Se dice que una funcion continua en z = xg tiene un punto de retroceso en g si f’(:c(‘)|r ) =400 ¥y
f'(xy) = —o0, o al contrario. Notar que al ser continua en zg, el valor de f(x¢) es finito.

5.1.6. Derivada en un Intervalo

Definicion 5.8. Derivada en un Intervalo

Sea f:I CR — R donde I es un intervalo abierto (a,b) o cerrado [a, b].

e Se dice que f es derivable en un intervalo abierto (a,b) si es derivable en todo punto del
intervalo.

e Se dice que f es derivable en un intervalo cerrado [a,b] si es derivable en todo punto del
intervalo (a,b) y ademas existen las derivas laterales f’'(a™) y f/(b7).
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116 TEMA 5: Derivabilidad

5.1.7. Funcién Derivada

Definicion 5.9. Funcién Derivada

Sea f: I CR — R una funciéon derivable en un intervalo I. Se denomina funcién derivada de f(z) a
la aplicacion®:

fiICR—-R

tal que a cada punto = del intervalo se le asocia el valor de la derivada en ese punto f'(z).

‘A la funcion derivada es comtin denominarla simplemente derivada de la funcion. ‘

Ejercicio 5.3. Encontrar la funcién derivada de las siguientes funciones en su correspondiente dominio.

) f@=2 b f@w=cr o f@=+ & f@=1r e fl)=snz
a) Aplicando la definicién de derivada se tiene:

h—0 h :Alg%) h :i{%ﬁ:

o) = im TEEW—I@ 2= 0

b) Aplicando la definicién de derivada se tiene:

f/(x):hmw:hmm:hmlz

h—0 h h—0 h h—0
c) Aplicando la definicién de derivada se tiene:
(x + h)? — 22 22 + h? + 2hx — 22

_fleth) = f=) .
/ = = = =
fe) = fimy = L

= lim (h + 22) = [2¢]

d) Esta funcion no esté definida en « = 0, por tanto no seré derivable en este punto. Para el resto de
puntos x # 0 se tiene:

: +h) = f@) TR TE . - . -1 1
() = 1 f(“T—Zl z+h T iy — — lim —— — | ——
(@) s h iso h ) xzh(x + h) B0 z(x+h) x?
Por tanto:
=3
! _ —Z X 75 0
ra={ 37 7%
e) Aplicando la definicién de derivada se tiene:
() = lim flx+h)— f(x) ~ lim sen(x + h) —senx ~ lim senzcosh+coswsenh —senz
h—0 h h—0 h h—0 h
g L cosm—1+ sen h ~ fmh cosz — 1 Lo senh
= lim |hsenz——5— + cosw = lim hsenz—-5— Lim cosa =
0(cos z)(— é )=0 1 cos x=cos x

9Ver la Definicién 2.1, pagina 49.
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5.1.8. Derivada de las Funciones Elementales

Utilizando la definicién de derivada de una funcion se puede obtener la siguiente tabla de funciones derivada de
las funciones elementales:

Funcién Derivada Funcién Derivada
1
- (ct - _
c (cte) 0 . o2
T naz" 1 (neR) NG 1
2./z
: z |z
e’ e’ || — = (x #0)
2]
a® a*lna (0<a#1) arcsen 1
V1 — 22
| 1 -1
nw — arccos —_—
a5 V1— 22
1 1 1
og, T Tna arctan 1522
sen T cos T senh x cosh x
Ccos T —senx coshx senh x
2 1 2 1
tanx 1+tan“z = 5 tanh z 1 —tanh”x = o
cos? x cosh” x

La forma de determinar estas féormulas es sencilla utilizando la definicién de derivada como se ha hecho en
el ejercicio Ejercicio 5.3, pagina 116, y como se muestra en el siguiente ejercicio para un par de casos més
complicados.

La forma de calcular las derivadas de las funciones inversas en general y en particular arcsenx, arccosx y
arctan x se explica en el Seccion 5.2.5, pagina 123.

Ejercicio 5.4. Encontrar la funcion derivada de las siguientes funciones en su correspondiente dominio.

a)  f@)=e° b)  f(z)=Ins ¢©) f@=2", neN Q) fz) =l
Q) fo) =
/ . h) — . eth _ g2 T 1s h_]- e‘—1lr~e P h P
o) = g D=L g EEE o L o [
10 4

Notar que la exponencial e” es la tnica funcién que coincide con
su derivada.
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definicién z > 0.

En la siguiente grafica se muestran la funcion Inz y
su funcion derivada, en su correspondiente dominio de

TEMA 5: Derivabilidad

n

— T

x<0 : f’(x):’lliir%)

>0 : f’(x):%ii%

—x <0

@) f@=lel={ 5 75

=nz" ! 4+ limh
h—0

Hoth) = o) _ 4ol _

Una forma de resumir el resultado es la siguiente:

(E

definicién = > 0.

Clases de Caloulo |

En la siguiente grafica se muestran la funcion |z| y

c) flx)=2" , neN
. flet+h)—flx) . (@+h)"—a"
/ o Jae+h)—jz) _ (z+h)" —a
h—0 h
-k $n+nl’n71h+%x”72h2+...+nzhnfl 4R — g
- h1~>InO h
h (nx”fl 4 @x”fzh R nrhh—2 + hn71>
- :

—1
(TL(TLZ)x"—? + . 4+ nzh" 3 4 hn_z) =

Este mismo resultado se puede extender a valores n € RR.

h—0 h—0 h
hlim+|—Z| :hlim+%:1
_ —0 —0
JO+R) = f©O) bl 4
h h—0 h
im = w2
hoo- b hsor b
Jath)—f@) et —la] . wthoa
h = Jimy = = i =
flx) = |z
Bl = = x#£0
% |l‘| 1 : 1
—2 -1 1 2
— 3 ooy el
HOEE

su funcién derivada en su correspondiente dominio de
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5.2. Propiedades de la Derivada 119

5.2. Propiedades de la Derivada

5.2.1. Operaciones Basicas con Funciones Derivables

Teorema 5.2. Operaciones Basicas con Funciones Derivables

Sean f y g dos funciones derivables en un mismo intervalo I de sus dominios. Entonces también son
derivables en I: ¢f (c€R), f+g, fg, f/g (g9 #0), siendo ademas sus funciones derivadas:

o (fo) =f'g+fd

[)' _fla-1d
g 92

. (cf) =cf
« (frg)=ftg : (

Demostraciéon 5.2.

cf(x) — cf (xo) f(z) — f(zo)

o @) = Jlim TE TS < lim S5 T = [ef (wo)
o (@) 4 o0 = tim LE @) = (@) oo o TE@) = Fleo) o) = glro)
T—To Xr — Xo T—To r — X T—To r — X

= | f'(w0) + ¢'(x0)

e [f@g@)] = lim D9 I (@glao)

T—T0 Tr — X

f(@)g(@) |+ (z0)g(x) — f(z0)g(x) | — f(0)g(z0)

= lim =
T—xQ r — X

= tim 1O @) 0y 4 ) 1 S 800 |/ (@0)g o) + f(wo)g(xo) |

T—rTo T — X T—rTo Tr — X

f(x) _ f(zo)
L] -y B

T—To T — X

o 1 f(@)g(zo) | +f(z0)g(20) — f(z0)g(wo) | — f(zo)g(z)

= o520 g(@)g(w0) T — -
_ 1 im f(@) = f(20) ) — lim f(x 9(x) —g(xo)\ _ | ['(®o)g(xo) — f(@0)g'(x0)
— g(x)2 (a;l—mo T — Xo 9(zo) wl—)xo f(@o) T — T ) g(z0)?

Ejemplo 5.1. Operaciones con Derivadas

Se pueden facilmente generalizar las operaciones con derivadas.
elhithat -t fl =f+ft++1;

o (fiforful =fifor-fut+ fifofs- - fnt -+ fifo-- f),

. {ngrh/m]’ _ (gt h/m)(n—p) ~ (fg+ h/m)(n—p)' _ (Fatso+ mta’Ynp (14 ) n' 1)

n—p n—p)? - =
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120 TEMA 5: Derivabilidad

Las reglas de derivacion dadas en el Teorema 5.2, pagina 119 solo son validas en los valores de x donde la

expresion obtenida esta definida. En aquellos puntos donde no esté definida no se puede decir nada sobre el
valor de la derivada y es necesario calcular el limite que define la derivada'”

en ese punto'!.

5.2.2. Derivacién y Continuidad
Teorema 5.3. Derivaciéon y Continuidad

Toda funcién derivable en un punto zg también es continua en dicho punto.

Nota 5.2. El reciproco es falso, ya que no toda funciéon continua en un punto es derivable en el mismo.

Demostraciéon 5.3.

x) — f(z
Si una funcion es derivable entonces el siguiente limite existe y es finito: f'(z¢) = lim M.

z—x0 T — Xg
Para que f(x) sea continua en z, tiene que cumplirse f(zg) = lim f(z). Entonces:
T—rxTo

i 1)~ S = Jim FOT e ) = [ O] b ) =0
f(@o) 0
—  Jim (@)~ fel=0 5 [Jm f@)= lm fe0) = fla

Ejemplo 5.2. Funciones continuas no derivables

Vamos a ver dos ejemplos tipicos de funciones patoldgicas que son continuas en todo su dominio pero no
son derivables en ninguno.

e Funciéon de Weierstrass

flz) = Z 2% cos(3™x)

n=0

e Curva de Koch

Se construye partiendo de una base con un tridngulo (primera grafica) y cada uno de sus cuatro

tramos rectos se anade una nuevas zonas triangulares similares a la original pero més pequenas
(segunda grafica), repitiéndose este proceso sucesivamente de forma infinita.

T

10Ver la Seccién 5.1.1, pagina 111.
HVer el Ejercicio 5.12, pagina 127 un ejemplo de este tipo de casos.
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5.2.3. Derivada de la Funcion Compuesta. Regla de la Cadena

Teorema 5.4. Regla de la Cadena

fiA—-R
Sean {g:B—HR tales que ¢(B) C A, con A, B C RR.

Si g es derivable Vo € By f es derivable Vg(x) € A entonces la funciéon composicion (fog)(x) =
también es derivable, siendo su funcién derivada'?:

[(f o 9)(@)] = {£l9(2)]} = f'lg(@)] g (x) (Regla de la Cadena)

flg(@)]

Demostracion 5.4.

Sea (f o g)(x) = flg(z)]. Llamando Ag = g(x + h) — g(x) con }Linlo Ag =0, se tiene:
—

h—0 h h—0 h
i 9@+ Ag — flg@)] Ag _ . flo(@) + Ag] — flg(@)] g(z +h) —g(@) _
h—0 Ag h  h—s0 Ag h
~ [ 1im flo(=) + AAg; - f[g(w‘)]] [,{ﬂ% gz +h) — g(x)} @)y @)

f'lg(=)] g’ (x)

7

La regla de la cadena se puede generalizar a composiciones de méas de dos funciones. Por ejemplo:

(o fog)(@)] =1 {flg@)} f'lg(=)]g' ()

Ejercicio 5.5. Calcular la funcién derivada de las siguientes funciones compuestas.

a) f(xz) =sen 1 b)  f(z) =log+/cosz

T

a) Aplicando la regla de la cadena, paso a paso, se tiene:
1, BAWARY 1 1 1 1
[sen—]"=(sen'= | (=) =cos| =) |——= | =] ——= cos —
T T T T x? > T

a) En este caso es una composicion de tres funciones, por tanto:

1 1 1
[log\/costZ\/WQ\/(m(—senx)z e —itanx

2cosx

12Ver la Definicion 5.9, pagina 116.
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5.2.4. Derivada de la Funcién Potencial. Derivacion Logaritmica

Vamos a ver como calcular la derivada de funciones potenciales'? del tipo:

Para ello se aplica la denominada derivaciéon logaritmica, que consiste en tomar previamente logaritmos
(neperianos) a ambas partes de la igualdad y aplicar la propiedad del logaritmo de una potencia'?,
posteriormente derivarlas, teniendo en cuenta la regla de la cadena'® y por tltimo despejar la derivada de

la funcion inicial.

h(w) = f(@)?® 5 logh=logf? ; logh=glogf = (logh)' = (glogf)'

h/ , ! !
—=4glogf+9—= = h’=h<g'10gf+g)
h f f

Ejercicio 5.6. Calcular la derivada de la siguiente funcion.

f(z) = [senz)]°¢= ;  ze(0,m)

Aplicamos la derivacion logaritmicas:

1 1 '
f = [senz)]'°8 5 ; log f =log—-log(senz) ; [logf] = {log — - log(sen :c)]
x x
1 1
- f' =2z -log(senz) + log — - o5y fl=1f- [x log(senx) — log(x) - cosm}
f T senx sen x

f'(x) = [senz)]'% = [zlog(sen ) — log(z) cotan(z)]

Ejercicio 5.7. Calcular la derivada de la siguiente funcion.
f@)=logen.,x ; x€(0,m)

En este caso no es necesario aplicar la derivaciéon logaritmica, basta con redefinir la funcién atendiendo al
concepto de logaritmo:
logpz=y <= b ==z = f=logen,x <= (senz) =2z

Tomando logaritmos en esta tltima expresion y despejando se tiene una definicién alternativa de la funcion
dada:

log x
1 S = 1 — —_—
flog(senz) = logx @) = s
Derivamos de forma tradicional la nueva definicién de la funcion:
1 —1 oS T 1 1
f/($> _z og(sena;) Og(‘r) sen x — f/(x) — 5 Og(SQDZC) _ 10g<.’IJ) COtal’l(.’E)
log”(sen x) log”(sen x) x

13Ver la Definicion 2.11, pagina 62.
14Ver la Seccion 2.8.6, pagina 63.
15Ver el Teorema 5.4, pagina 121.
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5.2.5. Derivada de la Funcién Inversa

Teorema 5.5. Derivada de la Funcién Inversa

Sea f : I — R una funcién biyectiva'® con funcién inversa f~'(z). Si f(x) es derivable en un intervalo
I C IR entonces su funcién inversa'” también es derivable, siendo su inversa:

Demostraciéon 5.5.
Llamando y = f~!(x), se tiene:
y=1"") = fly)==2

Derivando ambas partes de la igualdad se tiene:

F@) = (x) FEEEE™ pyy =1 oy =

Teniendo en cuenta que y = f~ () se tiene finalmente:

Ejercicio 5.8. Calcular la funcién derivada de la siguiente funcion.
f(z) = arcsenx

Notar que la funcion arcsen(z) es la funcion inversa de sen(z). Aplicando la formula de la derivada de la
funcién inversa se tiene:

_ ’ 1 , 1 1
[ @) = 1 ()] —  larsena] = sen’[arcsen x] - cos[arcsen x]

Esta expresion se puede simplificar de la siguiente forma, teniendo en cuenta que cosx = /1 — sen? z,

1 1 1
cos(arcsenz) /1 — sen?(arcsenz) @

ya que sen(z) y arcsen(zr) son funciones inversas una de la otra por tanto:

sen(arcsenx) = arcsen(senz) = x

Para calcular la derivada de una funcién inversa, en lugar de memorizar la féormula del Teorema 5.5 suele
ser mejor realizar el procedimiento utilizado en el la demostraciéon de este teorema. Asi para este caso se
tendria:

1 1

— 5 - — . . - ro. y f—1 - o = s — —
y=arcsenz ; seny==x ; (seny) = (z) ; (cosy)y ; y = (arcsen ) cosy — cos(arcsena)

y posteriormente su simplificacion como se ha hecho anteriormente.

16Ver la Definicion 2.5, pagina 52.
17Ver la Definiciéon 2.6, pagina 55.
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5.2.6. Derivada de la Funcién Implicita

En la Definicion 2.19, pagina 67 se explicod el concepto de funcidn implicita definida a través de una ecuacion
del tipo:
F(z,y)=0

Vamos a estudiar ahora la forma de determinar la derivada de este tipo de funciones.

La derivada de una funcion definida de forma implicita, se puede calcular derivando ambos miembros de la
igualdad, siguiendo las reglas de derivacién y teniendo en cuenta:

e La derivada de la variable independiente es la unidad: z’ = 1

e Al derivar la funciones que dependen de la variable dependiente y hay que aplicar la regla de la cadena,
teniendo en cuenta que de forma general y' # 1.

e Una vez derivado, se despeja y' que de forma general sera una funcién que dependa tanto de la variable
independiente & como de la variable dependiente y, ¥’ = f(z,y).

Ejercicio 5.9. Encontrar la derivada de la siguiente funcion y = f(x) definida de forma implicita:
622y + 5y° + 322 = 12 — z%y?
Derivamos ambas partes de la igualdad:
(62%y + 5y + 322) = (12 — 2%9?)" ; 122y + 622y + 1592y + 62 = —2xy® — 222y’

Despejando la derivada 3’ se tiene:

—2zy% — 122y — 62 —2z(y? + 6y + 3)
f= = .Y (622 4+ 15y + 222y £ 0
674 5y + 2%y |G+ I daary | oY) 0T H ISy £

Esta funcion solo es derivable en los puntos (z,y) que no anulan el denominador de esta expresion.

Para encontrar el valor de la derivada en un punto x(, primero hay que resolver la ecuacién que define
la funcion implicita para x = xy obteniendo el correspondiente valor yg y con ambos valores obtener la
derivada en el punto (zg,yo) a través de la formula de la derivada y' = f(z0, yo)-

5.2.7. Derivada de la Funcién Paramétrica

En la Definicion 2.20, pagina 67 se explico el concepto de funcion paramétrica definida a través de una ecuacion
del tipo:

x = x(t)
{y:y(t) tel , ICR

donde z(t) e y(t) son funciones dadas dependientes del pardmetro t.
Vamos a estudiar ahora la forma de determinar la derivada de este tipo de funciones.

La derivada de una funcién definida de forma paramétrica se puede calcular utilizando la notacidn de Leibniz'®,
teniendo en cuenta la siguiente formulas:

d
dy _dydt g _ oy
de dt dv %

donde y] y x} son las derivadas de cada una de las ecuaciones paramétricas con respecto al parametro ¢.

18Ver la Seccién 5.1.1, pagina 111.
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Ejercicio 5.10. Calcular la derivada de la siguiente curva definida de forma parameétrica:
r =1+ 4cost
{ y=—3+2sent » tel0,2m)

Calculamos las derivas de cada una de las ecuaciones paramétricas con respecto al parametro ¢:

dx dy
—_— = —4 M _— = 2
7t sent ; 7t cost

Por tanto:
dy dy/dt _ 2cost 1

dv  dx/dt —4sent 2tant | € [0,2m) = {0,}

La derivada toma un valor infinito (no esta definida) para los valores ¢ = {0, 7}.

Notar que la técnica utilizada aqui sirve para calcular la derivada de una funcion multi-compuesta de la formas:
y=[f(x)| 5 =z=g) ; t=h(m) ; m=klp = |y=F(p

donde se tiene inicialmente una variable y que depende de = y a su vez = depende de t y t depende de m y
finalmente m depende de p, de forma que la variable inicial y depende (indirectamente) de la ultima variable
p a través de una determinada funcién F' mas o menos complicada.

Entonces la derivada de y con respecto a la tultima variable p se puede obtener a través de la regla de la
cadena'® de la siguiente forma:

d_y_dyda: dt dm

dp dx dt dm dp

5.2.8. Derivada de la Funcién en Coordenadas Polares

En la Seccion 2.9.4, pagina 69 se definié una funcion en coordenadas polares de la siguiente formas:

_ /2 2
{x:rcosﬁ rEVaIt Y

y=rsenf

0 = atan2 (y, x)

Vamos a estudiar ahora la forma de determinar la derivada de este tipo de funciones. Teniendo en cuenta lo
realizado en la seccién anterior se tiene:

dy dydd E oy

dx_@%_‘é—fg o

Entonces teniendo en cuenta las relaciones entre las coordenadas cartesianas x e y y las coordenadas polares r
y 0, se tiene:

dy _d(rsent) dr

v = = 7 Sen + 7 cos f1(0)sen + f(0) cos a0)
donde f10) = 5
_dx _ d(rcosf) dr o
{L‘(;—@—T—@COSQ rsenf = f'(0)cos® — f(0)send

Entonces la derivada buscada es:
dy _yo _ f'(0)send + f(0)cosd

de  xp  f'(0)cost — f(0)send

19Ver el Teorema 5.4, pagina 121.
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Dividiendo numerador y denominador por cos(f) se tiene finalmente:

dy _ f(O)+ f'(0)tan6 _ r+r'tand

dr  f'(9) — f(O)tan® 1’ —rtand

Ejercicio 5.11. Calcular la derivada de la siguiente curva definida en coordenadas polares:

r = sen(26)

La representacion grafica de esta funcion se muestra en la siguiente figura.
Estamos interesados en determinar el valor de la derivada de la curva en cada
uno de sus puntos. o5 |

-1 —-0.5 0 0.5 1

Aplicando la féormula anterior se tiene:

dy r+7r'tanf  sen(20) + 2 cos(20) tan 6
dr 1 —rtanf  2cos(20) — sen(26) tan 0

A través de esta expresion podemos conocer la derivada de cualquier punto de la curva en funcion del
dngulo 6. Notar que en determinados puntos el valor de la derivada se hace +oo.

5.3. Derivadas de Orden Superior

Definicién 5.10. Derivada de Orden Superior

Sea f:I C R — R una funcién derivable en el intervalo®® I.

e Se denomina derivada primera o de primer orden a la funcion: [’ : I — R.

e La derivada de f’, si existe, se denomina derivada segunda o de segundo orden y se representa
por alguna de estas formas:

af
dx?

f(x) ; () ; D?[f(2)] ;

e En general, si existen, se define la derivada n-ésima o de orden n como la derivada de la
derivada de orden n — 1, y se representa como:

a*f
dx™

™ (z) ; D"[f(x)] :

La utilizaciéon de comillas en la notacion de las derivadas solo se realiza para derivadas de orden bajo, usando
numeros romanos a partir de la cuarta derivada, de la siguiente forma:

AR LT LT L ST SR

Para ordenes altos se prefiere por simplicidad alguna de las otras formas.

20Ver la Definicién 5.8, pagina 115.
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Se denomina forma diferencial a la notacién de Leibniz?' de las derivadas de orden n:

dy 4’y &’y "y
de = dz2 7 dz3 T dxn

Ejercicio 5.12. Encontrar la derivada de tercer orden de la siguiente funcion definida a trozos:

1
z?sen— x#0
a

flz) =

Aplicamos las reglas de derivacion para encontrar el valor de la primera derivada de la funcion en todos
los puntos = # 0:

2 T

1 1 1 1 1
f’(x):2xsen+x2cos(> ( ):2xsen—cos ;o x#0
T T x

Para el punto x = 0 es necesario utilizar la definicién de derivada®? para determinar si existe o no, y en
caso afirmativo conocer su valor:

oy — o OB = fO) _ hPseng -0 1_
FOP=in = T e T ey =0

Por tanto:

1 1
2xsen— —cos— = #£0

f(@) = v v (5.1)
0 z=0
Calculamos ahora la segunda derivada, volviendo a derivar la primera derivada. Primeramente para valores
x # 0:
1 1 1 1 1 1 2 1 1 1
f'(x) =2sen — +2xcos|(~ || —— | +sen|—) | —— | =|2sen— — —cos— — —sen—| ; z#0
T x x? x x? Tz T a2 x

Calculamos ahora la segunda derivada en « = 0 usando la definicion y derivando f’(x) dada en (5.1):

/ / 1 1
p 1 f(0+h)—f(0)_ ) 2hsenﬁ—cosﬁ—0_ . 1_1 1_
70) = fimg n = n = jim 2sen g, = qoos =3

Como este limite no existe, tampoco existe la segunda derivada de la funcién en z = 0. Encontramos la
tercera derivada de la funcién en todos los puntos = # 0, derivando para ello la expresion de f”(z):

) — 200 (M) (=) 1+ 2 eosd 4 Zaen (D) (1) 4 2 aond - Leos (L) (1) —
f"(x) = 2cos ol e +x2cosx+xsen o Bl e gsen———gcos{— )| -5 ]=

=|—cos—| ; x#0

Como no existe f”/(0) tampoco existe f/(0) ni ninguna otra derivada de orden superior en z = 0.

21Ver la Seccion 5.1.1, pagina 111.
22Ver la Definiciéon 5.1, pagina 111.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |



128 TEMA 5: Derivabilidad

5.3.1. Funciones de Clase D" y C"

Definiciéon 5.11. Funciones de Clase D" y C"

Las funciones se pueden clasificar en base a su derivabilidad de la siguiente forma:
e Clase D"(I,R) : Conjunto de funciones reales n veces derivables en el intervalo I C R.

e Clase C"(I,IR) : Conjunto de funciones reales n veces derivables en el intervalo I C R, siendo
ademaés su derivada n-ésima continua.

De forma general se habla de funciones de Clase C*°(I,R) al conjunto de funciones que son infinitamente
derivables y todas sus derivadas son continuas.

e Las funciones polindmicas, exponencial, seno y coseno son de clase C*° en todo R.

e Las funciones racionales (cociente de polinomios) son de clase C* en todos los puntos donde no se
anula su denominador.

5.3.2. Derivadas de Orden Superior de la Funcién Paramétrica

Dada una funcién en forma paramétrica, hemos visto®® que su primera derivada puede obtenerse como:

{x_x(t) dy _dydt Gy,

— - T d /
y=1y(t) dr  dt dx &L
La forma mas practica de calcular las derivadas sucesivas de una funciéon dada en forma paramétrica es la
siguiente:

dy dydt dy 1 A
/ /
= —_ = = = = = = = t
Y e~ dtde  dt @ z] = V=70
d’y d [dy d (dy\ dt (@)
1 1"
= _ = — — = — — PR = = t
4 dz? dy (dx) dt <d1: dx x} = Y 9(t)
By d [(d?y d (d?y)\ dt J'(t)
S e N B T " _ ph(t
Y dx3  dy (dwz) dt (d:ﬁ) dx x} - Y (t)

Y asi sucesivamente con las derivadas de orden mayor.
Podemos encontrar formulas para calcular las segundas derivadas pero resultan menos practicas al tener que
recordarlas para su uso. Sin embargo tienen bastante interés como aprendizaje del uso de los diferenciales (forma
de Leibniz) en el calculo de derivadas. Vamos a verlas:

e Ecuacién 1 de la segunda derivada de la funcién paramétrica

dy _d (dy\_d (dydt _(dydt)dt dydt |dy (dt\® dy &t

de?  dr \dr) drx \dtde) \dt?2dx)dx dtdz® | dt2 \dz dt dx?
Importante notar que mientras se cumple la siguiente relacion entre las primeras derivadas, no se verifica
con las segundas derivadas:

a1 pero d*t 1 ” 1
o= dx - T2 diZ 7 Bz
dv G dv® & W

e Ecuaciéon 2 de la segunda derivada de la funcién paramétrica

1! 1! "o "/ "ot /i
"=yl = Yoo | Y| g _ Yult I R R
ymaz - yz - / - / -

Ly x Ty t

’ (@) | (&)

23Ver la Seccion 5.2.7, pagina 124.
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Ejercicio 5.13. Encontrar la derivada de segundo orden de la siguiente curva definida en forma
paramétrica:

r=1t—sent
y =1—cost

Lo resolvemos primero de la forma sencilla:

r_dy oy _sent

Y= e x; 1—cost
Py ddy @/ﬂ_dt_cost(l—cost)—sengt 1 _cost—1 -1
dv?  dxdr |dr), dv  dz (1 —cost)? 1—cost (1—cost)3 | (1—cost)?

Utilizando la ecuacién 1:

dt 1 d*  [dt]" [dt]" dt  —sent 1 —sent
N w_ dz

dr ~ 1—cost = da? dx ,dr (l—cost)Ql—cost: (1 —cost)3
d?y APy [ dt 2 dy d%t 1 —sent cost —cos?t —sen?t
— 7 7= — — = (cost)———— +sent = =
dx?  dt? \dx dt dx? (1 —cost)? (1 —cost)3 (1 —cost)3
cost — 1 -1

Utilizando la ecuaciéon 2:

! !

v Yhxy —yiwy,  (cost)(1 —cost) — (sent)(sent) cost —1 -1

e (z})3 (1 = cost)? "~ (1 —cost)® | (1 —cost)?

5.4. Extremos Relativos y Absolutos

5.4.1. Crecimiento y Decrecimiento de una Funcién

Sea una funcion f : I — R derivable en un punto xy € I. Entonces se verifica:

e Si f/(xg) >0 f es creciente en xg = si a<zo<b = f(a) < f(zo) < f(b)
e Si f'(xzg) <0 f es decreciente en z — si a<zo<b = f(a)> f(zo) > f(b)

Nota 5.3. Estas definiciones son en sentido estricto. Si usamos desigualdades > y < se dice que son en sentido amplio.
Demostraciéon 5.6.
Veamos tnicamente el caso creciente, siendo anilogo para el caso decreciente. Si f’(zg) > 0, se tiene:

Flon— tim L@ = Fa)

>0
T—xQ r — X
entonces:
@) = F(@o) >0 enunentornodexzy = [f(x)— f(xo)] v (x— =) tienen el mismo signo.
Tr — X
Por tanto:

i i ig z ;Ei()))>>f]£3(3gg } = [ crece (en sentido estricto) en z = x.
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130 TEMA 5: Derivabilidad

Si f/(xg) >0 Vax €I f es creciente en el intervalo .
Si f'(zo) <0 Vz eI fesdecreciente en el intervalo I.

Si f/(x0) = 0 no podemos asegurar si la funcion crece, decrece o tiene un extremo relativo en x = x.

Asi por ejemplo:

f'(x) ::Lé 2 = f’(O) =0

:I: +
-2 -1 1 2
Sin embargo f(x) = 22 no tiene un extremo relativo en z = 0 y como: 1]
f(=e) < f(0)< fle) = f(x)creceenz =0 -2

5.4.2. Extremos de una Funcién

Definicion 5.12. Extremos Relativos o Locales

Sea f: I CR — R con xg € 1.

e Se dice que f(x) tiene un maximo relativo o local en z si existe un entorno reducido®* E de
xo tal que:

Vee E — f(zo) > f(z)

e Se dice que f(z) tiene un minimo relativo o local en x si existe un entorno reducido E de xg
tal que:

Vee E = | f(xo) < f(x)

A AN NN eV

Maximos Relativos Minimos Relativos

Definicion 5.13. Extremos Absolutos o Globales

Sea f: I CR — R con xg € I.

e Se dice que f(z) tiene un maximo absoluto o global en z si: Vx € I = | f(zo) > f(z)

e Se dice que f(z) tiene un minimo absoluto o global en zp si: Vz € I = | f(z9) < f(x)

Teorema 5.7. Extremos Relativos o de Fermat

Si una funcion f(x) alcanza un extremo relativo en xq y la derivada f'(x¢) existe, entonces f'(xg) = 0.

El reciproco, si f'(xg) = 0 existe un extremo relativo en xq, no siempre es cierto.

24Ver la Definicién 1.17, pagina 34.
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Max Rel  Min Rel Max Rel Min Abs Max Rel Min Rel Max Abs

Figura 5.1: Ejemplo de representacion grafica de extremos relativos y absolutos.

Demostraciéon 5.7.

Supongamos que f(x) tiene un mdzimo relativo en xg (con un minimo relativo seria un razonamiento
analogo), entonces por definicion®®  f(xg) > f(z) en todos los puntos de un determinado entorno de zg.
Por otra parte, si existe f’(xg) se cumple que®® f’(xy) = f'(zg). Entonces:

<0

1@ =560 5oy prom) = g L@ S0

T —Xo T—T) T —Xo
——

six < xo >0

<0

<0

—

f(x) — f(zo) <0 — f@) = lim f(x) — f(z0)
xr — Xo z—xd T — o
——

si x> xg <0

>0

Como ambos valores deben ser iguales, la tinica posibilidad es que f'(xg) = 0.

1. Si el intervalo I es cerrado y xg es uno de sus extremos, el teorema no tiene por qué cumplirse.

e 1z es un min relativo pero f'(x1) #0
e 5 es un max relativo donde f’(x2) # 0 por ser punto interior

e 3 es un min relativo donde f’(x3) # 0 por ser pto interior

e 14 es un max relativo pero f’(x4) # 0

2. La condicion f'(xg) = 0 es necesaria pero no suficiente.

J Por ejemplo f(x) = 2% con f/(x) = 322 se cumple f’(0) = 0 pero

5 en z = 0 (punto interior) no tiene ningin extremo relativo al ser
F creciente.

3. Si la funcién no es derivable en un punto no podemos aplicar este teorema.

Por ejemplo la funcion f(z) = |x| no es derivable en = 0 (punto
interior) tiene un minimo relativo, sin embargo la funcion no es
derivable en ese punto.

25Ver la Definicién 5.12, pagina 130.
26Ver la Seccion 5.1.4, pagina 114.
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5.5. Teoremas del Valor Medio
5.5.1. Teorema del Valor Medio (de Lagrange)

Teorema 5.8. Valor Medio de Lagrange (o de los Incrementos Finitos)

Sea f : [a,b] — R con [a,b] un compacto.
Si f(x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces existe un ¢ € (a,b) tal que:

f(b) — f(a)
b—a

£o) =

Es decir, existe un punto en el interior del intervalo que tiene por pendiente
de su recta tangente®” la misma que tiene la recta que une los puntos (a, f(a))

con (b, £(b)). a < b

Demostracion 5.8.

A partir de f(x) construimos otra funcion ¢ : I — R tal que:

P(x) = f(z) +mz

donde m € R se toma de forma apropiada para que 1(a) = 1 (b), siendo:

f(0) = f(a)

fla)+ma=f(b)+mb = m=-— —

Como (z) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) al definirse a través de f(z), aplicando el teorema
de Rolle®® se tiene:

Je€ (a,b) : ¥ (e)=0 = ¢()=f(c)+m=0 = fl(c)=-m=

1. Pueden existir mas de un punto ¢ que verifique el teorema del valor medio (ver abajo figura A).
2. El teorema también se verifica si se consideran derivadas infinitas®® (figura B).

3. Una forma alternativa de expresar el Teorema del Valor Medio (TVM) es la siguiente, utilizando una
terminologia similar a la definicion de derivada®’ (ver figura C).

fla+h) = f(a)

27Ver la Definiciéon 5.3, pagina 112.
28Ver el Teorema 5.10, pagina 134.
29Ver la Seccion 5.1.5, pagina 115.
30Ver la Definiciéon 5.1, pagina 111.
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Ejercicio 5.14. Calcular el punto z = ¢ que satisface el teorema del valor medio para la siguiente funcién

en el intervalo [0, 1].
flz)=22+22+1

Al ser una funcién polindémica es continua y derivable en R, por tanto cumple las condiciones del TVM
en cualquier intervalo I C R. Por tanto existe un ¢ € [0,1] tal que:

oy JO)—fla) _fA)—f(0) 4-1 _
=== ="=0 ~— 71 3

Como:
. 3-1 1
fllz)=224+2 = 3=2c+2 ; c=—5— = |c=35

Ejercicio 5.15. Hallar los valores de a y b para que la siguiente funciéon f(z) cumpla las condiciones del
teorema del valor medio en [0, 2] y calcular el punto = ¢ que satisface el teorema para ese intervalo.

flz) = 2 +6r+a z<1
) bz +2 z>1

Como f(z) es una funciéon definida a trozos donde cada una de sus partes esta formada por polinomios,
seguro que es una funcion continua y derivable en R — {1}. Para que cumpla las condiciones del teorema
del valor medio, debe ser continua y derivable también en x = 1, por tanto vamos a determinar los valores

de a y b necesarios para ello.
e Continuidad

lim f(z)= lim+ f(x) = lim (2> +6x+a)= lim (bx+2) ; T+a=b+2 = |la=b-5
z—1

z—1— r—1— z—1+t

e Derivabilidad

lim f'(@)= lim f(2) = lm (22+6)= lim b ; =
xT—

z—1— r—1t r—1—

2
Por tanto la funcion debe ser: f(z) = { A br+s <l

8r + 2 r>1
b) — 2)—f(0 18—3 15
Buscamos el punto z = ¢ que verifica el TVM en [0, 2]: f’(c):f() f(a):f() 1) _ = —
b—a 2-0 2 2
o [ 2+6 z<1 15 . 3 3
Entonces: f(x)_{ 3 > 1 — 5 =2c+6 2c_2 — c=1

Aplicacién del Teorema del Valor Medio (TVM)

Si una funcion f(z) cumple las condiciones del TVM en un punto x = ¢ de su dominio, entonces:

F(et) = lim f(x)

r—ct

f(e7) = lim f'(z)

T—rc—

Este teorema asegura la continuidad de la derivada de una funciéon f’(z) en un punto x = ¢ de su dominio.
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134 TEMA 5: Derivabilidad

Demostraciéon 5.9.

Vamos a demostrar el caso por la derecha (+) (la demostracion por la izquierda es analoga).
Como en el intervalo [a,a + h| se puede aplicar el TVM, existe un ¢ € (a,a + h) tal que:

fleth) = flo)

’ T
Fe=im =
B) —
Cuando h — 0% se cumple que ¢ — a* y por tanto: f'(at) = lim M = lim f/(c)

h—0t h c—at

\. J

5.5.2. Teorema de Rolle

Teorema 5.10. Rolle

Sea f : [a,b] CR — R donde [a, b] es un intervalo cerrado y acotado (compacto) y siendo f(x) continua
en [a,b] y derivable en (a,b), entonces:

Si f(a) = f(b) existe al menos un ¢ € (a,b) donde m

f(a)=f(b) r---

Demostracion 5.10.

Como f(z) es continua en [a, b] podemos aplicar el teorema de Weierstrass®! para asegurar que f alcanza
su maximo y minimo absoluto en [a, b]. Podemos diferenciar dos casos:

1. El maximo y minimo absoluto se producen en ambos extremos x = a 'y £ = b (uno en cada uno).
Como f(a) = f(b) la tnica posibilidad es que se trata de una recta horizontal y por tanto
f'(¢) =0 Ve € (a,b), cumpliéndose el teorema de Rolle.

2. Al menos uno (maximo o minimo) se de en un punto interior ¢ = (a, b)

En este caso ¢ es un extremo relativo y como f es derivable en ¢, por el teorema de Fermat®? se
tiene que f’(c) = 0, cumpliéndose también el teorema.

1. Pueden existir mas de un punto ¢ que verifique el teorema de Rolle (ver abajo figura A).

2. Si f(z) no es continua en [a,b] (figura B)) o no es derivable en (a,b) (figura C) no se cumple el
teorema necesariamente

3. El teorema también se verifica si la funcién es continua en (a,b) con algin punto interior no derivable
pero con derivada infinita®® (figura D).

A\
<

31Ver el Teorema 4.4, pagina 105.
32Ver el Teorema 5.7, pagina 130.
33Ver la Seccion 5.1.5, pagina 115.
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5.5. Teoremas del Valor Medio 135

Aplicacion del Teorema de Rolle

Definicion 5.14. Cero de una Funcién

Se dice que un punto zg del dominio de una funciéon es un cero si f(zo) = 0.

Los ceros de una funcion son las raices o soluciones reales de la ecuacion f(z) = 0.

Teorema 5.11.

Entre dos ceros de una funcion derivable en un intervalo existe al menos un cero de su funcion derivada.

Demostracion 5.11.

>

Aplicacion directa del teorema de Rolle en el caso de que f(a) = f(b) =0

Q
(g}
o

Ejercicio 5.16. Determinar el nimero de soluciones reales que tiene la siguiente ecuacion en (—1,0).

208 + 2 +x+1=0

Al ser una ecuaciéon polinémica de grado 3, el teorema fundamental del Algebra®* nos dice que tiene
exactamente 3 soluciones que pueden ser las tres reales o solamente una real y dos imaginarias.
Para estudiarlo consideramos la funcion:

flz) =22 +a2® 4+ +1

que es continua y derivable en todo R. Las soluciones de la ecuacion del enunciado corresponden a los
ceros de f(x). Entonces como la funcion es continua y ademaés:

fO)=1>0 5 f(-1)=-1<0

teniendo en cuenta el teorema de Bolzano®®, sabemos que en el intervalo (—1,0) existe al menos un cero
(solucion real) de la funcion f(z). En el caso de que en este intervalo exista méas de un cero real, la funcion
debe doblar (cambiar de sentido) en algin punto de este intervalo, y por consiguiente por el Teorema 5.11
debe existir al menos algin cero de la funcion derivada f’(z). Calculamos la derivada:

fl(x) =62% + 2z +1
y estudiamos su signo, encontrando primero para ello sus ceros:

L2V

622 +22+1=0
x® + 2x + 19

Como no tiene soluciones reales, el signo de esta funcién no cambia (siempre es positiva o negativa) y por
tanto no tiene ceros, lo que indica por el teorema anterior que la funcién solo tiene un cero en ese intervalo
y por tanto la ecuacion del enunciado solo tiene una raiz real en el intervalo (—1,0).

34Ver el Teorema A.2, pagina 302.
35Ver el Teorema 4.3, pagina 103.
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5.5.3. Teorema del Valor Medio de Cauchy

Teorema 5.12. Valor Medio de Cauchy

Sean dos funciones f, g : [a,b] — R con [a, b] un compacto y siendo f y g continuas en [a,b] y derivables
en (a,b). Entonces existe un ¢ € (a,b) tal que:

g (O ®) — F(@)] = £()lgb) — g(a)]] (e :
g(c) #0 ') _ fb) — f(a bt
¥ { g(a) # g(b) } = 7~ 9b) gl 0] N B "

Nota 5.4. En este caso el punto x = ¢ del teorema no tiene ninguna relevancia geométrica.

Este teorema es una generalizacion del teorema del valor medio de Lagrange®® (TVM) y se puede obtener a
partir de éste tomando como funciéon g(z) = x.

Demostracion 5.12.

A partir de f(z) y g(z) construimos otra funcion ¢ : [a,b] — R tal que: ¢ (x) = hf(x) — kg(z)
eligiendo h y k de forma apropiada para que ¥(a) = (), y por tanto:

M@ = koa) =)~ ka®) WO - S@ =K - g@] = { 290 T

Como (x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) al definirse a través de f(x) y g(z), aplicando el
teorema de Rolle®” se tiene:

dc€(a,b) : P'()=0 = kg'(c)=hf'(c)) = g(Af®) - fla)]=F(c)lg®) - g(a)]

\.

5.6. Regla de L'Hopital

Teorema 5.13. Regla de L’Hopital

Sean dos funciones f,g: I — R donde I es un entorno reducido de = ¢ con g € R o xg = +o0o. Si
fy g son derivable en I con ¢'(x) # 0 Vz € I entonces se verifica:

e Indeterminacién 0

lim f(z)= lim g(z)=0

T—To T—To /
Si y — | lim —((xi ~ fim 2 ,Ez)) "y
T—T 78 T X
Shm 2% _ 4 1R 6 0= 400 28 28
50 (@)
e Indeterminacién x
00
lim f(z) =400 , lim g(z)= 400
T—xTQ Tr—xQ f(m) f/(x)
Si /() — li)m ()—li_{n /():/
Fhim L& 4 teR 6 £=+o0 9 S

a>z0 g'(z)

36Ver el Teorema 5.8, pagina 132.
37Ver el Teorema 5.10, pagina 134.
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5.6. Regla de L’Hopital 137

Demostracion 5.13.

1. Indeterminacion 0

e 20 € R

Si f(z) y g(x) no estan definidas en z( se definen como f(xg) = g(zp) = 0. De esta forma f(x) y
g(z) son continuas Vz € I y por tanto se puede aplicar el TVM de Cauchy® a f y g en el intervalo
(xo,x) si x> xy 6 en el intervalo (x,xo) si z < zo:

f'xo) _ f(x) = f(@o) f@o)=0 f(z) o f@) -
9/@0) g(x) = g(acg) g(mo_):o g(x) = acl—mco g(:v acl—mco g’(c) c—xo ¢ c)

® 1y =100
Suponemos que xg = 400 (con —oo es analogo). Llamando ¢ = 1/x se tiene:

@) o £/

lim ——= =
2 to0 g(x) 1m0+ g(1/1)

Aplicando el TVM de Cauchy:

€O WY V1 BN V1 V1)) (O 110 V15) N ¢ B i) O

% () ~ O g10) T O GOF T ek SR A/0)] s g (/) ehee g(2)

2. Indeterminaciéon —
00

Definimos:
1
Flx)=——=
)= 5@
- se toma un intervalo I donde f y g no se anulan
Gla) =+
T) = ——
f(z)
Entonces:

flz) _1/G) _ Fa)
9(@) _ 1/F@) ~ G)

Aplicandose las demostraciones anteriores a F'(z) y G(x).

!
1. Si no existe lim (@) no se puede decir nada sobre la existencia ni el valor de lim @
T—T0 g’(q;) T—T0 g(x)

2. Laregla de L’Hopital se puede utilizar de forma reiterada si se cumplen las siguientes tres condiciones:

!

e El nuevo limite lim

es una indeterminacion del tipo 0/0 6 oo/oo.
@) po 0/ /

e Las funciones derivadas f'(z) y ¢'(z) deben ser derivables en un entorno de x.

1
e Debe existir el lim f_(:r)
a—=a0 g"(z)
3. En muchos casos al aplicar la regla de L’Hépital se obtiene un limite méas dificil de calcular que
el limite de partida, debido a que las expresiones de las funciones derivadas f'(x) y ¢'(z) son mas
complicadas las originales f(z) y g(x). En estos casos la regla de L’Hépital no es ttil.
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Ejercicio 5.17. Calcular, en caso de ser posible, los siguientes limites de funciones usando la regla de
L’Hopital.

a)  lim log(22% — 1) B In(1 4 z?)
z—1  tan(x — 1) z—=0 T —senx

o lim 22 sen(1/xz) Q) lim z?e* " —log(1 4 z?)
Z—0 sen z—0 tanz — arctanx

a) Aplicando la regla de L’Hoépital se tiene:

4z

2 _
10g(2$ 1) 222—1 _ % _

im 8T T OO0 gy 2T
1 tan(z —1) g 2—1 tan’(z—1)+1

b) Aplicamos la regla de L’Hopital de forma reiterada a este caso:

3z
. In(1+23%) o0 . Tras ) 3z
hm _— = hm —_— = hm 3 =
x>0 x—senr g «—0 x—senx «—0 (1+2°)(1 - cosx)
~——
—1
_ 32 0/0 .. 6x o/0 . 6
=lim — = lim = lim =
=0 1—cosz g 2—0 senz g 2—0 COST

c) Este limite se puede calcular facilmente utilizando infinitésimos equivalentes® de la siguiente forma:

1 2?sen(1/x)

1
im ————~ = lim ( x )(msen)lﬂ@
z—0 sen r x—0 senx x

Sin embargo aplicando la regla de L’Hoépital se tiene:

2 1 2 1 — 1
lim & sen(1/x) 0/0 xsen(l/x) — cos(1/x) _3
z—0 senx Jéa z—0 COST

Notar que el Teorema 5.13, pagina 136 establece que la regla de L’Hopital solo puede aplicarse si
el limite resultante al aplicar las derivadas, existe (pudiéndose ser su valor finito o infinito). Como
en este caso el limite resultante no existe, no es posible la aplicaciéon de la regla de L’Hépital para
resolver el limite.

¢) Aplicando la regla de L’Hopital se tiene:

2 _senz 2 sen T 2 senx _ 2z
i E€ —log(1 4 22) _ oo 2xe +x%e COST — iz 0/0
z—0 tanx — arctan x g x—0 1+ tan?z — ﬁ i

Claramente el nuevo limite tiene la misma indeterminacién pero es mas complicado que el anterior.
Ademés como las funciones derivadas obtenidas son mas complicadas que la funcion inicial, es
evidente que si volvemos a aplicar la regla de L’Hoépital a esta nueva expresion, el nuevo limite
serd todavia méas complicado de calcular, y asi sucesivamente. Por tanto la regla de L’Hopital no es
una técnica valida en la resolucion de este limite.

En el Ejercicio 6.8, pagina 156 se vera una forma efectiva de calcular este limite usando la técnica
de los desarrollos de Taylor®®.

38Ver el Teorema 5.12, pagina 136.
39Ver la Seccion 3.4.4, pagina 92.
40Ver el Teorema 6.1, pagina 147.
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5.6. Regla de L’Hopital 139

5.6.1. Aplicacion de la Regla de L'Hoépital en otras Indeterminaciones

Como hemos visto*! la regla de L’Hépital solo es vélida en las indeterminaciones del tipo 0/0 e co/oco. Otros
tipos de indeterminaciones se pueden transformar en indeterminaciones de estos dos tipos de la siguiente forma:

e Indeterminacién 0 - co

f(z) 0
1/g(x) 0
fl)g(x) = @
g(x 00
/(@) o
e Indeterminacién oo — oo Lgle) — 1 f(x) 0
glx) — T
@ =0 = e o
Otra forma alternativa:
_o(e) = _ 9(1”)] _ [f(x) _ ]
@) = o) = 1(0) [1 - 93] =gt [ 12 -1
Entonces en estos nuevos limites;
lim@#l = lim=+oc0
. g(x)
si
lim ;Eg =1 = Ind 0)oo = Se puede aplicar la técnica anterior

e Indeterminaciones 00, oc® y 1%

lim f(2)9®) = lim e9(®) /(=)

De esta forma la indeterminacion se transforma en alguna del caso anterior. Notar que en el caso 1 si
f(z) = 1 entonces In f(x) ~ f(z) — 1.

En muchos limites complicados la aplicaciéon de estas técnicas generan limites mas complicados todavia, por
lo que no resulta tutil la aplicaciéon de la regla de L’Hopital.

Ejercicio 5.18. Calcular, en caso de ser posible, los siguientes limites de funciones usando la regla de
L’Hopital.

2
a) lim z"logz , (n>0) b) lim (senx)®™™ *
z—07F x—7/2
a)
. 0 . logz ) 1/x ) -1 .o—x"
lim z"logz = lim & 20Lo0 lim # = lim = lim :@
20+ z—0+t " i z=0t —nz~" 1 Lot nzT™ zo0+t N

lim (sen x)tan% S —exp [ lim (tan®x)(logsen x)} = exp [ lim (tan”x)(senx — 1)] =
/2 /2 x—7/2

. senz—1 . senz—1| o/0 .
=exp| lim ————sen“z| =exp| lim ——— = exp| lim
1

cos T ]

z—m/2 COs2x z—m/2 COS2x o z—m/2 —2COS T Sen T

:exp[ lim 1] :

z—7/2 —2sen T

41Ver el Teorema 5.13, pagina 136.
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6.1. Introducciéon: Ajuste de Funciones por Polinomios

Un polinomio® de grado n es una funcion P, (z) de la forma:
n
Pn(z):a0+a1x+a2x2+~~+anx": E a;xt ;3 a; €R
i=0
con las siguientes caracteristicas:
e Son funciones simples.
e Féacilmente derivables e integrables.
e Son de clase? C*, es decir, infinitamente derivables y todas sus funciones derivadas continuas.

Debido a las buenas propiedades de los polinomios, resulta interesante poder aproximar cualquier funcion f(z),
por complicada que sea, mediante polinomios de grado n en un determinado intervalo [a, 5] del dominio de la
funcién. Para encontrar este polinomio debemos conocer los coeficientes ag, ay, etc. que lo define. Una forma
sencilla de obtenerlos seria tomar n + 1 valores cualquiera z; € [, 8] de forma que se cumpla:

B Po(z0) = ag + a120 + a2z + -+ + apz™ = f(x0)
« 2 n
Py(z1) = ap + a1y + agw1” 4 -+ + apay™ = f(x1)

Fs
p

ZTo T T2 to Tp—1 T .
Pn(‘rnr) = ag + 1Ty + a2m722 +- 4+ anIHn = f(xn)

Esto da lugar a un sistema lineal de n + 1 ecuaciones con n + 1 incognitas a;, que al resolverlo se obtiene el
polinomio buscado.

Ejemplo 6.1. Aproximacion polinomica de la funcion f(z) = senx en el intervalo [0, 27].

Vamos a calcular algunos polinomios de diferentes grados n que aproximen a f(x) en el intervalo dado.
Para cada uno de ellos tomamos n + 1 puntos sencillos del intervalo, de formas:

en=0: Py(z)=ap

{mo=m:a=f(m)=sen(r)=0 = {a=0 = Ryx)=0

En este caso corresponde con una recta horizontal que pasa por el punto elegido (0, 0).

en=1: P(z)=ag+ a1z

ro=7%5 1 ag+ary = f(5)=sen(F) =1 4 — 9 9

= { ao s = Pi(z)=2-—x

3 3 3 37 = x m
1=t ag+ a1 = f(3F) =sen(¥f) = -1 ! ™

El resultado corresponde con una recta de pendiente negativa que pasa por los dos puntos escogidos.
en=2: Py(x)=ay+ax+ aa?

20=0 : ap+ a0+ a0 = f(0) =sen(0) =0

) (l():()
r1=15 : ag+arf+ay = f(5)=sen(y) =1 = a; =4/7
ag = —4/m?

Ty =7 i ag+ a1+ a7’ = f(7) = sen(w) = 0

4 4
Py(x) = e ﬁxQ

El resultado corresponde con una parabola que pasa por los tres puntos escogidos.

1Ver la Seccién ??, pagina ?? y la Seccién 2.8.1, pagina 58.
2Ver la Definiciéon 5.11, pagina 128.
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e n=23: P(x)=ao+ax+ ax?® + azx®

20=0 : ap+ a0+ a0+ a30 = f(0) =sen(0) =0

2 3 apg =10
Ty =745 1 ap+ary +ax’y +az’y = f(§) =sen(F) =1 a?—lﬁ/(BTr)
— _ 2
To =T 1 ag+a1m+ axw’ 4+ azm = f(r) =sen(w) =0 22:8/8(4)7;3)
3=
3= 1 ap+ a1 +a2¥ (13—2725T3 = f(%) =sen(¥) = -1

El resultado corresponde con un polinomio cubico que pasa por los cuatro puntos escogidos.

T
— SCIL T
1 — P i
— P
. .. — P
En esta grafica se representa la funcién que — p
queremos aproximar f(z) = senxz (en negro) y los 0
cuatro polinomios obtenidos a través de los ajustes
realizados. Mediante circulos negros se indican los
puntos utilizados en los distintos ajustes. [ |
1 1 1
0 2 4 6

Como vemos, podemos obtener relativamente facil®, resolviendo sistemas lineales de orden n, polinomios que
aproximen, en principio, a cualquier funcién. Pero esto tiene varios problemas:

e Podemos elegir los puntos que queramos del dominio, pero las curvas resultantes ajustaran mejor o peor
en funcién de la eleccion de estos puntos.

e Al aumentar el grado del polinomio aproximante, en principio, aumenta la precision del ajuste. Sin embargo
los polinomios de orden alto (aproximadamente a partir de 10) tienen oscilaciones de amplitud creciente?,
de forma que para orden alto el polinomio aproximante puede no parecerse mucho a la funcién a aproximar.

En la siguiente figura se muestra el polinomio (azul) obtenido al
aproximar una funciéon (rojo) tomando diez puntos (negro) de la
misma. Como vemos el polinomio presenta fuertes oscilaciones en
los extremos que no ajustan bien a la funcién.

En este tema vamos a ver un método para determinar el mejor polinomio de cada grado que ajusta a una
funcién en un entorno de un punto cualquiera del dominio de una funcion.

3Una forma alternativa de obtener una polinomio que aproxima a una determina funcién es mediante la técnica de los minimos
cuadrados. En este caso el polinomio no necesariamente pasara exactamente por los puntos de la funcion, si no que se obtiene el
polinomio de un grado determinado que mejor ajusta a los puntos dados. Ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria"
en la Bibliografia, pag. 367.

4Conocido con el nombre de fenémeno Runge.
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6.2. Aproximacién Polinédmica de Funciones

6.2.1. Recordatorio: Notacién de Landau
Recordamos la notacién de Landau que vimos en la Seccion 3.4.2, pagina 86 y que vamos a utilizar aqui.

Se dice que una funcion f(z) es de orden o pequeria y O grande de otra funcion g(x) si:

e f(z) =o0[g(z)] cuando z - a <= lim LA N f(z) < g(z) cercade z =a

e f(z) =O[g(x)] cuando z - a <~ ;1_% J;Eg =keR = f(z)y g(z) mismo orden cerca de x = a

En este tema estamos sobre todo interesados en la operacién o pequerna. Recordamos® las operaciones con ellas,
(cuando = — a).

e f=o) = tm 1D pa)=o
o o(f) % olf) = olf)

o coolf) = olef) = ol)

e f-olg) =0o(f9g)

e olf)-olg) = o(f9)

< fm=elp) . 970

6.2.2. Aproximacién Polinémica de una Funcién

Sea una funcion f(x) suficientemente derivable en un entorno de un punto x = a. Estamos interesados en
determinar el polinomio de grado n que mejor aproxima a la funcion en las cercanias de zq, es decir en un
entorno E(xg).

e Aproximaciéon Polinémica de Orden Cero

Estamos interesados en encontrar el polinomio de grado cero Py(z) = cg, correspondiente a un valor
constante cg, que mejor aproxima a la funcién en las cercanias de x = a.

f(z) = Py(x) =¢p cuando x — a f(x)

Un polinomio de grado cero Py(x) = ¢g viene representado por una recta ta) o~
horizontal. Como el polinomio que buscamos debe tener el valor de f(a) ar--
en el punto z = a, por tanto la mejor aproximacion en este caso sera:

Po(x)

El error cometido al aproximar la funcion f(x) mediante este Py(z), es decir la diferencia entre uno y otro,
la podemos expresar de la siguiente forma:

f(@) = f(a) +ol(z — a)’] = f(a) + o(1) = lim [f(z) — f(a)] =0

r—a

Por tanto la aproximacion de una funcién en un punto x = a a través de un polinomio de grado cero tiene
un error de orden cero, en las cercanias de dicho punto.

5Ver la Seccién 3.4.2, pagina 87.
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e Aproximacion Polinémica de Orden Uno

Queremos obtener ahora una mejor aproximaciéon y por ello buscamos el polinomio de grado uno
Pi(z) = ¢y + 1z, (correspondiente a una recta), que mejor aproxime a la funcion en las cercanias del
punto & = a. El valor ¢y fue determinado en el caso anterior ¢y = f(a) y como el polinomio debe pasar
por el punto (a, f(a)) dicho polinomio debe tener la forma:

Pi(z) = fla) + a1z —a)

Vamos a buscar el valor del coeficiente ¢; de forma que la aproximacion tenga orden uno, para ello se tiene
que cumplir:

f(@) = fla) —ei(z - a)

= — — 1' =
fl@)=f(a) +ei(z —a) +o[(z —a)] = lim T 0
Simplificando y despejando el valor de ¢; se obtiene:
N (CO (0 BN | L () B
T—a T —a T—a T —a

comprobando que ¢; corresponde con la definicion de derivada® de f(x) en el punto z = a. Y por tanto el
polinomio buscado es:

|Pi(@) = f(a) + f'(@)(@ —a)

f(x)

En este caso el polinomio P;(x) ademéas de pasar por el punto (a, f(a))

como en el caso anterior, vemos que la misma pendiente que la funcion f(a)
en el punto x = a y comprobamos por tanto que corresponde con la
ecuacion de la recta tangente” a la funcién en dicho punto, es decir, la

recta que mejor aproxima a la funcién en las cercanias de dicho punto.

P1(X)

ol------

e Aproximaciéon Polinémica de Orden Dos

Buscamos ahora el polinomio de grado dos Pa(x) que mejor aproxima a f(x) en las cercanias de x = a,
sabiendo que tiene que pasar por el punto (a, f(a)) y tener por primera derivada en = = a el valor de f’(a)
y por tanto debe tener la forma:

Py(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + c2(x — a)”

Aligual que antes, buscamos un coeficiente ¢y de forma que la aproximacion entre el polinomio y la funcion
en las cercanfas de x = a sea de orden dos, y por tanto:

f(x) = f(a) + f'(a)(z — a) + ca(z — a)* + o(z — a)?]
De igual forma que antes, esto significa que:

i S0 @) @ —a) —e—a? )~ f(a) = fa)e — a)

T—a (3; — a)2 T—a (x — a)2

Claramente este limite es una indeterminacion del tipo 0/0 y podemos aplicar la regla de L’Hopital® si f
es dos veces derivable®:

=5 (z —a)?

f@) = fla) = f'la)(x=a) op . fx)=f(a) 1,
o ;13}1 2(z — a) _2f (a)

comprobando que ¢y corresponde con la definicion de derivada de la derivada de f(z) en x = a, es decir
de la derivada segunda f”(a) dividida por 2. Y por tanto el polinomio buscado es:

Pye) = f(@) + £/ (a)x — )5 £ (a) (& — )’

6Ver la Definicién 5.1, pagina 111.

"Ver la Seccién 5.1.3, pagina 112.

8Ver la Seccion 5.6, pagina 136.

9Es decir de clase f € C2, ver la Definicién 5.11, pagina 128.
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En este caso el polinomio Py(x) ademas de pasar por el punto (a, f(a)) y
tener la misma pendiente que la funcién en el punto x = a, tiene la misma
concavidad'® que la funcién en dicho punto y por tanto corresponde con
la parabola que mejor aproxima a la funcion en las cercanias de dicho
punto.

147

e Aproximacion Polindmica de Orden Tres

Si continuamos de forma analoga con este proceso, podemos encontrar que el polinomio de grado tres que

mejor aproxima a f(z) en las cercanfas de x = a es'!:

Ry@) = 1@ + £ @) - )+ T+ L o ap
con un error de orden tres, de forma que:
£o) = (o) + f@) e )+ T w2+ LDy ot — ]

En este caso el polinomio P3(x) corresponde con la funcién cubica
que mejor aproxima a f(z) en las cercanias del punto. Como podemos
apreciar en la figura, en principio, a medida que aumenta el orden de la
aproximacion (y con él el grado del polinomio aproximante), el entorno
de x = a donde la funcién y el polinomio se parecen aumenta de tamano.

El siguiente teorema generaliza los resultados aqui obtenidos a un polinomio de grado n.

6.3. Teorema de Taylor

Teorema 6.1. Desarrollo de Taylor

Sea una funcion f(z) n veces derivable en x = a. Entonces f admite un Desarrollo de Taylor de
orden n en torno a x = a de la siguiente forma:

f(z) = P, o(x) + Ry o) 2 x € E(a,r)
Polinomi Rest

Desarrollo de Taylor

donde:

e P, (z): es un polinomio de orden n denominado Polinomio de Taylor de orden n en torno
a x = a, y viene dado por:

"(a (n)a n (’f)a
Poa(@) = f@) + F@@-a)+ LD g —ap ot L@ g o5 TT@ g

2 !
" k=0

e R, .(z) =o0[(z—a)"] = O[(x — a)"™'] : es el Resto del desarrollo de Taylor, verificando:

R, o(x)

Bna(2) ;=keR

lim —met I
2 (x —a)™ za (z — a)nt

12)

e E(a,r): entorno de centro a y radio r (radio de convergencia'?) donde se verifica el desarrollo de

Taylor de f(z), denominado zona o regién de convergencia.

10Ver la Definicién 7.1, pagina 168.

11E] coeficiente c3 corresponde en este caso con la derivada de la segunda derivada, es decir la derivada tercera, de la funcién en

x = a dividida por 3! = 6.
12Ver la Seccién 9.6.3, pagina 245.
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El polinomio de Taylor de orden n de una funcién en torno a un punto x = a es el polinomio de grado n que
mejor aproxima a la funcién en un determinado entorno de a, teniendo la aproximacién un error de orden n.

Nota 6.1. La estrategia seguida para la determinacion del polinomio de Taylor de una funcién, se basa en encontrar un

polinomio que tenga las mismas caracteristicas'?

que la funcién en un punto (aproximacién puntual), a diferencia de lo realizado

en la Seccién 6.2.2, pagina 145 donde se intentaba que el polinomio resultante pasara por una serie de puntos de la funcién
(aproximacion local). Esta nueva forma de hacerlo evita los problemas que se describieron alli, entre ellas la eleccion de puntos
y las altas oscilaciones. Por contra, el polinomio de Taylor solo aproxima a la funcién en un entorno de un punto, E(a,r),
pudiendo ser esa zona més o menos grande en base a las caracteristicas de la funcion, (ver siguiente seccion).

6.3.1. Resto del Polinomio de Taylor

Definiciéon 6.1. Resto de Lagrange

nombre de resto de Lagrange:

f(n+1 N
(n+1()')( —a)™ {

siz>a
sirx<a

c€ (a,x)

BRna(z) = c€ (z,a)

evalia la funcién'*

El resto corresponde al error cometido al aproximar la funcién mediante su polinomio de Taylor en la
region de convergencia E(a,r). Hay varias formas de expresar el resto, la mas 1til es la conocida con el

donde c¢ es un valor indeterminado comprendido entre el punto del desarrollo a y el valor x donde se

x € E(a,r)

Ejercicio 6.1. Dada la funcion:

f(z) =In(1 + )

/()

2! i)

fl@) =12+ 2)x—-2)+ (z—2)

Particularizamos esta expresion a nuestra funcion f(z):

T

2)* 4+ R3 2

calcular su desarrollo de Taylor de orden 3 en torno al punto = 2 y encontrar una expresion del error.

El desarrollo de Taylor de tercer orden en torno al punto z = 2 de una funcién viene dada por:

()

13Valor de la funcién y de las derivadas n-ésimas en dicho punto.

e fz)=In(l+2z) = f(2)=In(1+2)=1In3
o) = / 1
cf@=1 = F@=5 N
won 1 vy 1 f (@) :
111 _ 2 111 2
- N 1 9 2 3 2! 4 c€(2,x)
f(fl’)—Pg’Q(.T)"‘Rg_’Q(tL)—1n3+§(x72)7ﬁ(£€72) +ﬁ( —2)°— T )44!( 2) ce(z,2)
6 .
En la siguiente grafica se muestra la funcion f(z) junto con el polinomio
de Taylor Ps2(x) en torno al punto de desarrollo x = 2 y el resto 47 Py () Ry.2(z)
correspondiente Rj3o(x), que determina el error cometido al usar el o]
polinomio en lugar de la funcién en un punto determinado x. ()
Notar que el valor ¢ € (2,7) es desconocido'® y como mucho se puede 1 ; ;
estimar cual puede ser su valor maximo'S. 2 5 10
—2 1

14 Tener en cuenta que el polinomio de Taylor siempre es exacto (error cero) en el punto de desarrollo = = a.
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6.3.2. Desarrollo de McLaurin

Definicion 6.2. Desarrollo de McLaurin

Al desarrollo de Taylor de una funcién en torno al punto z = 0 se le denomina Desarrollo de
McLaurin.

Vamos a ver los polinomios de McLaurin de algunas funciones elementales'”:

1 2 n .- n
n=0
2 n €9 n
e _q1, . T N
e R AR = D D= veR
n=0
:172 1’4 x2n o0 . x2n
ocos:z:zl—§+E—|—~"+ﬁ+-~-=7§(—l) @n)! zeR
23 2P p2n+l o p2ntl
-y - — 4+ . 4= ) 2 e — cR
T IR Gy i HZ:O( " .

6.3.3. Desarrollo de Taylor de un Polinomio

El desarrollo de Taylor de orden mayor o igual que n de un polinomio de grado n corresponde con el mismo
polinomio, reorganizado en potencias de (x — a) donde a el el punto de desarrollo.

Ejercicio 6.2. Encontrar los polinomios de Taylor de orden 2 y 5 de la siguiente funciéon en torno al
punto x = —1.
fx)=a*+223 +32°+2 -5

La funcion f(z) se trata de un polinomio de grado 4, por tanto sus desarrollos de Taylor de orden mayor
o igual que 4 en torno a cualquier punto corresponden con el mismo polinomio pero reorganizado en
potencias distintas. Vamos a calcular los polinomios de Taylor pedidos:

f'(=1)

Proy = f(=1) + ['(=D)(@+ 1) + —;

(z+1)*

P = 10+ £+ T @ L gy S e SOy

Calculamos cada uno de estos valores:
e flx)=a*+203+322 +2-5 = f(-1)=-4
o f'(z) =42+ 62> +62+1 = f'(-1)=-3
o f'(x)=1222 +120+6 = f’(-1)=6
o f(z)=24z+12 = [f"(-1)=-12
o fP(z)=24 = fi(-1)=24

o fUa)=0 = f(-1)=0

15Cuando el polinomio de Taylor P3 2(x) se evalte por ejemplo en « = 5 el valor estard comprendido en el intervalo ¢ € (2,5).

16Ver la Seccion 6.4, pagina 152.

7Los polinomios de Taylor de orden infinito, como los que se muestran aqui, se denominan series de Taylor (McLaurin) y se
veran en la Seccion 9.6, pagina 242.
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Notar que al ser un polinomio de grado 4, todas las derivadas de orden mayor que 4 va a ser siempre cero.
El resultado pedido es:

‘ Py 1(z)=-4-3(x+1)+3(x+1)> ‘

Py 1(z) = —4—3(m+1) +3(+1)? =22+ 1) + (2 + 1)*

Notar que los tres primeros términos de ambos polinomios de Taylor coinciden. Ademas, todos los
polinomios de orden mayor que 4 seran iguales al polinomio de Taylor de orden 4, siendo todos estos
polinomios exactamente iguales a la funcién dada pero reordenada de forma distinta. Es decir que
si desarrollamos las potencias del polinomio de Taylor de orden 5 obtenido se obtiene f(z), como se
comprueba a continuacion:

Ps_1(z) = —4-3@+1)+3@x+1)2-2(x+1)3+2(z+1)*

= —4-3@x+1)+3@>+1+22) -2+ 322 + 3z +1) + (2* +42% + 62% + 42 + 1)

= —5+x+32%+22° +2*

= f(=)

5
\f(ﬂﬂ) /Pz,—l(x)

En la siguiente grafica se muestra la funcion f(x) junto con los \ ; ; ; ;
polinomios de Taylor P> _1(z) y P5 _1(z) en torno al punto de =2\ -1 / 1 2 3
desarrollo = —1 (punto verde). Podemos comprobar como el ‘ Ps _1(z)
P5; _1(z) y f(x) coinciden, al ser la misma funcion.

—10 *+

6.3.4. Operaciones con Desarrollos de Taylor

Para obtener el desarrollo de Taylor de una funcion f(z) se puede hacer de dos formas:
e Obtener las correspondientes derivadas de la funcién, como hemos hecho en los casos anteriores.

e Conocidos los desarrollos de Taylor de las distintas funciones elementales de las que esta formada f(z),
del orden y en punto apropiado, se puede operar con ellos para obtener el desarrollo de Taylor requerido.

Vamos a ver las propiedades para poder operar con los desarrollos de Taylor. Sea una funcién F(z) de la cual
queremos obtener su desarrollo de Taylor de orden n en torno a un punto z = a. Si F(x) estda formada por
distintas operaciones de dos funciones mas sencillas f(z) y g(x) cuyos desarrollos de Taylor de orden n en torno
al punto x = a son:

f@)=p@)+ollx—a)"] ; g(r)=q)+o[(z—a)"]

Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

L af+Bg=ap+pBgtol(x—a)’] , Va,BeR

2. f-g=p-q+ollx—a)"]

3. f_» +o[(z — a)"]
g q
4. fog=poq+o[(z—a)"] Nota: en este caso se desarrolla g(z) en x =a 'y f(y) en y = g(a).

5. 1 =1/ +ol(e )]

[ 1= [prol@—ayy
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Ejercicio 6.3. Determinar el desarrollo de McLaurin de orden 5 de la siguiente funcion.
f(z) = cos(z + z?)

Teniendo en cuenta el desarrollo de McLaurin de la funcién coseno'®:

> 2n 2 4 6 x2n

n X _ x x x
COS:c:Z(_l) (Zn)! ,1_§+I_a+...+(2n)!+...

n=0

y recordando que el desarrollo de McLaurin de un polinomio corresponde con el mismo polinomio se tiene,
por la propiedad 4 de las operaciones con desarrollos de Taylor'?:

1 1 1 1
cos(z41?) = 1— = (z+22) 2+ = (z+2?) 40(z°) = 1—= (2®+223+2h) + — (2 +42° +62°+427+2%) +o(2°) =

2! 4! 2 24
2 11 | 2 11 g
:1—%—$3—ﬂCLA—l—%+ﬂ(6$6+4$7+$8)+0(1‘5) =1- %—x?’—ﬂx‘l—&—%—&—o(gf)
o(x5)

Podemos comprobar este resultado calculando su desarrollo de forma tradicional:

L L) SO O 1)

5
9! 3! Al v o)

f(x) = £(0) + f(0)

o f(z) =cos(z+2®) = |f(0)=1
o f/(z)=—(1+2z)sen(z+2?) == |f(0)=0
o f'(z) =—2sen(z +2?) — (1+22)%cos(z +22) = |f"(0)=—1
o f"(x) = —2(1+2x)cos(z + x%) — 4(1 + 22) cos(z + 22) + (1 + 22)* sen(z + 2?) =
= —6(1 +2z)cos(x + x?) + (1 +2z)3sen(z +2°) = | f"(0)=—6
o f(x) = —12cos(x + 2?) + 6(1 + 2x)? sen(x + ) + 6(1 + 2x)* sen(x + 2?) + (1 + 2z)* cos(x + 27) =
= —12cos(z + %) + 12(1 + 2x)%sen(x + 22) + (1 + 2z)* cos(x + 2?) = m
o fU(z) =12(1 + 2x) sen(x + x2) + 48(1 + 22) sen(x + 2?) + 12(1 + 22)3 cos(x + x2)+
+8(1 + 22)3 cos(z + %) — (1 + 22)° sen(z + 2?) =
= 60(1 + 2z) sen(z + 2°) 4+ 20(1 + 2z) cos(z + 2°) — (1 + 2z)°sen(z + 2®) = | f¥(0) =20

Por tanto:

6 11 20 2 11 5
22— a3 — ot 2’ 4 o(a®) = -z fx3f—x4+x—+o(:r5)

1
2
—1--
cos(x +27) 2 6 24 120 2 24 6

Obteniendo el mismo resultado anterior. Notar que para esta funcién el trabajo necesario para el calculo
del desarrollo es significativamente menor, si conocemos los desarrollos de McLaurin de las funciones
elementales correspondientes.

18Ver la Seccion 6.3.2, pagina 149.
19Ver la Seccién 6.3.4, pagina 150.
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152 TEMA 6: Desarrollos de Taylor

Ejercicio 6.4. Determinar el desarrollo de McLaurin de orden 3 de la siguiente funcion.

__sen(x) cos(x)

f@) = fw) = TR
Teniendo en cuenta los desarrollos de McLaurin de las funciones seno, coseno y exponencial:
0 p2ntl 23 2P 2+l
- 1" —r— 4 4.
* sene ;( s T R T B T
- z?" 2?2zt af 2n
= 1" =14 = ..
® CcosSx nz:%( ) 2n)! o1 + m ol +---+ (2n)! +
. o0 " B T .’£2 n
e =) =l b bt
n=0
Se tiene:
3 2
x 3 r 3 x3 2 2
sen(x) cos(x) <$ 30 +o(z )) (1 o T o(z )> T o - 53:3 + o(z?) B T — gx?’ + o(z?)
ot = T 22 3 R - 22 3 o 22 25 .
Tt g+ 5 + 57 Hol) Lot o+ to@®)  T+a+ o+ +o)

donde al operar nos hemos quedado con el resultado de los monomios hasta orden 3, despreciando el resto
(ya que se encuentran representados en el término o(x?)). Dividiendo estos dos polinomios se tiene:

23584006 ok | 1+x+ 125+ 16X+ o(x)
X - X2 - 1/2 x3C 16 x* + o(x") X - X% - 1/6 x° + 0(x°)

-x7- 716 3 + o(x®)
+2+ 3+ o(xh)

Por tanto finalmente:

sen(z) cos(x) 5

6.4. Acotacion del Resto

Como hemos visto?” el error que se comete al usar el polinomio de Taylor de una funcién en un punto x = b
(punto de evaluacion) distinto del punto de desarrollo z = a, se puede estimar a través del resto de Lagrange?*,
donde aparece una valor ¢ € (a,b) desconocido. Desde un punto de vista practico lo que se hace para acotar el
error cometido al usar el polinomio de Taylor es maximizar®? (en valor absoluto) el valor del resto de Lagrange
en el intervalo (a, b).

" (n) (n+1)
o) = @)+ @ =)+ Ll ap e L0 T
Rn,w(c)
(n+1)
Error(z) = Ry, 4(c) = Error Max = ‘O;nixl)'(r — gyt

20Ver la Seccion 6.3.1, pagina 148.

21Ver la Definiciéon 6.1, pagina 148.

22La acotacién se hace buscando un valor maximo del error e de forma que el valor real de la funcién sera f € (p—e,p+e) donde
p es el valor de la aproximacién por Taylor.
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6.4. Acotaciéon del Resto 153

Yy
n+1) (..
donde: (n+)) oo TARRIC)
S = max [/ ()] v e (a,0)

La acotacion del resto ademés de maximizar el error cometido, permite determinar el niimero de términos que
necesitamos de un desarrollo de Taylor (es decir el orden del desarrollo) para obtener una precision dada en
la aproximacion.

Ejercicio 6.5. Dada la siguiente funcion:

f(z) = In <1+1:>

1—2
a) Encontrar el polinomio de Taylor de f(x) de orden 3 en torno al punto z = 0.
b) Usando el resultado obtenido en a) aproximar el valor de In(2).
c¢) Usando el resto de Lagrange, acotar el error de la aproximacion obtenida en b).
)

d) Comprobar la validez del apartado c¢) determinando el error real cometido en el apartado b).

a) Pyo = f(0) + f'(0)z + fﬂz(!O) =+ f/;?)) v
. f(a:):ln(ii_i) = f(0)=In(1)=0
oy =7 l-zx+(14+z) 2 (0) =
« S =1 1_of 1-22 = f(0)=2
” 4x "
@ =gz — [O=0
/// 41— 22)2 +1622(1 — 2%) 44 1222 m
o () = ( 21+x2)4( ):(1+$2)3 — o

4 2
Pso(z) =2z + 5(.’173 =2+ §$3

b) Primero determinamos el valor de = necesario para obtener In(2) a través de f(x).

1 1
T _9 . 1te=2-2 ; 3r=1 = a=.
1—=x 3
Por tanto:
1 21 |56
In(2) ~ P30(1/3) =2- + -~ — = — ~0.69135
n(2) ~ Pyo(1/3) = 25 + 352 = | o7 ~ 0.6913580
c) _
1,’L)C
Rg,o(x)sz()x‘* . c€e(0,1/3)
() = 24x(1 — %)% — (44 120%)3(1 — 2?)2(—2x) 48 + 48z°

(1 —z2)6 (1 —a2)

v 3
max }
4! 3
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El error maximo de la aproximaciéon sera:

Error max =




154 TEMA 6: Desarrollos de Taylor

Tenemos que encontrar el valor maximo de f®(z) en el intervalo (0,3). Claramente esta funcién es
creciente en (0,1) y por tanto:

o i _ 48+48(1/3)% 3645
max = J (1/3) = (1—(1/3)2)* T 198

v 1 3

4! (3)

d) Con una calculadora hallamos el valor de In(2) y con él determinamos el error real de la aproximacion
calculada en el apartado b):

~ 28.5

Entonces:

- | &~ — -2
57| <004 =410

Error max =

3 ’28.5 1

In(2) = 0.693147... —>  Error = [0.6913580 — 0.693147...| = 0.001789... ~ 2 x 1073

que como vemos es menor que el maximo error calculado en ¢) que era 4 x 1072,

Ejercicio 6.6. Encontrar el orden del polinomio de McLaurin de la funcion In(1 + ) que tenemos que
usar para aproximar el valor de In(2) con un error inferior a 1076.

Determinamos el polinomio de Taylor en torno a 1 origen de la funcion:

" " (n)
Poo= f(0)+ f(0)z + fz(lo):ﬂ 41 350):53 P n!(o)a:”

o f(z)=In(1+2z) = f(0)=In(1)=0

@)= =00 = fO)=1

o f'a)=-(1+2)? = [f'(0)=-1

o« @) =2142)F = f(0)=2

o f(z)=-6(1+2)"" = f"(0)=-6

o fM(@)= ()" -1 +2)" = f0) = (~1)" (n-1)!
Sabemos que el error del polinomio viene dado por el resto:

_ f(n+1) (C) n _ 1 n -n—1,n __ (71)n+2 _ (71)n

R, o(z) = mx +1 _ CE] (=)™ "2 (n))(1 +¢) lgn = mED)( T~ )+

Cuando evaluamos el polinomio en = 1 (para obtener In(2)) entonces ¢ € (0, 1). El valor maximo de este
error en ese intervalo esta claro que sera para ¢ = 0, por tanto:

—u" |1
(n+1)(1+0)"*t|  n+1

Error max =

Entonces queremos encontrar el orden n que haga que el error maximo sea menor que 10~% y por tanto:

1

Por tanto al menos tenemos que tomar un millén de términos del desarrollo de esta funcién para aproximar
con la precision pedida el valor de In(2).

Como conclusion, en este caso, podemos afirmar que no es practico el usar esta funcién para estimar una
valor adecuado de In(2).

n+1
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6.4. Acotaciéon del Resto

Ejercicio 6.7. Se quiere obtener un valor aproximado de la siguiente integral definida?>:

1/2
/ cos(z?) d
0

a través de polinomios de Taylor.

Usando el desarrollo de McLaurin de la funcién cos(z), calcular el desarrollo de McLaurin de cos(z?).
Determinar el desarrollo de McLaurin de la funcién:

Usando el resultado del apartado b) encontrar un valor aproximado de la integral definida con un
error inferior a 1076,

Sabemos?* que el desarrollo de McLaurin de la funcién coseno es:
o0 L2 e B
cosx:nzz:o(—l) (2n)!:1_§+ﬂ_a+”
y teniendo en cuenta las operaciones entre desarrollos de Taylor se tiene:
o 2\2n 0 an 4 8 12
2 n (27) n T e a w
=5 (-1 =3 (-1 =1- 4= =
cos(z”) nz:%( " G nz:%( )" G DT T

Teniendo en cuenta las operaciones entre desarrollos de Taylor se tiene:

x x 4 8 12 5 9 13
B N g zt 2z B T x x B
f($)*/0 COS(QC)dx—/O (12!+4!6!+"'>dmfﬂ5. .+ 30 ce=

oo
$4n+1

(4n + 1)(2n)!

Para encontrar el valor de la integral deseada, basta con evaluar el desarrollo obtenido en b) en el
punto x = 1/2. Se trata de una serie infinita convergente para valores x € (0, 1), por tanto vamos a
determinar los primeros valores hasta encontrar uno que sea menor que el error pedido 1076.

i( 1y (1/2)+ 1 1 N 1 1
(4n+1)(2n)! 2 20 110592 76677120
n=0 N~~~ ~— —— ——
5x10—1 3x10—3 9%x10—6 1x10-8<10-6

274757 ~,
274757 ~40.496884

Por tanto:

1/2
/ cos(z?) da ~ 0.496884
0

155

23Ver la Definicién 10.1, pagina 252.
24Ver la Seccion 6.3.2, pagina 149.
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156 TEMA 6: Desarrollos de Taylor

6.5. Aplicaciéon de los Desarrollos de Taylor en el Calculo de Limites de
Funciones

Los desarrollos de Taylor representan una herramienta de calculo muy efectiva en la determinacion del valor
de algunos limites de funciones. Sin embargo debido al elevado ntimero de operaciones que en general es
necesario realizar, se suele utilizar como ultima opcioén, prefiriéndose siempre que sea posible otros métodos
como L’Hépital y/o infinitésimos equivalentes.

Los desarrollos de Taylor se pueden utilizar, en principio, para la resoluciéon de limites con todo tipo de
indeterminaciones.

T—a 0 oo

Para poder aplicar este método es necesario que?® ¢ € R. También algunos limites?® donde a = Fo0c se pueden
resolver a través de desarrollos de Taylor, pero en este caso serda necesario hacer previamente un cambio de
variable de la siguiente forma:

lim F(z) = {0 ﬁ, 000, 00— 00, 1°°,0°, ooo}

26

1
t=—
. _ x S H
N P = =l £/
r— oo = t—0

Vamos a ver cémo aplicar este método en algunas indeterminaciones.

6.5.1. Indeterminacién 0/0

(&%
p=qg = |2
B

lim M = lim e — )p—&—z[(aj—zgp} = lim g(m—a)p_q = p>q = @

«
p<q — sign<ﬁ>oo

Ejercicio 6.8. Calcular los siguientes limites:

a) lim sen[tan(z)] - arctan(z? + z) b)  lim 22507 _log(1 + 22)
z—0 esen(z?) — cos(x) 20 tanz — arctan x

a) Claramente este limite genera una indeterminacion del tipo 0/0:

. _ 2
lim sen[tan(z)] — arctan(z® +x) 0 _9

@0 esen(#?) — cos(z) 0

En este caso no se puede utilizar infinitésimos equivalentes, ya que no se cumple el principio de
sustitucidn (ver el Teorema 8.5, pagina 221), ya que los términos estan restando y no multiplicando
o dividiendo. Podemos intentar usar la regla de L’Hoépital, pero a primera vista no parece que sea
1atil en este caso. Lo probamos:

senftan(z)] — arctan(z® + ) o0/0 cos(tan(z)][1 + tan®(z)] — % _ 0,

li =
250 esen(@?) — cos(z) i =0 2z cos(z2)esen(=?) + sen(x) 0

Vuelve a dar la misma indeterminacién con una expresiéon méas complicada que la original y no tiene
pinta que podamos simplificar las expresiones volviendo a derivar. Este es un ejemplo tipico donde
es necesario utilizar los desarrollos de Taylor para poder resolver el limite.

25Notar que los desarrollos de Taylor de funciones solo se pueden realizar en torno a un punto finito.
26Gera necesario que las series de Taylor (ver la Seccion 9.6, pagina 242) de las funciones involucradas converjan en todo R.
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6.5. Aplicacion de los Desarrollos de Taylor en el Célculo de Limites de Funciones 157

Para ello tenemos que calcular los desarrollos de McLaurin (al ser un limite que tiende a cero)
de las funciones del numerador y del denominador. Podemos hacerlo directamente (calculando sus
derivadas) o mejor, a través de los desarrollos de McLaurin de las funciones elementales de las que
estan formados y posteriormente obteniendo con ellos los desarrollos de funciones mas complicadas.

Por ejemplo los vamos a calcular hasta tercer orden, si no fuera suficiente pues los calculariamos a
cuarto orden, quinto, etc.

Notar que el orden necesario de los desarrollos sera aquel que nos permita tener al menos un término
no nulo tanto en el numerador como en el denominador. Como la indeterminacion es del tipo 0/0,
eso es debido a que se van a anular, en los 6rdenes bajos, los primeros términos de los desarrollos
del numerador y denominador y estamos interesados en el primer término de cada uno de ellos que
no sea nulo.

Empezamos con los desarrollos (recordar que el polinomio de McLaurin de un polinomio es el propio
polinomio):

e sen(z) =x — %xs + o(z?)

13

e tan(z) =z + 3% + o(az®)

- lx?’ +o(z®) =z + 131:3 + o(z?)

e senftan(x)] = (z + 1973 +o(z®)) — 1[a: + 1373 +o0(2®)]? =z + %m 6 6

3 6 3

e arctan(z) =z — 1953 + o(z®)

3
e arctan(z® + z) = (z° 4+ z) — %(mZ +2)* +o(z®) =z +2° — é:cg + o(z®)
e senftan(z)] — arctan(z® 4+ z) = —z° + 1:03 + o(z®)

2
@ 1o 13 3
o c :1+w+§m +6m +o(z”)
o sen(z®) = 2% + o(2?)
° escn(zz) _ 1+.’I}2+0($3)

e cos(z)=1-— %IQ + o(z®)

esen(zz) _ COS(JJ) _ %1}2 + O(xS)

Por tanto, sustituyendo estos valores en el limite se tiene:

sen[tan(z)] — arctan(x? + x) x4 3% +o(z?) — [z + 2% — 1% + o(2?)]

li =1 =
fere esen(@®) — cos(z) et 322 + o(29)
— lim —a? + 0(12) o 7%
z—0 %xg + o(x3) 3

Notar que de esta forma hemos transformado un limite de funciones complicadas en un sencillo limite
de cociente de polinomios (ver la Seccion 8.10.6, pagina 209).

Notar también como el tercer orden en los desarrollos ha sido suficiente al tener un término en el
numerador (—z?) y otro en el denominador (3/2x2).

Este valor se puede confirmar de forma gréfica, dibujando (\ /\
la funcion y observando el valor que toma para x = 0, oL |
teniendo en cuenta que —2/3 ~ —0.66. \
-0.5
N
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158 TEMA 6: Desarrollos de Taylor

b) Como se ha visto en el Ejercicio 5.17, pagina 138 este limite tiene una indeterminacion del tipo 0/0
y no puede resolverse utilizando la regla de L’Hépital. Vamos a utilizar los siguientes desarrollos de
McLaurin para su célculo:

1 1
o & =14z+4 -2°+ Za° + o(z”)
2 6

1
e sen(z) =x — 69:3 + o(z®)

° escn(z) — 1+{17+ %IBQ +0(,’.E3)

log(1 + %) = 2* + o(z®)

tan(z) =z + %m?’ + o(z®)

e arctan(z) =z — %m?’ + o(z®)

Por tanto, sustituyendo estos valores en el limite se tiene:

. x?e*n —log(1 + 2?) 2 l+ax+ %xz +o(2®)] — [2% + o(2?)] . 23+ o(x?) 3
lim = lim T T = lim g———2 =2
r—0  tanx — arctanx =0 [z + §x3 +o(z3)] — [z — §x3 +o(z3)] =0 §x3 + o(z3) 2

3
25
N
2 \
Este valor también se puede confirmar de forma grafica, 15 \
dibujando la funcion y observando el valor que toma para !
2 = 0, teniendo en cuenta que 3/2 = 1.5. 0>
0
0.5 \\
1 \

6.5.2. Indeterminacién oco/oo

Hay dos formas de resolver este tipo de indeterminaciones:

e Desarrollar las funciones en potencias negativas®’.

i = lim & Na-p
5 9(z) =% Bz —a)=7+ o[(z — a)™1] x—)aﬂ(x ™ ¢>p = [0

q<p = sign(%)oo

o Transformar la indeterminacién co/oo en 0/0 y aplicar entonces el método de la seccion anterior.

_1_
lim 18 L0y Dy, RE) i, 2
z—a g(x) r—a —— z—a m(x) 0

2"Notar que estos desarrollos con potencias negativas no son series de Taylor y entran en una categoria mas general denominadas
series de Laurent. Ver por ejemplo "Clases de Ampliaciéon de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367.
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Ejercicio 6.9. Calcular el siguiente limite.

. (arctanz)~! + 1
lim
-0 (arcsenz)~! + cosx

Como arcsen(0) = arctan(0) = 0 claramente este limite tiene una indeterminacion del tipo oco/oc:

tanz) !t + L
lim (arctanz) ™" + 4 _®

z—0 (arcsenz)~! +cosz oo

Vamos a resolverlo de las dos formas descritas.

e Desarrollo en potencias negativas.
Teniendo en cuenta los desarrollos de McLaurin de las funciones involucradas:
o cos(z) =1 — 22 + o(x?)

1

o arctan(z) =z — §x3 + o(z?)
1

e arcsen(z) =z + 6373 + o(z?)

Calculamos los desarrollos de las inversas de las funciones arcotangente y arcoseno mediante divisién
de polinomios:

X - 1/3 x3 + o(x%) X + 1/6 x% + o(x%)
1+ 1/3 X2+ 0(x3) 1ix +o(1/x) 1+1/6 X2+ 0(?) 1/x + o(1/x)

1/3 x? + o(x?) 1/6 x2 + o(x?)

Notar que o(1/x) indica que el resto de términos son de orden menor que el infinito 1/z cuando
x — 0. Por tanto:

arctanz) 1+ 1 Lyolyyt 2.4,
Jim ( : = lm 5 T )tz im 9107():
M Tarcsena) 1 Feosa £ Tro(h) 11— a2+ o) 4% 14 o(d)

8 =|8 |~

e Desarrollo en potencias positivas.

Reordenando las funciones transformamos la indeterminacion de co/oco a 0/0:

—14 1
(arctanz)™" + 5 (x + arctan z) arcsen x _ 0 2

@—0 (arcsenz)~! +cosx 20 (1+ cos(x)arcsen(z))rarctanz 0

Teniendo en cuenta los desarrollos de McLaurin anteriores de estas funciones y sustituyendo se tiene:

i (x + arctan ) arcsen = i [+ — 2% + o(z®)][z + 23 + o(2?))]
im = lim -
@0 (1 + cos(z) arcsen(z))zarctanz =0 [14 (1 — a2 + o(x?))(z + $2° + o(23))]z[z — 323 + o(23)]

2 2
— lim M:

=0 x2 + o(x?)

| \
Este valor se puede confirmar de forma grafica, dibujando la funcion *
y observando el valor que toma para x = 0.
Notar que el dominio de esta funcién, debido a la funcién arcoseno /
es [—1,1]. s

-0.4  -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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160 TEMA 6: Desarrollos de Taylor

6.5.3. Indeterminacién 0 - co

Al igual que en el caso anterior hay dos formas de resolver este tipo de indeterminaciones:

e Desarrollar las funciones en potencias positivas y negativas.

lim f(z) = 0
lim f(2)g(a) = = limfa(e — )" +ol(z - 0))[B@ — a) " + ol(c — a) 7] =
il_rg g(x) = £oo
p=g =
~ lmaf@—af T +olle—a N ={ p>q — [0

p<q = |sign(af)oco

e Transformar la indeterminacion 0 - oo en 0/0. y aplicar entonces el método de la secciéon anterior.

=0 1@ _ o I@ 0
lim f(z)g(x) = = lim 22 = lim 22 = mh_fg h(z) =0 = |Ind. -
z—a ;l_rgg(w) - 400 z—a ﬁ z—a h(m) { } 0

Ejercicio 6.10. Calcular el siguiente limite.

. T
alcl_>ml(1 — ) tan o

T
lim(1 —z)tan — =0 (£oo) =7
limn (1~ ) tan - = 0 (<£00)
Vamos a utilizar desarrollos de Taylor para resolver este limite, para ello expresamos la tangente como
cociente entre seno y coseno y encontramos los desarrollos de Taylor de ambos en torno a = = 1.

2 4

T ™ T
—=1l-—(z—-124 —(z—1)* -1
me_sen sen g (@ =17+ g (@ = 1) +ol(z — 1)7]
_— = —t
M cos 5 o - 3
cos o = —5(:10 -1+ @(CE —1)2 4 o[(xz — 1)3]

Dividiendo ambos resultados:

/- 18 (x-1)2 + O[(x-1)%]  [-TU2 (x-1) + /48 (x-1° + o[(-1)")  — pan o — on 5 _ _g(x_l)flJro[(x_l)fl]
_ 7T

+ 1124 (x-1)2 + O[(x-1)]] -2/t (x-1)" + o[(x-1)] 2 cos i
-t%/12 (x-1)? + o[(x-1)?]

Por tanto: I (1~ ) tan " = lim (1~ 2) {—i(x — 1) of(w— 1)—1]} ~ lim [2 + 0(1)} -

rz—1 rz—1 z—1 [ 7

0.8
0.6+
0.4

Este valor se puede confirmar de forma grafica, dibujando la funciéon 02
y observando el valor que toma para x = 1. Notar que 2/7 &~ 0.64. 0

-0.2

0.4

-0.5 0 0.5 1 15 2
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6.5.4. Indeterminacién co — oo

Al igual que en los casos anteriores hay dos formas de resolver este tipo de indeterminaciones:

e Desarrollar las funciones en potencias negativas.

=0 =
lim - f(x) = oo ! -
lim f(x)—g(x) = = lim a(z —a)’ +o[(z—a)’]=¢ P>0 = @

p<0 = |sign(a)oo

e Transformar la indeterminacion oo — oo en 0/0. y aplicar entonces el método de la secciéon anterior.

lim f(z) —g(xr) = lim Yo(w) = 1/ f(z) = |Ind. g

e s 1/[f@)g(x)

Ejercicio 6.11. Calcular el siguiente limite.

i 3 2
1m —
ai\1-yz 1- ¥z

Vamos a utilizar desarrollos de Taylor para resolver este limite, para ello encontramos los desarrollos de
Taylor de \/z y /7 en torno a = = 1.

o\/5:1+%(a§fl)f%(zfl)QJro[(:z:fl)Q] — 1—\/5:—%(xf1)+%(z—1)2+0[($—1)2]
o\3/521—|—%(x—l)—é(m—lf—i—o[(m—lf] = 1—\3/52—%(x—1)+$(x—1)2+0[(x—1)2]

Calculamos los desarrollos de las inversas de estas funciones mediante division de polinomios:

-1/2 (x-1) + 1/8 (x-1)? + o[(x-1)°] |-1/3 (x-1) + 1/9 (x-1)* + o[(x-1)*]
1+ 14 (x-1) + o[(x-1)’] -2 (x-1)* - 1/2 + o(L) 1+1/3 (x-1) +o[(x-1)’] -3 (x-1)-1+0(1)
1/4 ({1) + o[(x-1)7] 1/3 ({1) + o[(x-1)7]
-1/4/(x-1) + 1/16 (x-1)? -1/3/(x-1) + 1/9 (x-1)?
1/16 (x-1)2 + o[(x-1)? ] 1/9 (x-1)2 + o[(x-1)? ]
Por tanto:

; 3 2\ .
e \1-z 1-3z)

0.8 T
Este valor se puede confirmar de forma grafica, dibujando la funcién °° \‘\

y observando el valor que toma para x = 1. 0.4

0.2
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6.5.5. Indeterminacién 1%

Como sabemos®® este tipo de indeterminaciones se resuelven de la siguiente forma:

lim f(z) =1

r—a
3 g(z) _ — lim 9@ Inlf(@)] _ 1im 9@ [1—F(=)] .
iﬂ% e = . = il_r}r}ze = il_r}r}ze — |Ind. 000
lim g(x) = o0
Tr—a

que se puede resolver utilizando desarrollos de Taylor como se ha visto en la Seccion 6.5.3, pagina 160.

Ejercicio 6.12. Calcular el siguiente limite.

. [1 + sen(x) cos(ax)
1 + sen(z) cos(Bx)

:| cotan®

11m
x—0

oo

1
= lim exp [cotan?’x ( + sen(z) cos(az) — 1)] =
z—0

. [1+sen(x) cos(ax)
lim 1 + sen(z) cos(fx)

2—0 | 1 + sen(z) cos(Bz)

:| cotan® x

= lim exp
x—0

[ sen(x)[cos(axr) — cos(fx)) } — /0 9
tan®(z)[1 + sen(x) cos(S)]

Vamos a utilizar desarrollos de McLaurin para resolver la indeterminacion 0/0.

1 1
e sen(x) =z — 6x3 + o(z?) ; cos(z) =1— 5:02 + o(2?)
042 ﬁQ
e cos(azx)=1-— 7:102 + o(z?) ; cos(fzr) =1— 3332 + o(z?)

o tan®(z) = [z + %axg +o(2)]* = 2% + o(z?)

Entonces:
lim sen(z)[cos(ax) — cos(Sz)] — im [z — §2° + o(a?)] [X - %xQ +o(z?) — I + %2$2 + O(ffs)] B
70 tan® (@)1 + sen(a) cos(Bo) ~ 720 45 4 o(a%)] {1+ [ — 20 + o(a?)] [1 — Bia? +0(a?)]}
B Ve T Cor It W ottt ) N
B z—0 3 + o(x3) n 2

70 43 | o(z3)] [1 trom o By O(IS)]

Por tanto el resultado final del limite es: li

Este valor se puede confirmar de forma gréfica, representando la
funcién y observando el valor que tor2na para x = 0. Por ejemplo
para los valores a = 1y 8 =2, con 2 ~17)/2 = ¢3/2 ~ 4.48

28Ver la Seccién 3.3, pagina 81.
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6.5. Aplicacion de los Desarrollos de Taylor en el Célculo de Limites de Funciones 163

6.5.6. Indeterminaciones 0° e oc®

Como sabemos?? este tipo de indeterminaciones se resuelven expresandolos de forma exponencial:

lim f(z)?®) = lim @M@ —

T—a Tr—a

que se puede resolver en algunos casos utilizando desarrollos de Taylor como se ha visto en la Secciéon 6.5.3,
pagina 160.

Ejercicio 6.13. Calcular el siguiente limite.

1
lim (]_ L IIIQZ) T arctan @
T—00

lim (1 +mez)m = lim exp — =7

T—00 T—00 x arctan x o0

o® [111(1 erez)] _

Notar que es facil determinar este limite teniendo en cuenta las siguientes relaciones cuando x — oo:

e lim In(1+42e”) = lim In(ze®) = lim (Inz + zlne) = lim =

. . ™
e lim zarctanx = lim x—
xT—r00 xT—r0o0

Por tanto:

1 .
lim (14 ze®)zerctan= = lim exp
Tr—r00 Tr—r00

[ln(l +xew)]

x arctan

. T+ o(x x
= hngo exp [”x—ko((;)} =|e?/
2

Este limite no se puede resolver utilizando desarrollos de Taylor, ya que las series Taylor de la funcién
arctan en torno a cualquier punto real x = a no convergen®’ con la funcién cuando z — co.

2
1.5

En la siguiente figura se representa la funciéon arctan(z) (en azul) y 1 ~1
los desarrollos de Taylor de dicha funcién en torno al punto x = 0 05
(en verde) y en torno a x = 2 (en rojo), comprobando que ambas °

solo convergen en un determinado intervalo finito de sus respectivos
puntos de desarrollo.

-10 -5 0 5 10

La funcién arcotangente tiende a 7/2 & 1.57 cuando # — oo mientras que el desarrollo en torno a = 0
tiende a 400 y el desarrollo en torno a x = 2 tiende a —oo. Ademas todo desarrollo de Taylor con respecto
a cualquier punto x € R tendera a £oo.

En la Seccion 9.6 se estudia la convergencia de las series de Taylor, aunque para realizar un estudio completo
de este tema es necesario utilizar conceptos de variable compleja®'.

29Ver la Seccion 3.3, pagina 81.
30En el Ejercicio 9.10, pagina 246 se determina el intervalo de convergencia del desarrollo de McLaurin de la funcién arcotangente.
31Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367.
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7.1. Estudio Local de Funciones 167

7.1. Estudio Local de Funciones

7.1.1. Extremos Relativos

Ya hemos visto' que si una funcién es derivable en un punto xy de su dominio, se verifica:

2 . f@) > f(xg) si x> axg
e Si f'(xg) > 0 entonces f(z) es creciente en zp — { F@) < flz) si o <o
- . f(z) < f(zg) si x>mxg
e Si f'(x0) < 0 entonces f(z) es decreciente en zp — { f@)> flz) si =< o
e Si f(z) tiene un extremo relativo (maximo o minimo) en = = 0 entonces f’(zg) = 0.

— 2o maximo local o relativo si f(xg) > f(x) V& € E(xq).

— xo minimo local o relativo si f(xo) < f(z) Vz € E(xq).

e Los puntos donde f’(zg) = 0 pero no hay un exztremo relativo se denominan puntos de inflexién” .

>0

Creciente

Decreciente Creciente

Creciente Creciente Decreciente

Decreciente

Max Rel Min Rel Pto Inflexién Pto Inflexién

Figura 7.1: En la figura de la derecha se muestran graficamente los conceptos de crecimiento, decrecimiento y
extremos relativos (maximo y minimo) y el correspondiente valor de la derivada de la funciéon en ellos. En la
figura de la izquierda se muestran los dos tipos basicos de puntos de inflexion.

Para determinar los extremos relativos en puntos derivables, necesitamos localizar primero aquellos en los que
su primera derivada sea cero y posteriormente podemos estudiar el signo de f/(z) en un entorno de dicho punto
(crecimiento y decrecimiento) para poder determinar si se trata de un extremo relativo.

El siguiente teorema muestra que también es posible determinar los extremos relativos con solo conocer el
valor de las derivadas sucesivas en dicho punto, sin necesidad de conocer el comportamiento en un entorno del
mismo.

Teorema 7.1. Extremos Relativos

Sea f(z) n > 1 veces derivable en xq, donde:

f(@o) = f'(@o) = f"(wo) = - f" (o) =0 , |[fM#£0| ; n={23.}
Se verifica:

e Si f(") > 0 entonces f(z) tiene un minimo en zg

Si : . . .
R { e Si f(") <0 entonces f(z) tiene un maximo en x

e Sin es impar, en xo hay un punto de inflexion (horizontal).

1Ver la Seccién 5.4, pagina 129.
2Hay mas tipos de puntos de inflexion que se estudian en la Seccion 7.1.2, pagina 168.
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168 TEMA 7: Aplicaciones Derivada

Demostraciéon 7.1.

Obteniendo el desarrollo de Taylor® de f(x) en torno a xg y teniendo en cuenta que las n — 1 primeras
derivadas en ese punto son nulas se tiene:

f(@) = f(zo) + f'(mo)(x — z0) + -+ + F™ V(xo) (2 — 20)"* + ") (20)(z — 20)" + 0[(2 — 0)"]
0 #£0

F(@) = f(wo) = f™ (o) (@ — 20)™ + o[(z — 0)"]

Entonces:
e Sinespar = (z—z0)" >0Vx € E(x).

- Si f"M(xg) >0 = f(z)— f(zo)>0 =  minimo en .
— Si fM(x) <0 = f(z)—f(zo) <0 ==  méaximo en z.

e Si n es impar, entonces (z — x9)” > 0siz > 29y (x — xp)" < 0 si © < xy por tanto

independientemente del signo de f(")(x) el término f(z)— f(z) tiene signo distinto a la izquierda
y derecha de x( y por tanto hay un punto de inflexion en zg.

*Ver el Teorema 6.1, pagina 147.

7.1.2. Concavidad y Convexidad

Definiciéon 7.1. Concavidad y Convexidad

Sea una funcion f(z) derivable en un punto de su dominio zg. En funcion de la posicion de f(z) con
respecto a la recta tangente® de la funcién en zg se dice que?:

e f(z) es cOncava en xg si f(z) esta por encima de la recta tangente a f(z) en z¢:
f(@) = f(zo) = f'(wo)(x —x0) >0,  Vz € E"(x0)
e f(x) es convexa en xg si f(x) esta por debajo de la recta tangente a f(x) en x:

f(@) = f(zo) = f'(zo)(x —20) <O, V€ E*(x)

e Se dice que hay un punto de inflexién en un punto z si es concava por un lado de z(y y convexa
por el otro.

En rojo se ha representado el punto zq, en azul la grafica
de la funciéon f(x) y en negro la recta tangente a f(z)
en xop.

Notar que esta definicion generaliza el concepto de punto
de inflexion visto en el Teorema 7.1, pagina 167, de
forma que no es necesario que la derivada se anule en
un punto para que se pueda producir en él un punto de
inflexion.

\/ En la siguiente grafica se esquematiza el concepto de
concavidad y convexidad de una funcién en un punto.

¢ L\
/N

Cdéncava Convexa Pto Inflexion

3Ver la Definiciéon 5.3, pagina 112.
4No hay un criterio unanime para definir los términos de concavidad y convezidad, ya que la forma que tiene depende del punto
de vista, (desde dentro o desde fuera). El criterio que utilizaremos aqui es el méas extendido.
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7.1. Estudio Local de Funciones 169

El siguiente teorema muestra la forma de determinar la concavidad y converidad de una funcién en un punto a
través del valor de las derivadas sucesivas en dicho punto.

Teorema 7.2. Concavidad y Convexidad

Sea f(x) una funcién suficientemente derivable en un punto xo y sea n > 1 el menor entero donde®
™ (z) # 0, entonces:

n £ (x0) Tipo Si f/(zg)=0
par >0 concava minimo
par <0 convexa maximo

impar +/— pto inflexién | pto inflexion
(horizontal)

Demostraciéon 7.2.

Esta demostracion es del mismo estilo que el utilizado en el Teorema 7.1, pagina 167, pero en este caso
sin anular la primera derivada.

Obteniendo el desarrollo de Taylor de f(x) en torno a xq y teniendo en cuenta que las derivadas en ese
punto que son nulas se tiene:

(@) = f(x0) = f'(wo) (@ — mo) = F) (o) (& — o)™ + o(x — z0)"]
Entonces:
e Sinespar = (r—2x0)">0 Ve E(xg).

—Si fM)(z)>0 = f(z)— f(zo)

( x0) — f'(xz0)(x —x9) >0 == cobncava en z.
—Si fM(z) <0 = f(z)— f(wo) — f'(zo)(x —20) <O ==  convexa en .

e Si n es impar, entonces (x — z0)" > 0six > xo y (z —x)" < 0 si & < z por tanto
independientemente del signo de (™) () el término f(z)— f(xo) tiene signo distinto a la izquierda
y derecha de zy y por tanto hay un punto de inflexién en z.

~

Ejercicio 7.1. Estudiar las zonas de concavidad y convexidad de la siguiente funcion:

7B
o) =Tva
Encontramos las dos primeras derivadas de esta funcion:
1—a? 2z (22 — 3)
/ _ . 1 —
f (1‘) - (1+$2)2 ) f (x) (1+.’E2)3

La primera derivada se anula en x = 4+1 y como:
e f/(1)=-3<0 = méaximo
e f/(-1)=%>0 = minimo

La segunda derivada se anula en = 0 y = 41/3, en los cuales se producen puntos de inflexion donde la
funcion cambia de concavidad. Para determinar las zonas de concavidad y convexidad estudiamos el signo
de la segunda derivada en los cuatro intervalos en los que queda divido el dominio por estos tres puntos.
Para ello basta determinar el signo de cualquier punto interior a esta zona:

5Notar que no depende del valor de la primera derivada en el punto.
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170
o f"(=2)=—53: <0 = convexa
e f/(-1)=-1>0 = concava
B 3 .®,
e f/(1)=-3<0 = convexa -3 0 V3
o f"(2)=1 >0 = concava

En esta figura se muestra la representacion grafica de f(z) b
donde se muestran los extremos relativos y las zonas de e 5
concavidad y convexidad de la funcion.

7.1.3. Asintotas

Definicion 7.2. Recta Asintota

Sea una recta:

Y(z) =mx+n

y sea d[f(z),Y (z)] la distancia entre una funcion f(z) y la recta Y (z) en un punto cualquiera x.
Se dice que la funcion f(x) tiene por asintota la recta Y (z) en un punto zg € R o bien x— + oo si:

lim d[f(z),Y ()] =0

T—To \\ ,
/] dIf(x), Y(x)]
Y(x)

Hay tres tipos de asintotas:

e Asintota Vertical en un punto zg € R

Ec. Asintota
f(x)

Si | lim f(z) = %00 =
T—x0 z = zo

Xo

Ec. Asintota \ f(x)
Si | lim f(z)=neR = ~—

r—+o0 =m
y= Y(x)

e Asintota Oblicua

. fl=)
lim —~ =m m # {0, oo} \ f(x)

e Asintota Horizontal

Y(x)

lim [f(z)—ma]=n n # oo .

r—+o0
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7.1. Estudio Local de Funciones 171

Las formulas relativas a la asintota oblicua salen del siguiente desarrollo:

e Las asintotas oblicuas siempre lo son en el infinito. Si una funcién f(z) tiene una asintota oblicuoa
y = mx+n, donde m es su pendiente y n es su ordenada en el origen, ambas coincidiran en +oo, de forma
que:

. T . mx +n . n
lim M: lim — = lim [m—i—f} = eR
x

r—+oo I x—+oo x rx—Foo

Notar que si m = 0 se tratara de una asintota horizontal.

e Si se cumple la condicion anterior y se obtiene un valor para la pendiente de la recta m, podremos calcular
el valor de la ordenada en el origen n de la asintota oblicua a través de la Definicion 7.2, pagina 170 de
asintota (la funcion y su asintota oblicua coinciden en el infinito):

lim [f(zx)—mx—n]=0 = lim [f(x) —ma] = eR

r—+oo z—+o0

Ejercicio 7.2. Estudiar las posibles asintotas de las siguiente funcién:

33 —1
f(iL’) - .L“(J? _ 2)
e Asintotas Horizontales
I f()— I 39!:3—1_i
w—}rinoo T)= x—%rinoo LE2 — 21‘ a o

Como el resultado no es un namero real esta funcién no tiene asintotas horizontales.

e Asintotas Verticales

Si tiene asintotas verticales, éstas se daran en los puntos de discontinuidad. Como f(z) es de tipo
racional, las discontinuidades se dan en los puntos donde se anula el denominador.

z(r—2)=0 = 2=1{0,2}

Investigamos si existen asintotas verticales en estos puntos:

323 -1 -1 . 3x® -1 23
S0+ x(x_2)=0i2+oo Tligl+ x(x —2) ZOTr:—*_OO
z=0 P w=2
limﬁ:_—l:—oo limﬁzgz—oo
z—0- xz(r —2) 0Of z—2- x(r —2) 0~

e Asintotas Oblicuas: y = mx +n

m = lim = =3 ; n= lim [f(z)-mz]= lim

r—Foo 3 — 2.’172) r—too r—+o0

f(x) 33— 1 . 323 — 1 . 622 — 1
2o 2o

Por tanto: ‘ A.O. y =3z + 6 cuando z — £oo ‘

100

50
En la siguiente figura se muestra la grafica de

la funcion (en azul) con sus tres asintotas (en

TOjO). } } } -”__-E‘——_‘
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172 TEMA 7: Aplicaciones Derivada

7.2. Estudio Global de una Funcién

7.2.1. Representaciéon Grafica de Funciones

Para poder representar graficamente una funciéon® es necesario realizar un estudio global de la misma,
analizando las siguientes partes:

1. Dominio
En base a las funciones elementales” de las que estd formada la funcién, y teniendo en cuenta sus
propiedades, se determina su dominio a través de los puntos donde no esta definida. Asi por ejemplo:
e Las funciones polindmicas, €”, sen(x), cos(z), arctan(z), senh(x), cosh(x) e irracionales {/x con n
impar, estan definidas para todo = € R.

e Las funciones racionales (cociente de polinomios) no estan definidas para los puntos que anulan el
denominador.

e Las funciones irracionales {/x con n par solo estan definidas para z > 0.
™
e La funcion tan(z) no esta definida en los puntos donde se anula cos(z), es decir en z € (2n + 1)5
conn € Z.
e La funcion log(x) solo esta definida para x > 0.

e Las funciones arcsen(z) y arccos(z) solo estan definidas para x € [—1, 1].

2. Simetrias
La determinacion de posibles simetrias de la funcion, permitira estudiar solo algunas partes del dominio
ya que el resto quedara determinado por las caracteristicas de cada simetria. Hay tres simetrias basicas
en una funcién®:
e Funcion Par: f(—x) = f(x)
e Funcion Impar: f(—x) = —f(x)
e [Funcion Periddica: f(x) = f(x +T) (T periodo)

3. Continuidad

Ademés de los puntos de discontinuidad detectados en el estudio del dominio en el punto 1, hay que
determinar aquellos donde la funcién si esta definida pero no cumple la definicién de continuidad:

lim f(z)# f(zo)| = x0 Punto de discontinuidad

Tr—x0

4. Asintotas

Las rectas asintotas permiten un estudio del comportamiento de la funcién en el infinito. Recordamos
que hay tres tipos:

o A. Vertical: limidf(x) =00 (d Pto de discontinuidad)
aB—y
e A. Horizontal: E{Itl f(z) = n‘ (n # 00)

lim ACH. m (m # {0, +00}

r—+oco I

o A. Oblicua:

lim [f(z) —mz]=n (n # £00)

z—+o0

8Ver la Definicion 2.4, pagina 52.
"Ver la Seccion 2.8, pagina 58.
8Ver la Seccion 2.5, pagina 55.
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7.2. Estudio Global de una Funcion 173

5. Ceros y signo de f(z). Raices

Determinamos las regiones en las que la funcion es positiva f(x) > 0y negativa f(x) < 0. Para ello,
encontramos los ceros o raices de la funcién y a ellos le anadimos los puntos de discontinuidad
encontrados.

Ceros: aq, as, a3

flx)=0 = Incluimos: { Ptos Discontinuidad: xg, d

Vamos a suponer que la funcion tiene tres ceros oy, ag y aig, y un punto de discontinuidad d;. Colocando
esos tres puntos en la recta real se determina el signo de la funcion en las zonas en las que queda dividido
el dominio de la funcion. Para ello basta determinar el signo de f(z) en un punto cualquiera de cada zona.

En la siguiente figura se muestra un posible ejemplo, . E . . E| . . E| X

donde hemos supuesto que solo hay un punto de
discontinuidad d; . a1 az da as

6. Ceros y signo de f/'(z). Crecimiento y Extremos Relativos

Determinamos las regiones de crecimiento f’(x) > 0y decrecimiento f'(z) < 0. Para ello, encontramos
los ceros de la primera derivada de la funcion (posibles extremos relativos) y a ellos le afiadimos los puntos
de discontinuidad encontrados anteriormente y los posibles puntos donde la funcién no es derivable®.

Ceros: (51, B2
f(x)=0 = Incluimos: Ptos Discontinuidad: dy
Ptos no derivable: e;

Vamos a suponer que la funcion tiene dos ceros de f/(z) que los denominaremos 1 y f2, el punto de
discontinuidad anterior d; y un punto donde la funcién no es derivable (pico) e;. Colocando esos cuatro
puntos en la recta real se determina el signo de la primera derivada en las zonas en las que queda dividido
el dominio de la funcién. Para ello basta determinar el signo de f’(z) en un punto cualquiera de cada
zona.

En la siguiente figura se muestra un posible ejemplo,
donde se produce un mdzrimo relativo en los puntos (3q

NE
=
]
s
N
][]
&
[]0]

y e1 y un punto de inflexion horizontal'® en (. En el <
punto de discontinuidad d; no se puede producir ningin
extremo relativo ni punto de inflexion.

7. Ceros y signo de f”(z). Concavidad y Puntos de Inflexién

Determinamos las regiones de concavidad f”(z) > 0 y convexidad f”(z) < 0. Para ello, encontramos
los ceros de la seqgunda derivada de la funcion (posibles puntos de inflexion'') y a ellos le afiadimos los
puntos de discontinuidad y los puntos donde no existe la primera derivada, encontrados anteriormente,
junto con los posibles puntos donde no existe la seqgunda derivada'?.

Ceros: 61, 09

Ptos Discontinuidad: d;
Ptos no derivable 18Derv: e;
Ptos no derivable 28Derv: hy

— Incluimos:

f"(z)

Vamos a suponer que la funcion tiene dos ceros de f”(z) que los denominaremos 1 y d2, el punto de
discontinuidad anterior d; junto con el punto donde no eziste la primera derivada (punto anguloso) ey,
ademés de un nuevo punto donde no existe la sequnda derivada hi. Colocando esos cinco puntos en la
recta real se determina el signo de la segunda derivada en las zonas en las que queda dividido el dominio
de la funcién. Para ello basta determinar el signo de f”(x) en un punto cualquiera de cada zona.

9Ver la Definicion 5.5, pagina 114.

107,05 puntos de inflexién horizontales se detectan cuando en ambas lados de uno de los puntos caracteristicos (derivada nula o
punto no derivable) se produce el mismo comportamiento (crecimiento o decrecimiento).

HDependera si la primera derivada no nula a partir de la tercera es par o impar, ver la Teorema 7.2, pagina 169.

128i existe la primera derivada de una funcién en un punto, pero no la segunda derivada, en ese punto puede haber un cambio
en la concavidad de la funcién. Seria como un punto anguloso de la concavidad.
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En la siguiente figura se muestra un posible ejemplo,
donde se produce un mdzrimo relativo en los puntos
B1y e1 y un minimo relativo en Py. En este caso no

[H

g

[ ]
ce

[€]

<
Ell
S~
El il
[e]l+]

hay puntos de inflexion horizontales'. En el punto
de discontinuidad di; no se puede producir ningin
extremo relativo ni punto de inflexion.

3

En la siguiente grafica se muestra una
posible funcién con el comportamiento
descrito en los puntos anteriores.

Notar que los valores (B2 (cero de la

=]
=
El

primera derivada) y d2 (cero de la / 5, ) ”2\5‘(11 o B

segunda derivada) coinciden en este
caso. A

Ejercicio 7.3. Representar graficamente la siguiente funcion:

V27 — a2 x>0

Seguimos los pasos vistos anteriormente:

1. Dominio

Se trata de una funcién definida a trozos. El primer trozo, valido para z > 0 esta formado por una
raiz cubica y por tanto estd definida para cualquier valor del argumento. El segundo trozo, valido
para x < 0 esta formado por una funcién racional cuyo denominador se anula solo para z = 1, valor
que no entra en el dominio de este trozo. Por tanto el dominio de f(z) es todo R.

2. Simetrias

Como f(z) esta formada por dos trozos de caracteristicas muy distintas, claramente no va a presentar
ningan tipo de simetrias (par, impar o periodica).

3. Continuidad

Como hemos visto, por separado los dos trozos no presentan ningin problema. Estudiamos la
continuidad del punto de corte z = 0.

lim_ V27— 22 =v27=3
lim f(z) =4 *7° =3=f(0
i@ =0 e s 1(0)
a—=0- 6 (z—1)2

Por tanto f(x) es continua en todo R.

13Los puntos de inflexion horizontales se detectan cuando en ambas lados de uno de los puntos caracteristicos (derivada nula o

punto no derivable) se produce el mismo comportamiento (crecimiento o decrecimiento).
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4. Asintotas

Como la funcién no tiene puntos de discontinuidad no puede tener asintotas verticales. Determinamos
si tiene asintotas horizontales:

e lim f(z) = lim v/27—22 =—-0c0 = No tiene asintota horizontal cuando z — oo.

3
e lim f(x)= lim L 2 = 50 = No tiene asintota horizontal cuando z — —oo.
T——00 z——00 6 (m — 1)2

Buscamos asintotas oblicuas:

fo) _ V2T

e lim 0 = No tiene asintota oblicua cuando = — co.
r—oo I T—r00 X
. (x st (131)2 1
lim — = lim ———————=—-=m
r——00 I T——00 € 6 T
. — A.O.cuando z — —oc0 : |y = —
. L T 3 x 6
m f(@) —mal = Hm S+ e 5 =0
5. Ceros y signo de f(z)
Buscamos los ceros en ambos trozos de la funcién:
o V2T —22=0 ; z=+V2T = |z1=4+V27| =52
3
o%+m:0 Cow(e—1)2=-18 ; 23 -22+2+18=0
Una solucion claramente es © = —2. Descomponiendo por Ruffini (ver el Apéndice A.5.1,

pagina 304) se tiene:
(x4 2)(2? — 42 +9) =0

Comprobandose que no tiene mas raices reales. Estudiamos el signo de la funcion.

] H , [

< °
—2 V27
6. Ceros y signo de f'(z)
Calculamos la derivada de la funcién.
—2x
x>0, x#V27
33/ (27 — 22)? 7
f(z) = , ;
- — 0
6 (w_1p *°

Notar que la funcién no es derivable en el punto z = +/27 al anularse el denominador. En este punto
la derivada se hace infinita. Tampoco es derivable en x = 0 ya que:

lim f'(m)zlim_iﬂzo # lim f’(;v):hml—ﬁZ%—&-G:%

z—0t z—0t+ 3/ (27 — x2)2 r—0— z—0— 6

En z =0 hay un punto anguloso.

Buscamos los ceros en ambos trozos de la funcién derivada:
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Con los resultados obtenidos podemos esbozar
la gréfica de la funcién pedida.

TEMA 7: Aplicaciones Derivada

—2
x _o .
(27 — x2)?

Como el cero de la derivada de este trozo cae fuera de su dominio (z > 0), no se tiene en cuenta.

z=0

1 6

- 0 - —13¥ =36 =14+V36~43>0

‘T @o1p ;o (@—1) ;=14 >
El cero de la derivada de este trozo también cae fuera de su dominio y tampoco se tiene en
cuenta.

Estudiamos el signo en las tres zonas en las que queda dividida la recta real por los puntos no
derivables en £ =0 y en & = /27 y sus correspondientes zonas de crecimiento y decrecimiento.

] [

L
20 Nouw N

Y

. Ceros y signo de f"(x)

Calculamos la segunda derivada de la funcion.

2 . 4
—3 (277z2)*2/‘3+§x2(27—m2)*5/3 x>0, x#27

(@) =
18

@1 el

No existe la segunda derivada en z = 0 ni en z = /27 al no existir la primera derivada en estos
puntos. Buscamos los ceros en ambos trozos de la funcion segunda derivada:

2 4 4
¢ -3 (27—x2)*2/3+§x2(27—z2)*5/3 =0 ; 1+§x2(27—z2)*1:0 ;o 3(27—a?) = —4a?

224+81=0 ; x=+v—81 = Sin solucién real
1
) ﬁ =0 = Sin solucion
T —

Estudiamos el signo en las tres zonas en las que queda dividida la recta real por los puntos no
derivables en £ =0 y en & = /27 y sus correspondientes zonas de crecimiento y decrecimiento.

2 R = R
w0 [n = [d

En z = 0 hay un cambio de concavidad debido al punto anguloso y en x = /27 hay un punto de
inflexién vertical.

y=x/6
-2 raiz

_— X
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7.3. Optimizacién

Definicion 7.3. Optimizacion

La optimizacién es una rama de las matematicas'? que trata de maximizar o minimizar una funcién.

La optimizacidn tiene numerosas aplicaciones practicas en ingenieria, por ejemplo en el calculo de area/volumen
optimo (méaximo o minimo), minimizacién de costes o maximizacion de beneficios de diferentes procesos,
determinacion de la forma 6ptima de objetos, minimizacion de resistencias (eléctricas, de rozamiento, etc.).

El cdlculo diferencial es la herramienta apropiada para la optimizacion de funciones. El proceso a seguir es el
siguiente:

1. Es necesario conocer el campo en el que se enmarca el problema (formulas matematicas, fisica del sistema,
etc.)

2. Con los medios del punto anterior se obtiene una funcién o funciones matematicas que modelizan el
problema.

3. Seré necesario realizar un estudio de las funciones involucradas (dominio, continuidad, derivabilidad, etc.)

4. Se deriva la funcién con las condiciones apropiadas y se obtienen los extremos relativos. De ellos se eligen
los apropiados a la solucién del problema.

5. Con los valores obtenidos se determinan el resto de valores pedidos con las relaciones mateméticas
apropiadas.

Ejercicio 7.4. Encontrar el rectdangulo de area méxima que se puede formar con un alambre de longitud
L doblado de forma conveniente.

Un rectangulo tiene lados paralelos e iguales dos a dos. Sea x e y la longitud de ambos lados, de forma
que:
L=2x+2y = A=uy

La funcion a maximizar es A pero como depende de dos variables x e y vamos a despejar una en funcién
de la otra a través de su relacién con L.

L—2x 2(L —2z) xL — 222
= — A = = =
y 5 (z) = zy 5 5

Esta funcién es de tipo racional y por tanto derivable en todo R. Derivamos para obtener sus extremos
relativos.

dA L —4x 0 L N L

- = = xTr= — = —

dx 2 4 Y73

Notar que claramente este valor corresponde a un valor maximo, ya que el valor minimo corresponderia a
tomar unos de los lados igual a cero y el otro L/2, cuyo 4rea seria 0.

Por tanto el rectangulo de adrea méxima que se puede formar es un cuadrado de lado L/4 y siendo el valor
del area:

L2

Amaw =Y = E

14Ver la Seccién 0.1.1, pagina 3.
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Ejercicio 7.5. Para la fabricacion de un determinado producto, se necesita invertir dinero en contratar
z empleados y en comprar y méquinas. Se estima que el ntiimero de productos fabricados al mes viene
dada por la funcion:

P(z,y) = 50yz>

Si se dispone de un capital mensual de 100000€ , el coste mensual de cada empleado es de 1000€ y el
alquiler mensual de cada méquina es de 5000€ , determinar el nimero 6éptimo de empleados y méaquinas
que se deben elegir para que la produccién sea maxima.
Como: 100000 — 1000

100000 = 1000z + 5000y — = Wx

Por tanto la funcién a optimizar es:

100000 — 1000z

_ 2 103
000 = 1000z 10z

P(x) = 50yz? = 502>
Derivando y encontrando los extremos relativos se tiene:

=0 =—  Mimino
dP
— =2000z — 302> =0 — 10z(200 — 32) =0 —

da 200

Por tanto el nimero 6ptimo de empleados y méquinas seria:

_ 100000 — 1000z

z=66; 5000

=68 = y=6
Con estos valores el gasto mensual seria:

G = 1000z + 5000y = 96000

Con lo que sobrarian 4000€ con los que se podria contratar 4 empleados méas y por tanto el nimero 6éptimo
de empleados y méaquinas y el nimero maximo de productos fabricados al mes seréa:

x = 70 empleados ‘ ; ‘ y = 6 méaquinas == ‘ P = 50x%y = 1470000 productos /mes ‘

Ejercicio 7.6. Se quiere construir un barril cilindrico cerrado de volumen fijo V' de forma que la cantidad
de material empleado en su elaboracion sea minima. Determinar las dimensiones de dicho barril.

El volumen y el area exterior de un cilindro de radio R y altura h vienen dadas por las siguientes ecuaciones:
V = wR?h ; A =27R?+ 27Rh
Se quiere minimizar el area exterior, por tanto:

4 2V
A(R) = 2nR? + 2nRh = 21 R* + ZWRW—RZ =2mR* + =

Derivamos la funcién para encontrar su maximo y encontramos el radio 6ptimo:

dA 2V . 3 s

Y la altura 6ptima vendré dada por:
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Ejercicio 7.7. Se quiere construir una caja sin tapa partiendo de una hoja din A4 (28cm de largo por
22cm de ancho). Para ello se corta un cuadradito de cada esquina y se dobla como muestra la figura.
Encontrar el lado L 6ptimo del cuadradito para que el volumen de la caja sea maximo.

22
28 /

El volumen de la caja resultante sera:

V = Apgse ¥ h = (28 — 2L)(22 — 2L)L = 4L* — 100L* + 616L
Derivamos esta funcién para encontrar el volumen méximo:

dv
d—L:12L2—200L+616:0 =  3L?-50L+154=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica se encuentran dos valores posibles:
L1 =12.59 ; Ly, =4.08

Para determinar cual de ellos es el que genera el volumen méximo podemos obtener la segunda derivada
de la funcién objetivo y metemos estos valores:

V//

d’v { V(L) =102.16 >0 = Minimo
izl -

5 = 24L — 200 V"(Ly) = —102.08 <0 =  Maximo

Por tanto el valor buscado es:
L = 4.08cm

Por otra parte notar que el valor L; = 12.59¢m no tiene sentido fisico en este problema ya que el ancho
del papel (22cm) no es suficiente para cortar dos cuadraditos de 12.59cm de lado cada uno.
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8.1. Sucesiones

8.1.1. Concepto de Sucesién

De forma general una sucesién es un conjunto ordenado® formado por infinitos términos?. Veamos la definicion
matematica.

Definicion 8.1. Sucesion

Una sucesién es una funcion® N — R que a cada nimero n € N le asigna un ntmero real a, € R.

e Las sucesiones se denotan mediante llaves® { } de las siguientes formas:
oo
{an} {a1, a2, as, ---} {an}nzy

e Los elementos de una sucesion se denominan terminos.

8.1.2. Formas de Expresar de Sucesion

e Primeros términos: ‘{al, az, ag, --- }‘

Cuando la sucesion es sencilla® se puede identificar dando los primeros términos de la misma, por ejemplo:

{1,238 -} ; {2, 5 8 11, --- }

e Término General: ‘an =f(n) , ne JN‘

El término general que es una formula que permite determinar el término n-ésimo de la sucesion a través
de su posicién n. Esta forma es muy util para la determinaciéon del limite® de una sucesién, pero no
siempre es posible obtenerla. A continuaciéon se muestran dos sucesiones dadas a través de su término
general, donde se han calculado los primeros términos:

N_f L1 . Lent }_[2 5 10
nf 172 3 ' n2+2n—2 [ | 3 147 31’

a1 =C¢C1, Gy =Coy, ~*+, Gp =Cp , C ER
an+1:f<n7a1;”' 7an)

e Forma Recurrente:

En determinados casos es complicado obtener el término general de una sucesion y es mas sencillo” obtener
su forma recurrente. En ella se fijan el primero o primeros términos y el término n-ésimo se da a través
de una formula (recurrente) que puede depender de n y de algunos o todos los términos anteriores. A
continuaciéon se muestran un par de ejemplos de sucesiones dadas a través de formas recurrentes:

a1=—1
{“1:3 }{3, -1, 7, .. } ; “2:‘2_%71 ={-1,52 -}

ap =5 — 2ap1 —
a, =

Un—2

1La caracteristica fundamental de las sucesiones que las distingue de los conjuntos ordinarios es que sus elementos estan
dispuestos en un orden determinado.

2En general los elementos de una sucesion pueden ser de cualquier tipo y pueden ser finitas, con un niimero determinado de
elementos o bien con infinitos elementos. En este tema nosotros solo estamos interesados en las sucesiones numéricas infinitas,
donde sus elementos son infinitos nimeros reales, de forma que a partir de ahora el término sucesion hara referencia a “sucesiones
numéricas infinitas”.

3Ver la Definicion 2.1, pagina 49.

4Las llaves { } también se utilizan para definir a los elementos de un conjunto, por ejemplo A = {a, b, c}.

5Es decir, cuando la secuencia de términos de la sucesién sigue un patrén simple y facil de interpretar.

6Ver la Definicion 8.5, pagina 193.

7 Aunque no tan préactico.
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8.1.3. Subsucesidn

Definicion 8.2. Subsucesion

Una subsucesion es cualquier subconjunto infinito de una sucesion.

Ejemplo 8.1. Subsucesion

Dada una determinada sucesion:
{an }:{a’l, az, as, }

Podemos obtener de ella una determinada subsucesion tomando por ejemplo los téminos impares:

{a2n71} = {alv as, as, }

8.2. Tipos Basicos de Sucesiones

Vamos a ver algunos de los tipos de sucesiones elementales que aparecen con relativa frecuencia en problemas
matematicos, entre los que se encuentran:

e Progresiones aritméticas

e Progresiones geométricas

e Progresiones aritmético-geométricas
e Progresiones hipergeométricas

e Progresiones armoénicas

Sucesiones de potencias

Sucesion de Fibonacci

8.2.1. Progresiones Aritméticas

Las progresiones aritméticas son sucesiones cuya diferencia entre un término y el siguiente es una constante
d llamada diferencia, que puede ser una cantidad positiva o negativa.

+d
—

+d +d
‘al — ay —— as

A continuacion se muestra la forma recurrente, el término general y la férmula que da la suma de los n primeros
términos de una progresion aritmética:

a; =c¢ ’ ay + ap
ap=a1+(n—1 d‘ S, = ——n
{ Gp = 0p_1 +d i ( ) " 2
Forma Recurrente Término General Suma n primeros términos

Demostraciéon 8.0.

Spn=a1+a+-+a,=a1+ (a1 +d)+ (a1 +2d) + -+ [a1 + (n — 1)d] =
(n—1)(1+n-1) (n—l)zﬁ

=na;+d14+2+---(n—1)]=na; +d 5 :nal—i—dnT 2[2a1+d(n—1)]:
=g[a1+a1+d(n—1)]=w
—_———

an
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Ejercicio 8.1. Dada la siguiente sucesion: {5, 8, 11, 14, ... }
Encontrar una forma recurrente, su término general y la suma de los 500 primeros términos.

Claramente es una progresion aritmética con a; = 5 y diferencia d = 3, por tanto su forma recurrente y
su termino general serén:

(p = Qp_1 +3

{“1:5 ; lan =5+3(n—1)]

La suma pedida es:

5+ (5 + 499 % 3 5+ 1502
g = T %0050 _ 5F( *2 *3) 500 = +2 500 = 376750

8.2.2. Progresiones Geométricas

Las progresiones geomeétricas son sucesiones donde el cociente entre un término y el siguiente es una
constante r llamada razén, que puede ser positiva o negativa.

X r X r X r
a —— ay —— a3 ——

A continuacion se muestra la forma recurrente, el término general y la formula que da la suma de los n primeros
términos de una progresion geométrica®:

a, =c o1 a1 —apr ar(l—r")
ap = ay *r 8y = =
Ap = Qp_1 %7 1—r 1—r
Forma Recurrente Término General Suma n primeros términos

Demostraciéon 8.0.

sp=a+ar+ar®+-- +ar"?
7S, =ar+ar?+ar®+---+ar®

} Restando s, —r-s, =a(l—1") = s, =

Ejercicio 8.2. Dada la siguiente sucesion:
{3, 15, 75, 375, ... }
Encontrar una forma recurrente, su término general y la suma de los 10 primeros términos.

Claramente es una progresiéon geométrica con a; = 3 y razoéon r = 5, por tanto su forma recurrente y su

termino general seran:
a1 =3
3 Ay — 3 % 5" 1
Ap = Qp—1 * 5

La suma pedida sera:

3(51 1) 34 9765625
Sy = (571 ) _ 3+ T [o441407

8Es comiin también definir la sucesién como a,, = ar™ considerando el primer término para n = 0.
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8.2.3. Progresiones Aritmético-Geométricas

Una progresién aritmético-geométrica es una sucesion cuyo término general tiene la forma®:

‘an:[a—l—d(n—l)]rn_l‘ : a,d,r € R

Notar que si r = 1 es una progresion aritmética'® y si d = 0 se trata de una progresion geométrica''.

La suma de los n primeros términos de una progresion aritmético-geométrica viene dada por la siguiente formula:

a(l —r™) +dr [1_1’;7:1 —(n— 1)7“”_1]

Sp = = ;o r#1l
Sp = at(a+d)r+ (a+2d)r?+- +[a+dn— 1)1 A1
r S, = ar+(a+dr?*+(a+2d)r3+ -+ [a+dn—1)r"
Restando S, —7-S, = a+d(r+r*+ - -+r" ) ~[a+d(n—1)])r" = a+d (11_ U 1> —[la+d(n—1)))r"

-7

r—r" 1—pn-l

Sp—r-Sp=a+d T —la+d(n—1)])r" :a(l—r”)—kdrﬁ—d(n—l)rn
afl —r™) +dr [1_1’"_7:1 —(n— 1)7""_1}
Sn =

1—1r

8.2.4. Progresiones Hipergeométricas

Se denomina progresion hipergeométrica a las sucesiones cuyo cociente entre cada término por el

inmediatamente anterior es una expresién de la forma'?:

an+1 & +n

= ; a,B,v€R
an B+n By

Las progresiones geométricas' son un caso particular de las progresiones hipergeométricas ya que se obtienen

para v = 0, siendo la razon r = «/f. La suma de los n primeros términos de una progresion hipergeométrica
viene dada por la siguiente férmula:

S — any1(B +ny) — a1
" y+a—pj

Demostraciéon 8.0.

Dando valores an =1,2,--- ,m se tiene:

ar(a+7) = a(+7)

az(a +2v) = az(a + 2y)

m (@ +my) = ama (e + mry)

9Los valores de «, d y r deben ser apropiados para que no se obtengan sucesiones nulas. Una forma alternativa, considerando el
primer término para n = 0 es an = (a + dn)r™. También reciben este nombre las sucesiones con término general a,, = Pp(n)r"
donde Py, (n) es cualquier polinomio de grado m en la variable n.

10Ver la Seccion 8.2.1, pagina 184.

11Ver la Seccién 8.2.2, pagina 185.

12Los valores de a y v no pueden anularse simultdneamente.

13Ver la Seccién 8.2.2, pagina 185.
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Sumando miembro a miembro y eliminando los sumandos comunes que figuran en ambos miembros,
queda:

Sm(a+7) =8SmB—a1f+ampr(my+8) Sm(a+7) — SmB = amy1(my + B) — a1 B

S — amt1(my + B) — a1
" vt+a—p

8.2.5. Progresiones Armodnicas

Se denomina progresién arménica'? a las sucesiones cuyo término general es de la forma:

1
n=———"> ; 5 R 5 0
an + o f € a7

Las progresiones armonicas estan formadas por los reciprocos de una progresion aritmética'®.

8.2.6. Sucesiones de Potencias

Las sucesiones de potencias estan formadas por los niimeros naturales elevados a una determinada potencia
m también natural.

‘{ 17!1,’ 27",, 37”/’ 4""’7 5o o }‘ ; m e N

Algunos ejemplos:
{1,2,3 4.} : {12, 22,32, 4.} : {13, 23 3% 4%}

Para estos casos existen formulas simples que nos permiten determinar la suma los n primeros términos.

1
Suma de los n primeros naturales : 14+24---+mn = %
. 1)(2 1
Suma de los n primeros cuadrados : 124+224...4n? = n{n+ >6( n+1)
. . . 2 1)2
Suma de los n primeros cubos s P24 40 = %

8.2.7. Sucesién de Fibonacci

La sucesién de Fibonacci es una sucesién muy conocida y practica que viene dada en forma recurrente!'®
donde los dos primeros términos son la unidad y cada uno de los términos siguientes se obtiene sumando los

dos anteriores.

aq = 1
a = 1 = {1,1,2 35, 8 13, 21, --- }
ap = Gp—1+ap—2

Esta sucesion!” tiene importancia, ademéas de en mateméaticas, en campos como la computacion, teoria de juegos
y biologia, entre otros.

M Tres ntimeros a, by ¢ se dice que estan en razén armdnica si a/c = (a — b)/(b — c). Las progresiones armdnicas se denominan
asi ya que cada tres términos consecutivos forman una razdn armdnica.

15Ver la Seccion 8.2.1, pagina 184.

16Ver la Seccion 8.1.2, pagina 183.

17Comunmente mal llamada "serie de Fibonacci", ya que fue primeramente descrita por el matematico Leonardo de Pisa en el
siglo XII.
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8.3. Representacion Grafica de Sucesiones

A veces es interesante representar graficamente una sucesion para analizar sus propiedades, de una forma sencilla
y eficaz. Vamos a ver dos tipos de representaciones graficas apropiadas para sucesiones de nimeros reales:

e Representacion en la recta real

e Representacion en unos ejes de coordenadas

8.3.1. Representacién en la Recta Real

Una forma simple de representar una sucesion es colocar sus términos en la recta real, mediante puntos colocados
en su correspondiente posicion e indicando por ejemplo con ntmeros su ordenacién. A continuacién se muestran
tres ejemplos:

1 23 45 6 7 89
{n}=1{1,23 -} {—— 9o o oo 0o 0o 0o 0o 0o

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4
{ ( 1)” } = {_17 17 17 17 }’ 1 2
< ® ® >
1 0 1
{ 1 } { 1 1 } 54 3 2 1
- = 17 o o) {—ramnee—o ® ‘ >
n 2" 3 0 1

Esta representacién unidimensional en la recta real es relativamente sencilla e intuitiva, pero solo es préctica
para sucesiones con un comportamiento elemental. Cuando las sucesiones son més complicadas no resulta
sencillo inferir sus propiedades mediante este tipo de representacion grafica y es preferible utilizar el otro tipo
de representaciéon que veremos a continuacion.

8.3.2. Representaciéon en Ejes de Coordenadas

Otra forma de representar graficamente las sucesiones es colocar sus términos en un sistema de ejes coordenados,
donde el eje horizontal corresponde con el orden de los términos n y el eje vertical corresponde con el valor de
cada uno de los términos a,,.

A continuacién se muestran dos ejemplos de sucesiones y su correspondiente representacion grafica en este tipo
de ejes coordenados. Ademas de los términos representados por puntos rojos, y su correspondiente orden, se
muestran unas curvas en linea discontinua para apreciar mejor la tendencia de la sucesion.

An 4 8
1 7 9
T S e
™ V2 V2 ‘\-2- 6," *
{COS<7>}: 7305 ) 71"" < = 8 >N
4 2 2 N R S S
4 3 4 5
An A
2 \\\3 4 6
4 -8 28 TR TR
1 n+517n = {O, -, T T, } y) o ‘L \\ ) \‘ \
1D } 3797 27 T ey e e
-1 T-¥--__e----%
-2 3 5 7
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8.4. Operaciones con Sucesiones

Vamos a estudiar las operaciones bdsicas entre sucesiones que permiten la formacion de sucesiones més
complicadas a través de sucesiones més sencillas.

Sean {z,} e {y,} dos sucesiones de numero reales. Entre ellas se pueden definir las siguientes operaciones
bésicas que dan lugar a nuevas sucesiones:

o {z,} + {yn} ={zn+tyn} ={z14+v1, 22+y2, z3+ys, -~}
o {zp,} —{un} ={2n—wn} ={1—01,22—¥2, z3—y3, -~ }
o {z,} - {vn} ={2n-vn} ={@1- 01, 2292, 3-y3, -~ }
{zn}  fzn) _ 21 22 23 )
- - - Ty Ty Ty T ) y7l7é0 VHEN
{yn} Yn U1 Y2 Y3

8.5. Monotonia

El concepto de monotonia en una sucesiéon hace referencia a la uniformidad de su comportamiento. Vamos a
ver la definicion de los diferentes tipos de sucesiones monoétonas.

Definiciéon 8.3. Sucesiones Monétonas

Se dice que una sucesion {a,} es:

e Monétona Creciente'® (Estricta) : si a1 > a, Vn €N {1,2,3,4,...}
e Mondtona Creciente No Estricta : si ap11 > an, Vn € N {1,1,2,2,3,3,4, ...}
e Monotona Decreciente (Estricta) : si apt1 < ap, Yn € N {-1,-2,-3,—4,...}
e Mondtona Decreciente No Estricta : si ap11 < anp Yn €N {-1,-1,-2,-3,...}

e Monotona : Si es Monoétona Creciente o Decreciente.

Nota 8.1.
e La mayoria de las sucesiones no son mondtonas (de ningtn tipo), al no cumplir ninguna de estas condiciones.

e A veces a las sucesiones mondtonas no decrecientes'® se las denomina simplemente crecientes y a las mondtonas no
crecientes®? se las denomina simplemente decrecientes.

Ejemplo 8.2. Sucesiones Mono6tonas y no Mono6tonas
(275 (27
coscscss %o
Jaseeeteto © o
‘.‘ ! /"\ ooe,
/‘ ‘\ f/. i‘u" ever
4 \ n h \ n
Sucesién Monoétona Creciente Sucesién no Monotona

18En determinadas ocasiones se le afiade la palabra estricta y en otras puede que no aparezca.
19Es decir a las sucesiones monétonas crecientes estrictas y no estrictas.
20Es decir a las sucesiones monétonas decrecientes estrictas y no estrictas.
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8.5.1. Determinacion de la Monotonia

No siempre es facil determinar si una sucesién es monétona o no, y en caso afirmativo de qué tipo es. Vamos a
ver dos métodos de determinaciéon de la monotonia de una sucesion, basados en el conocimiento de su término
general®' {a,}.

e El primer método se basa en determinar cuénto vale la diferencia entre dos términos sucesivos a1 y
a, de la sucesion.

— Si este valor es siempre mayor que cero la sucesion serd mondtona creciente, y si es mayor o igual
que cero serd monotona creciente no estricta.
— De igual forma si esta diferencia es menor que cero la sucesion serd mondtona decreciente, y si es

menor o igual que cero serd mondtona decreciente no estricta.

e El segundo método no es tan general como el primero, ya que solo es valido si todos los términos tienen
el mismo signo (positivo o negativo). Sin embargo en determinados casos puede resultar méas sencillo de
aplicar que el método anterior.

Este método se basa en comparar el cociente entre cada término y el inmediatamente anterior, con el
valor de la unidad. Asi, en el caso de que todos los términos de la sucesién sean positivos:
— Si dicho cociente es mayor que 1 la sucesion es mondtona creciente y si es mayor o igual que 1
la sucesion es mondtona creciente no estricta.
— De igual forma, si dicho cociente es menor que 1 la sucesion es mondtona decreciente y si es menor

o igual que 1 la sucesion es mondtona decreciente no estricta.

En el caso de que todos los términos sean negativos la regla es al contrario, es decir: > 1 decreciente y
< 1 creciente.

A continuacion se muestra de forma esquemaética los dos métodos de determinacion de la monotonia.

Conocido el Término General: {a,} ‘

e Método 1

>0 Vn € N — M. Creciente
— >0 Vn € N — M. Creciente No Estricta
<0 Vn e N = M. Decreciente
<0 Vn € N = M. Decreciente No Estricta
e Método 2: Si todos los términos son positivos:
> 1 Vn € N = M. Creciente
An+1 >1 Vn e N — M. Creciente No Estricta
an, <1 Vn € N — M. Decreciente
<1 Vn e N - M. Decreciente No Estricta

Si todos los términos son negativos, los criterios son:

>1 M.Dec. ; >1 M.Dec. NoE. ; <1 M.Crec. ; <1 M. Crec.NoE.

21En caso de no disponer del término general de la sucesion, el primer paso seria determinarlo.
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Ejercicio 8.3. Estudiar la monotonia de las siguientes sucesiones de niameros reales:
n?—1 n!
10n — n? b
a) {10n—n?} ){n2—|—1} c) {Qn}

a) A través del término general de la sucesion calculamos los primeros términos para entender el
comportamiento inicial:

{10n—n>} = {9, 16, 21, --- } = a; < as < as

Los primeros tres términos son todos positivos y parece una sucesiéon monétona creciente, pero
desconocemos en principio el comportamiento del resto de los términos. Vamos a utilizar el primer
método, que es general, para la determinacién de la monotonia de esta sucesiéon. Para ello calculamos
la diferencia de dos términos sucesivos de la sucesion, teniendo en cuenta el término general:

Une1 —an = 10(n+1)—(n+1)? — (10n—n?) = 10n+10—n*>—2n—1—10n+n> =

Si estudiamos el signo del resultado vemos que:

— No es monoétona, ‘

9—9m — { >0 si n<5}

<0 si n>5

La sucesién es monétona creciente para los primeros cuatro términos y mondtona decreciente a partir
del quinto término, por tanto tiene dos comportamientos distintos y la sucesién no es monotona en
su totalidad.

Si representamos graficamente la sucesion, con ayuda de un software
informéatico (por ejemplo GeoGebra, ver el Seccion C.1.3, pagina 361),

podemos verificar el resultado obtenido.

b) Calculamos los primeros términos de la sucesion:

i _ly 3 4 = a1 < as <a
n2+1 - a5a5a 1 2 3

Inicialmente parece una sucesién monétona creciente. Fijandonos en el término general claramente
podemos determinar que todos los términos de esta sucesion, excepto el primero, son positivos por
tanto podemos utilizar el segundo método para determinar la monotonia de la sucesion.

2
-1
L VG
n?+1 an

Haciendo uso del término general, calculamos el valor de dicho cociente:

(n+1)2-1

L W ks W (B o et ] e o NN e i f e o S VR
an Zzﬁ [(n+1)2+1](n%-1) n* +2n3 +n?2 —2n—2
Por tanto:
=  ap41>a, NEN = Monoétona Creciente

Al igual que en el apartado anterior, si representamos graficamente la
sucesion podemos verificar el resultado obtenido.

c) Calculamos los primeros términos de la sucesion, teniendo en cuenta la funcion factorial n!:

n! 1 1 3
nn=1.2-3.....n E {Qn} —{2’ 5’ 4’} E a; = az < as
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La sucesion a partir del segundo término parece mondtona creciente. Como claramente todos los
términos de la sucesién son positivos podemos utilizar el segundo método para estudiar la monotonia
de la sucesion:

(n+1)!
2n ! 1
Antl _ QnTl = (n+1) = nt > 1 Vn>1 = |Moné6tona Creciente No Estricta
(€79 Z 2n+1 n‘ 2
271.

Como los dos primeros términos son iguales y por tanto su cociente es la unidad, la sucesiéon es
mondtona creciente pero no estricta.

Si representamos graficamente la sucesion podemos verificar el resultado
obtenido.

8.6. Acotacion

Vamos a ver ahora el concepto de acotaciéon en sucesiones, que junto con el concepto de monotonia visto
anteriormente nos permitiran caracterizarlas.

Definicion 8.4. Sucesiones Acotadas

Se dice que una sucesion {a,} esta:

M

e Acotada Superiormente: SidM €R : a, < M Vn e N temeo—o— —
e Acotada Inferiormente: SiIm €R : a, >m VYn €N o o oomm;
e Acotada: Si esta acotada superiormente e inferiormente. 2 o . S

Ejemplo 8.3. Monotonia y Acotacion

° {1,2 3 -,n, -} — Mono6tona Creciente y Acotada Inferiormente
11 1 ) .
° 1, U LRI — Monoétona Decreciente y Acotada
n
1 2 3
° — =, =, e, " , e — Mono6tona Creciente y Acotada
273 4 n+1
11 1 1 1 1 ) . .
° L, 1, =, =, =, =, «o, —, —, <+ — Monotona Decreciente No Estricta y Acotada
2°2 3 3 n o n
° {1, -1, 2, =2, 3, , n, —n, } — No Monotona y No Acotada
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8.7. Limite de una Sucesion
Vamos a ver la importante definicion de el limite de una sucesion.

Definicion 8.5. Limite de una Sucesion

Se dice que el limite de una sucesion {a, } cuando n tiende a infinito es un namero real ¢, y se representa
de la siguiente forma, si se cumple la siguiente definicién matematica??:

lim a, =¢ = Ve>0 INeN : Vn>N |a,—¥| <€

n—o0

Vamos a ver una interpretacion grafica de esta definicion matematica. En la recta real disponemos el valor del
limite ¢, que es un ndmero real, junto con una representacion grafica de los términos de la sucesion {a,, } (puntos
rojos) y sea ¢ el valor pequefio y positivo del que habla la definicion, el cual representa una distancia alrededor
del valor del limite y que da lugar a un entorno®® de centro ¢ y radio e, E({,e) = ({ —&,0 + ¢).

{—c ) {+e

aN+2 AGN+3 AN+1 anN aAN—-1 GN-2

g 15

Entonces, si para cualquier valor de £ que tomemos, por pequeno que sea, existe un determinado término ay,
a partir del cual todos los siguientes términos de la sucesion se encuentran dentro del entorno E(¥, <), entonces
se dice que el limite de la sucesién es .

Basicamente, una sucesion tiene limite si podemos encontrar infinitos términos de la sucesién tan cercanos®*
al valor del lfmite como queramos.

Ejercicio 8.4. Usando la definicién de limite, determinar el limite de las siguientes sucesiones:

1
a) {c} c=constante b) { — }
n
a) Esta es una sucesion constante y por tanto claramente el limite de esta sucesion es el valor ¢. Vamos
a comprobar que tomando este valor como el limite de la sucesién se cumple la Definicion 8.5,
pagina 193.
En este caso la relacion que tiene que cumplirse |a,, — £| < € Vn > N, se cumple para cualquier N,
ya que tomando el limite ¢ = ¢ y teniendo en cuenta que a,, = ¢, se tiene |c — ¢| = 0 < ¢, ya que
€ > 0. Por tanto:

lim c=c¢
n— oo

22Esto se lee de la siguiente forma: “el limite de una sucesion {a,} cuando n tiende a infinito es ¢, si para cualquier valor € mayor
que cero y por pequeno que sea, existe un nimero natural N, tal que para cualquier namero natural n > N, se cumple que la
distancia del término a,, al valor del limite ¢ es menor que €”.

23Ver la Definicién 1.17, pagina 34.

24Cuanto menor es el valor de €, mas cercanos estan los términos de la sucesion al valor del limite.
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b) Si calculamos los primeros términos de esta sucesion:

n_Jfp it
nf 72 3 47

claramente observamos que sus términos van tendiendo a cero, por tanto parece evidente que este
valor debe ser el limite de la sucesion.

Para demostrar que 0 es el limite de la sucesiéon, tenemos que encontrar un nimero natural N, dado
un valor € cualquiera, tal que a partir de él, todos los términos de la sucesién disten de 0 menos que
ese valor €.

e -5 N — lap, =0l < & , VYn>N

1

=  an|<e —
n

<e —

1
<& — n>— = N=—
g

S|
™

Como ¢ es un numero real y N tiene que ser real, al calcular el cociente 1/¢ basta con tomar cualquier
nimero natural mayor o igual que ese valor.

A veces es necesario determinar que un valor no es el limite de una sucesion. En esos casos es itil la siguiente
definicion de no limite.

Definiciéon 8.6. No Limite de una Sucesion

Un determinado valor / € R no es el limite de una sucesion {a,} si**:

lim a, 2/ = Jeg>0 VNEN : In>N |a,—{| >¢ep

n—oo

Nota 8.2. Esto se lee de la siguiente forma: “el limite de una sucesiéon no es un valor ¢ si existe un valor g > 0y unn € N
tal que la distancia entre a, y el valor ¢ es mayor o igual que q”.

1
Ejercicio 8.5. Demostrar que lim — #1
n—oo N

En este caso es facil ver que:

1 1

|an—1:'—1’2 Vn > 1

n 2

por tanto por ejemplo basta con tomar ey = 1/2 y n cualquiera mayor que 1 para verificar la definicion
de no limite.

La determinacion del limite de una sucesién a través de su definicién?®, como hemos hecho en estos ejercicios,

no resulta nada practico en la mayoria de los casos. Por por ello, para determinar el limite de una sucesion
siempre se utilizan diferentes propiedades de los limites que se verén a continuacion.

25Para negar una afirmaciéon matematica basta con intercambiar los simbolos de existe (3) por los de para todo (V) y viceversa.
26 Definicion 8.5, pagina 193 y Definicion 8.6, pagina 194.
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8.7.1. Convergencia

Definicién 8.7. Sucesion Convergente y Divergente

e Una sucesién es convergente si tiene limite finito>”, y se dice que converge a dicho valor.

e Una sucesién que no es convergente es divergente?®.

Veamos ahora algunos resultados importantes relativos a las sucesiones convergentes.

Teorema 8.1. Sucesiones Convergentes

e Si una sucesion es convergente su lfimite es tinico.
e Si una sucesién es convergente esta acotada’’.
e Toda subsucesion® de una sucesién convergente, también es convergente al mismo limite>".

e Teorema de Bolzano-Weierstrass: toda sucesiéon acotada tiene una subsucesion convergente.

8.7.2. Sucesion de Cauchy o Fundamental

Definiciéon 8.8. Sucesion de Cauchy o Fundamental

Se dice que {a,} es una sucesién de Cauchy o fundamental si:

Ve>0 INeN : Vij > N Ja;—aj|l<e

Vamos a ver una explicacion grafica de esta importante definicion matematica, disponiendo los términos de una
sucesion en la recta real. Decimos que la sucesion es de Cauchy, si a partir de un determinado N, que es el
indice de un término de la sucesién, la distancia que hay entre cualquier par de términos siempre es menor que
un £ > 0 dado, por pequeno que sea.

i — a,]

K—
——e ¢ o o ocoounm

an

S —
g

Teorema 8.2. Completitud de R

Una sucesion es convergente si y solo si es una sucesion de Cauchy.

e Las sucesiones de Cauchy son importantes por que describen la estructura interna que tienen que
tener los términos de una sucesion para que sea convergente, es decir, que tenga limite.

e Ademas, caracterizar las sucesiones convergentes mediante el criterio de Cauchy tiene la ventaja de
que no interviene el valor ¢ del posible limite, sino solamente los valores de los términos de la sucesion.

27Es decir, que tiene por limite un namero real. Ver la definicién de limite infinito en la Definicién 8.10, pagina 197.

28Fn la Seccién 8.7.4, pagina 197 se estudian en detalle las sucesiones divergentes.

29Ver la Definicién 8.4, pagina 192.

30Ver la Definiciéon 8.2, pagina 184.

31Este teorema puede servir para determinar la divergencia de una sucesion, si encontramos al menos dos subsucesiones que
tienen limites distintos.
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8.7.3. Propiedades de los Limites de Sucesiones

Como se ha visto en las secciones anteriores, la determinacion del limite de una sucesién no resulta nada practica
realizarla a través de su definicion matematica. Pero esta definicion sirve para determinar las propiedades de
los limites y son con éstas con las que en la préctica se suele determinar el limite de una sucesion.

Vamos a empezar viendo las propiedades mateméticas mas basicas de los limites de sucesiones. Como veremos,
aunque son unas cuantas, son bastante sencillas y inicamente hay que habituarse a su nomenclatura.

Sean {a,} y {b,} dos sucesiones convergentes, donde lim a, =z, y lim b, = y. Entonces se cumple:

1. lim (ap +b,) = lim a, + lim b, =z 4y
n—oo n—oo n—oo

2. lim (a, -b,) = lim a, - lim b, =2 -y

n—oo n— o0 n—o0
a lim a, z
. no o n—r oo — .
=y, =y (5 VE0)
n—oo
lim b,
4. lim (a )“:(hma)”ﬁoo = gz (st 2>0)
n— 00 n—00

5. lim (log, a,) = log, ( lim an> = log, « (si ap, >0 YneN )

n— oo n—oo

6. Si lim (log,an) =¢ = lim a, =u°

n—oo n— oo

7. Si a, < b, a partir de algin indice = lim a, < lim b,

n—oo n—o0

8. Si li_)m an =0y {b,} es acotada — lim a, -b, =0

n—oo

9. Si li_)m anp =c¢ = li_>m flan) = f(c) (si f(x) es continua en z =c )
10. Si lim a, = lim b, =2 y a, < ¢, <b,, MEN — lim ¢, =2 (Regla del Sandwich??)
n— 00 n— 00 n—r 00

Ejercicio 8.6. Utilizando las propiedades de los limites, calcular el limite de la siguiente sucesion:
. s
lim cos (7>
n—00 n
Podemos utilizar la propiedad 9:

Si ILm ap =c = le flan) = f(c) (si f(z) es continua en = ¢ )

Entonces, en este caso:

T
- lim = = 0 =
cos (7> nee = lim cos <7> =cos0 =1

n n—oo n

f(z) = cos (z) es continua en R

32También denominada regla del emparedado.
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8.7.4. Divergencia

En la Definicion 8.7, pagina 195 se defini6 el concepto de sucesion divergente (aquella que no es convergente).
En esta seccién vamos a caracterizar las sucesiones divergentes y sus tipos. Empezamos con el concepto de limite

infinito de una sucesion.

Definicion 8.9. Limite Infinito

Se dice que {a,} tiene por limite 400 si*:

lim a, = 400 <=
n—oo
lim a, = —oc0 <=
n—oo

Vk>0 dN €N

Vk>0 INeN

Yn>N a, >k

Vn>N a, < —k

Veamos una explicacion grafica de ambas definiciones en la recta real. Que el limite de una sucesion sea oo
(6 400) significa que el valor de sus términos crece de forma indefinida y siempre podremos encontrar algin
término a, que sea mayor que cualquier valor % finito que elijamos (ver figura izquierda). De igual forma que
el limite de una sucesiéon sea —oo significa que el valor de sus términos decrece de forma indefinida y siempre
podremos encontrar algin término a, que sea menor que cualquier valor —k finito que elijamos (ver figura

derecha).

lim a, = +o0 lim a, = —o0
n—oo n—oo
k —k
ai as as (7% # anN GN41 - - - AN4+1 an ‘ an, --- Qa3 4z aj
Definicion 8.10. Sucesion Divergente hacia Infinito
e Se dice que {a,} diverge hacia +oco si: lim a, = 400
n—roo
e Se dice que {a,} diverge hacia —oco si: lim a, = —o0
n—oo
Ejemplo 8.4. Sucesiones Divergentes hacia Infinito
227 -
.
41\ _ [ 3 5 17 .t
n+1f 775 2 5’ P
? " ; s n
1 2 3 4 5 6 7 8 10
1 2 3 7717 5 7 s N
1-n! 1 5 23 |
[ ) = O’ -, ==, RN
2n 48 16 |
.
an,

33Estas dos definiciones se leen de la siguiente forma: “se dice que el limite de una sucesién a, cuando n tiende a infinito es mas
infinito / menos infinito, si para cualquier ntmero real k positivo, por muy grande que sea , siempre existe un nimero natural
N tal que, todo término a, cuyo orden n sea mayor o igual que N, siempre es mayor/menor que k/—k”.

Pedro José Hernando Oter
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8.7.5. Sucesion Oscilante

Definicion 8.11. Sucesién Oscilante

Una sucesion {a,} se dice que es oscilante si no existe su limite: A lim a,
n—oo

Ejemplo 8.5. Sucesiones Oscilantes

An

Ejemplo 8.6. Sucesiones No Mondétonas Convergentes

An

Ap 4

(1 ()ee) {

[ ]
(220 00e0ea

8.7.6. Resumen: Tipos de Sucesiones

Vamos a resumir los tipos de sucesiones que hemos visto.

7 e 8 & ¢ 0 ¢ &7
P I

e Sucesiones Convergentes :
n— o0
S. Divergente hacia toco :

e Sucesiones Divergentes :
S. Oscilante :

lim a, = ¢

lim a, = +oco

n—oo

A lim a,

Las sucesiones se pueden clasificar en funcién del valor de su limite, en los siguientes tipos:

bl

n—oo

leR
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Pedro José Hernando Oter



8.8. Teorema de la Convergencia 199

8.8. Teorema de la Convergencia

La convergencia®* de una sucesién depende de la existencia de su limite®”, y si existe de que éste sea finito. Si
la sucesion estd definida a través de su término general®®, el limite puede determinarse mediante técnicas de
célculo de limites®”. Sin embargo, si solo se dispone de la forma recurrente, no podemos utilizar estas técnicas
y el siguiente teorema suele ser una herramienta muy ttil en estos casos.

Teorema 8.3. Convergencia Mondtona

Toda sucesiéon monoétona y acotada es convergente, siendo su limite el extremo superior si la sucesion
es creciente y el extremo inferior si es decreciente.

Demostracion 8.3.

Demostracion: Consideremos el caso de una sucesién mondétona no decreciente:

a1§a2§"'§an§an+1§"'

Por ser a,, un conjunto acotado de ntumeros reales tiene que tener supremo, que denominamos ¢. Por
definicion de supremo: a, < ¢ Vn,y dado un € > 0 existe un N tal que £ —an < e.
Para n > N por ser creciente:

anzaN:Z—angﬁ—aN<e:>nli_)ngoan=

El caso de una sucesion mondétona no creciente se demuestra de igual forma.

En la siguiente figura se muestra una explicacion grafica de este teorema con ejemplos.

an,\ an,\ a’ﬂzs a
n
------------- o peweseed = = =
o 7 ¥ % 2% na
e . J 0 i » /
pi -7 N pi hd N pi ! : / AEEN !
< > 7 < " 7 < : 3 — N f/
-, \
» * N /
. » Y |
L ¢ o o - Sl A ‘oo ~ i
_____________ = > n
~ ~ ~

e Toda sucesion monotona creciente tiene siempre una cota inferior, pero puede ser divergente, creciendo
constantemente y por tanto con limite infinito, (ver primera figura por la izquierda).

e También, toda sucesion monédtona decreciente tiene siempre una cota inferior, pero puede ser divergente,
decreciendo constantemente y por tanto con limite menos infinito, (ver segunda figura por la izquierda).

e Por otra parte, una sucesion acotada, puede ser oscilante y por tanto no existir su limite, (ver tercera
figura por la izquierda).

e Sin embargo, si la sucesién es monédtona, por ejemplo creciente como en el caso de la figura de la derecha,
y ademas es acotada, obligatoriamente el crecimiento continuo debe tender hacia un valor que ademas de

ser una cota superior, va a ser el limite de la sucesion cuando n tienda a infinito y por tanto va a ser
convergente. Lo mismo pasa si la sucesion es monoétona decreciente y acotada, donde su limite serda una

cota inferior.

34Ver la Definicién 8.7, pagina 195.
35Ver la Definicién 8.5, pagina 193.
36Ver la Seccion 8.1.2, pagina 183.
37Ver la Seccion 8.10, pagina 204.
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La monotonia es una condicién suficiente para la convergencia, pero no necesaria>®.

Ejemplo 8.7. Monotonia en Sucesiones Convergentes

La siguiente sucesion no es monétona, ya que siguiendo la forma sinusoidal del numerador crece y decrece
constantemente de forma acotada entre -1 y 1. Sin embargo a mediada que crece n su denominador aumenta
constantemente y por tanto el resultado del cociente tiende a 0 cuando n tiende a infinito. Por tanto es
una sucesion convergente sin ser monétona.

an

8.8.1. Relacién entre Monoténia, Acotacién y Convergencia

e Toda sucesiéon que sea convergente, tiene que ser obligatoriamente acotada. Es decir la acotacion es
una condicién necesaria para la convergencia.

e Por ello, si una sucesion no es acotada (superior e inferiormente) obligatoriamente es divergente, con
limite infinito o bien oscilante.

e Toda sucesiébn mondétona y acotada es convergente, que es lo que establece el Teorema 8.3, pagina 199.

¢ La monotonia es una condiciéon suficiente pero no necesaria para la convergencia, ya que hay sucesiones
acotadas pero oscilantes que pueden ser convergentes®”.

e Convergencia = Acotacion

No acotada = Divergente

Acotacion + Monotonia =— Convergencia

e Monotonia condicién suficiente pero no necesaria

8.8.2. Limite de una Sucesion en Forma Recurrente

En caso de que una sucesion {a,} definida en forma recurrente sea convergente entonces existe su limite £,
verificandose:

lim a, = lim apix =" ; Vk € Z

n—oo n—oo
Por ejemplo, sea la funcion de recurrencia a, = f(a,—1) de una sucesion convergente con limite:

{= lim a,= lim a,_1
n—oo n— oo

Entonces tomando limites en la férmula de recurrencia:

an = f(anfl) 5 lim an = nh—>n<;o f(anfl) = f (nh—{go anfl) 5 l= f(g)

n—o0

Esto da lugar a una ecuacion (generalmente no lineal) en ¢ donde al menos una de sus soluciones debe ser /.

38Ver la Seccion 0.5, pagina 8.
39Como el ejemplo anterior y las mostradas en el Ejemplo 8.6, pagina 198.
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8.8.3. Ejercicios

En esta seccién vamos a ver algunos ejercicios resueltos sobre el estudio de la convergencia de sucesiones en
forma recurrente.

Ejercicio 8.7. Demostrar la convergencia de la siguiente sucesiéon y calcular su limite.

a; = 1
1
a =
n+1 3_ an
. N 12
Calculamos los primeros términos: 1, 3 E

Parece que la sucesion es monétona decreciente. Calculamos su posible limite:

P —30+1=0 ; (=

3_¢

De los dos valores nos quedamos con el de signo menos ya que el limite de la sucesiéon deberia, en base a
lo que hemos calculado, ser menor que 1.

Demostramos por induccién la acotacion de la sucesion, por ejemplo: 0 < a, < 1.

a1=1>1 = Cierto!
e a, <1
Sup. a, <1 41 <1 ¢ apy1 = 371% < 311 = % <1 = Cierto!

dem

=X
ap=1>0 =— Cierto!

dem

=

e a, >0 Sup .
" Sup. a, >0 n+1 >0 1 apq = 37111 > 310 = % >0 =— Cierto!
n a7L<1

’ Queda demostrada la acotacion de la sucesion: 0 < a, < 1. ‘

Demostramos ahora que es monotona decreciente, para ello se tiene que cumplir a,41/a, <1 :

Ap+1 - 1
an  (3—an)a,

<1 = a2-3a,+1<0

Vamos a demostrar esta expresién por induccion:
ea=1:12-34+1=-1<0 = Cierto!
dem

e Sup. a2 —3a,+1<0 = a2, —3an41+1<0

Determinamos su valor:

1 2 1 1 1— —an, _ TL2 1— ” 2
<3 > 733 t1= 3 1= 33— an)+ (3 —an)® 3a, + ai

— an,

—an  (3—an)? 3-—a, n (3—an)?  (3—ap)?

Como el denominador es siempre positivo y el numerador, por hipotesis de induccién, es negativo,
el cociente siempre es negativo y por tanto queda demostrado que es menor que cero.

La sucesion es monétona decreciente y acotada, por tanto convergente con limite £ = (3 — v/5)/2.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |



202 TEMA 8: Sucesiones

Ejercicio 8.8. Estudiar la convergencia de la sucesion {a,} y dar el valor de su limite en caso de ser
convergente.

a; = 1
nt1 = v/ 2an + (an)?
Obteniendo los primeros términos de la sucesion:
{1, V3, .-y ={1, 1., ---}

Parece ser monoétona creciente. Encontramos el valor del posible limite £ de la sucesion, tomando limites
a ambas partes de la féormula de recurrencia:

(= lim a,= lim apy = L=+/20+02 ; B -0F+2=0

n—oo n—o0

¢ =0 imposible si es creciente
(-2)l+1)=0 = ¢ = —1 imposible si es creciente
£=2 posible limite

Por tanto, si es convergente, su limite es 2 con: 1 < a,, < 2. Intentamos demostrar estas caracteristicas.
Empezamos con la acotacion por induccion:

ap=1>1 =—  Cierto!
e a, >1 Sup
" Sup. a, >1 demy pt1 21 ¢ apny1 = /20, +a2 > V3>1 = Cierto!
=

Cierto!
de

S
Sup. ap, <2 = apt1 <2 : apny1 = {/2a, + a2 < V/8=2 = Cierto!

3

‘ Queda demostrada la acotacion de la sucesion: 1 < a,, < 2. ‘

Demostramos ahora que es monotona creciente, demostrando que an41/a, > 1 :

ant1 V2an+(an)? )2 1 ap<2 ,f2 1 i/1 1 .
an, an ag—i_an 22+2 2+2 Vi

‘ Queda demostrado también que la sucesiéon es monotona creciente y por tanto convergente con limite 2.

8.9. El Niimero ¢

Vamos a estudiar en esta secciéon uno de los nimeros mas importantes que hay en matematicas, como es el
nimero e. Empezamos analizando una sucesion particular, cuyo término general es la siguiente:

{(1 + ;)n} - {27 (2)2 <§)3, (i){ (":1>n } = {2,225, 2.37, 244, ... }

Dando valores a n se pueden obtener los primeros términos en forma de fraccion y su forma decimal
correspondiente. Para valores altos de n se puede observar que tiende a un valor aproximado de 2.7, con lo
que parece que es una sucesion convergente.

Vamos a analizar la sucesion desde el punto de vista de los limites. Empecemos analizando el limite de sucesiones
similares pero algo més sencillas.

1. El primer limite es similar pero sustituyendo la potencia n por un ntimero k tan grande como se quiera
pero finito. Aplicando las propiedades de los limites se tiene:

1 k 1 k
lim (1+> :<1+ lim ) =140 =1 =1
n—00 n n—,oo N
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2. El segundo limite similar se obtiene sustituyendo el denominaddor n por un ntimero k tan grande como
se quiera pero finito. Aplicando las propiedades de los limites se tiene:

n lim n o
_ INN" (k+1\noeo (BN, e
JLH;O(HQ _<k> _<k:) = () =0

3. El que nos interesa tiene n tanto en la potencia como en el denominador y tiene que ser un resultado
intermedio entre 1 e oo, pero al calcularlo da lugar a una indeterminacion:

1 n 1 hm n
lim (1 + ) = (1 + lim )"*” = (140> = 1° =?
n

n— oo n—oo N

Aunque no lo haremos aqui por ser algo largo (aunque no dificil), se puede demostrar matematicamente que
esta sucesion es mondtona creciente y acotada, por tanto convergente a un nidmero irracional denominado®’

nimero e, siendo sus primeros digitos decimales los siguientes:

1 n
lim (1 + ) = e = 2.71828182845904523536...

n—00 n

El ntimero e es seguramente el niimero més importante de las matematicas y aparece ademéas relacionado en
multiples ramas de la ciencia como economia, biologia, fisica, etc.

8.9.1. Definiciones Alternativas del Nimero e

Como hemos visto, el nimero e se puede definir a través del siguiente limite:

1 n
e = lim <1 + —)
n— 00 n

Pero también se puede definir a través de otras formas alternativas:

e Resultado de la siguiente ecuacion:

’ln(x):l = r=e

donde In() es el logaritmo neperiano o natural de base e.

e Suma de la siguiente serie infinita*!:

— 1 1 11
6:25_1+F+§+5+
n=0
e Limite alternativo a través de infinitésimos*?:
e= lim (1+ &)Y , lim e, =0 (infinitésimo)
n— oo n—oo

e Limite alternativo a través de infinitos*3:

1 Tn
e = lim (1 + /_) , lim x, = +oco (infinito)

n—oo Ip n—oo

40Fye el gran matematico Euler en el siglo XVIII el primero en utilizar esta notacién, aunque su descubrimiento y primeros usos
se reparten entre varios matematicos como Nepier, Jacob Bernouilli y Leibniz entre otros.

41Ver la Seccion 9.3, pagina 229.

42Ver la Seccioén 8.11, pagina 216

43Ver la Definicion 8.14, pagina 216.
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8.9.2. Funcién Exponencial

Como hemos visto, el nimero e se puede definir de varias formas, siendo dos de ellas las siguientes:

n— oo n—r oo n—r oo

1 n
e = lim (1 + ) e = lim (1+ en)l/s”' , lim ¢, =0
n

Estamos interesados en determinar el valor del siguiente limite, el cual define una determinada funcién en la
variable x:

f(z) = lim (1—1—%)” =7

n—oo

42

Para calcular este limite hacemos uso del concepto de infinitésimo™* €, para despejar el valor de n:

x x
€n = — 5 n=—
n €n
Por tanto:
. T\ " . e . 1z . 17z po
dm (142)7 = Jm ()™ =t [0re) ] = [ 0] -

Esta importante funcién recibe el nombre de funcién exponencial**, siendo su representacién grafica y la de
su inversa las siguientes:

A

8.10. Calculo de Limites de Sucesiones

an 0 B L L . [ oflo L N 8
Cuando una sucesiéon viene definida a través de su término general®® podemos utilizar técnicas particulares de

célculo para determinar su limite, que seran estudiadas en esta seccion.

Vamos a estudiar primero las operaciones con el simbolo infinito y el concepto de indeterminacion, para
posteriormente analizar el proceso de céalculo de limites de sucesiones y su aplicaciéon en diferentes tipos de
sucesiones e indeterminaciones.

8.10.1. Operaciones con Infinito

En la Seccion 8.7.3, pagina 196 hemos visto las propiedades de los limites finitos*® y en la Definicion 8.9,
pagina 197 vimos la introduccion del valor infinito en los limites de las sucesiones divergentes. Vamos a ver aqui
como trabajar con los limites de valor infinito.

Las propiedades generales del limite son también validas para el caso +oo, siempre que se sigan las siguientes
reglas particulares relativas a las operaciones con infinito.

44Ver la Seccion 2.8.5, pagina 62.
45Ver la Seccién 8.1.2, pagina 183.
46 Correspondientes a las sucesiones convergentes.
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Sea a € R, entonces se cumple:
¢ 4+t =00 ; a4a—00=—00
® c0+00=00 ; —00—00=—00 ’ 00— = Indeterminacic’)n‘
- (+00) - (+00) = (+o0)
o a-00= { veS Bl @2 ! 2 (+00) - (—0) = (—o0) ’oo 0 = Indeterminacic’)n‘
—0 si a<0
(=00) - (—00) = (400)
a a +oo si a>0 0 00 S
O 0 ; 0= { o s a<0 1= = (=00-0) = Indeterminacion
e o0 = oo oa >0 O, @=+o0 ’ooO = Indeterminacic‘)n‘
0 si a<0 6 a=-
400 si a>1
o a® = 0 si -l1<ax<l1 ’00 , 10 = Indeterminaci(’)n‘
3 si a< -1 (# Indeterminacion)

En estas operaciones aparecen varios resultados como indeterminaciéon. Veamos su definicion:

Definiciéon 8.12. Indeterminacién

En el calculo de limites, una operacion se dice que es una indeterminacién si no se sabe si existe o no
su resultado, y en el caso de que exista, se desconoce su valor.

Diferencia entre una indeterminacion y un valor que no existe:

e El valor de una operacién no eziste cuando no hay un resultado que verifique dicha operaciéon. Por

ejemplo valores que no existen son”:

lim (—1)"

0 ’ n—00

e El valor de un limite es una indeterminacion cuando en la operacion que lo define no se tiene la suficiente
informacién para determinar si existe un resultado o no. Por ejemplo los siguientes limites de sucesiones
generan (inicialmente) indeterminaciones:

2n+1

lim (n? —n) =00 —oco ? ; lim =— 7

e Las indeterminaciones solo aparecen en el calculo de limites y no en operaciones normales con niimeros.

e Cuando aparece una indeterminacion en el célculo de un limite el primer paso es resolverla®®, que
consiste en expresar la operacion del limite de una forma alternativa pero equivalente y que no presente
ninguna indeterminacion en su calculo.

47E] primer caso se trata de una operacién entre niimeros reales y no existe ningin namero que al multiplicarlo por 0 de 1.
Recordamos que oo no es un ntmero. El segundo caso es el calculo de un limite y en funcién de que el exponente n € N sea par o
impar dara un resultado (1) u otro (-1), por tanto no existe el valor de dicho limite cuando n crezca de forma indefinida.

48Ver la Seccion 8.10, pagina 204.
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8.10.2. Tipos de Indeterminaciones

Existen 7 indeterminaciones, donde 3 de ellas son equivalentes:

2
|
2
2
ol o
212

1% 0° 00

1
= 1
=~ % -|-0-}-[=]

oo —
oo

Notar que no son indeterminaciones las siguientes potencias con infinito:
0t>® = 0
07> = 400
0ot® = +oo
oo *® = 0

Estos resultados se pueden obtener teniendo en cuenta la siguiente relacién entre potencias™®:

A=da® ; WmA=Ih(@®) ; hA=bha : A=é&h1 — |qg
Por tanto:
o (X :eooln():eoo»(foo) — e ® = L _ i -0
e 00
e 0 — e—ooan _ €—<x>~(—oo) —e® = o
e 00™® :eoolnoo :eoo(oo) — ® — 00
1 1
e 00 X — 670011100 _ 6foo~(oo) —e® = = —
e 00

8.10.3. Proceso de Calculo de Limites de Suceciones

El proceso general de la determinacion del valor del limite de una sucesion es el siguiente:

No Indeterminacion ——=| Solucion

Frop. Limites ——
Limite de Sucesion —————— | Resultado T
F’r'oP. hFirkos L Mé
. . étodo
Indeterminacion ——» Resol hdet

1. Primeramente aplicamos las propiedades de los limites®® y la aritmética de infinitos®!

obtendra un resultado inicial.

con lo que se

49,3 funcién In() es el logaritmo meperiano o natural y e es el numero e, ver la Seccion 2.8.4, pagina 61 y la Seccion 8.9,

pagina 202.
50Ver la Seccion 8.7.3, pagina 196.
51Ver la Seccién 8.10.1, pagina 204.

Clases de Caloulo |

Pedro José Hernando Oter



8.10. Calculo de Limites de Sucesiones 207
En algunos casos, sera necesario tener en cuenta el comportamiento particular de las funciones que
componen el término general de la sucesion, por ejemplo si contienen funciones trigonométricas.

2. Si este resultado no contiene ninguna indeterminacion®?, entonces éste resultado corresponde con la
solucién.

3. Si aparecen indeterminaciones tendremos que aplicar los métodos de resolucion de indeterminaciones
que veremos en esta seccién, y a través de ellos obtener la solucién.
Vamos a ver los siguientes casos:
e Limite de Funciones Simples
e Limite de Polinomios
e Limite de Funciones Racionales y similares

Indeterminacion oo — oo

Indeterminaciones oco/oco y 0/0 (Criterio de Stolz)

Indeterminacion Ooo

e Indeterminaciones 0° e o

e Indeterminacién 1°°

8.10.4. Limite de Funciones Simples

La existencia y el posible valor del limite de una sucesiéon depende de la funcién que define su término general
y de la disposiciéon de los términos de la sucesion en dicha funcién. Vamos a ver varios ejemplos:
e lim sen(n)
n—oo
Para calcular el valor de este limite tenemos que tener en cuenta que la funcién sen x es continua, acotada
entre -1 y 1y con la siguiente forma (trazo en azul):

A

N

La sucesion (en rojo) esta formada por determinados puntos de la funcion y su tendencia no necesariamente
tiene que seguir el comportamiento de la funcion, ya que depende de los términos de la sucesion.

En este caso, dando valores naturales a n se obtienen los siguientes puntos y la sucesiéon es oscilante, y

por tanto el limite no existe.
lim sen (n) =

n— o0
. 1
e lim sen| —
n—oo n

Si analizamos la funcion sen1/xz vemos que no existe en x = 0 y que entre -1 y 1 tiene unas rapidas
oscilaciones. Sin embargo fuera de este intervalo la funcién suavemente tiende hacia cero.

sen(L)

52Ver la Seccion 8.10.2, pagina 206.
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Dando valores a n podemos visualizar los puntos correspondientes a los términos de la sucesiéon, que como
vemos siguen la tendencia suave de la funcion.

Notar que para determinar el limite de esta funcién, no es necesario representar graficamente su
comportamiento y basta aplicar las propiedades de los limites.

lim sen (1> = sen<1irn 1) = sen(0) = [0]

n—oo n n—,oo N

n—00 2 2n
Este tercer caso también se trata de una funcién seno pero con un argumento algo mas complicado.

lim sen [@‘"_3)7? - ”}

Si representamos graficamente la funcién asociada al término general, vemos que oscila fuertemente en un
entorno del origen y que no existe para x = 0, pero tiene un comportamiento sinusoidal similar al de la
funcion seno en el resto del dominio (trazo azul).

An—-3)7 _ x
2 2n

AR AAAAAAAAAAAANT
AL (ATRYRYRVAVAVAVAVRVAVAVAVRVAVAVM

sen|

Si representamos los primeros términos de la sucesién vemos que en principio parece que la sucesion tiende
a 1. Para determinar el limite de la sucesiéon debemos analizar el argumento de la funcién seno.

o
{W_;] = A ‘ﬁh
n (47153)71' _ [%n_%w] - {%, 57#7 %ﬂ } %’

Vemos que cuando n tiende a infinito el término 7/2n tiende a cero y por tanto no es necesario tenerlo
en cuenta cuando n — oco.

Por otra parte reordenando el otro término, se obtiene 7/2 + (n — 1) vueltas en la circunferencia unidad.
Por tanto, volviendo al limite de la sucesion, es igual al valor del seno de 7/2 més un namero de vueltas
2km, que es igual al seno de 7/2 que es la unidad.

lim sen [Mﬂ_?))ﬂ T } = sen (g =+ 2k7r) = sen (g) =

n— 00 2 N %

Por tanto:

Como hemos visto, en la determinacion del limite de una sucesion, es necesario en algunos casos, analizar el
comportamiento de las funciones que componen el término general.

8.10.5. Limite de Polinomios

El limite de una sucesién cuyo término general es un polinomio depende de su grado k, y puede dar lugar a dos
valores distintos:

1 1 1
lim P(n) = lim agn® +ap_n* '+ 4a;n+ay = lim n* (ak tag-1—+- a5 —|—a0k>
n—00 n—00 n—00 n nv- n

sign (ag)oo| si k>0

si k=0

= lim nkak =
n—oo

donde sign() es la funcion signo definida como:

Clases de Caloulo |
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Y
1 si >0 1
sign(z) = 0 si =0 x
-1 si z<0 -1

Notar que siguiendo el procedimiento anterior e independientemente de los signos de los coeficientes de los

monomios, los polinomios no presentan ningin problema con la indeterminacién®?® oo — oo.

Ejercicio 8.9. Calcular los siguientes limites de sucesiones:

a) lim 3n*+n-1 b)  lim -n®+100n*+n+5 c) lim -3

n— o0 n— 00 n— o0
: 2
a lim 3n“+n—1 =|+o00
) lim o]

b) lim —n®+100n*+n+5 =|—o0]

n—oQ

c) lim -3 :

n—oQ

8.10.6. Limite de Sucesiones Racionales y similares

Vamos a ver como determinar limites de sucesiones racionales formadas por cociente de polinomios de la forma:

lim a, = lim 2

= P(n), Q(n) polinomios. = |Ind. i =2
00

Estos limites generan indeterminaciones del tipo co/oco y pueden resolverse facilmente sacando factor comin del
monomio de mayor grado en el numerador y en el denominador, y simplificando® de la siguiente forma:

. P(n) .ot anF T e ag . onf (et ap1t 4+ 4 apk) oy
lim = lim - — = lim - 0 1 = lim —n
n— 00 Q(n) n— 00 BjnJ 4+ ﬂjfan + -4+ B n—oo nJ (ﬁ} + B‘jflg 4+ “Bom) n— oo ﬂl

k—j

Por tanto este tipo de limites tienen el siguiente resultado:

sign<%>-oo si k> j
B;

aknk + ozk_lnk_l + -4+

li : : = Qg . .
nl—>ngo 5jnj + 5]-71”371 dbooo b [50 /3_] si k = j
0 si k<

Notar que esta misma técnica se puede aplicar en el caso de tener cociente de raices n-ésimas de polinomios, de
la siguiente forma:

/P J/a )
lim 7(’”) = ... = lim 716 nk/rfj/s
n— o0 S/Q(n) n— o0 S/ﬁj
dependiendo el resultado, en caso de existir, de los coeficientes y grados de los polinomios y los indices de las
raices.

53Ver la Seccion 8.10.7, pagina 210.
54Notar que cuando n — oo toda fraccién 1/n® tiende a cero.
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Ejercicio 8.10. Determinar el valor de los siguientes limites de sucesiones:

. n%—2 . 3nt —2n2 +1 . 1—4n”

D i T B) M = —aw @ B e
m2 — 5 _ 4 i

d) lim =S e) lim Y2 f) lim — "

n—oo  2n+1 n—oo /2n + 1 n—oo /206 +1

1—4n 2n2 — 3 V2n V2
= |4 d | = 1 _— = | —
n® — n4 nb/2 nt—n n4/3

8.10.7. Indeterminaciones

Indeterminacion co — co en Polinomios

lim (aknk+ak_1nk*17ak_2nk*2+ ) = 00 +00 —00+ - =

n— oo

P o 0 o 0p [
En estos casos basta con sacar factor comtin al monomio de mayor grado para deshacer la indeterminacion®”.

Ejemplo 8.8. Indeterminaciéon co — co en Polinomios

o0 —00 . 1 .
e lim —n®+4+n °= lim »n? <—1—|— ) = lim -n® =

n— 00 n— 00 n2

m3n4:

li
n—oo

0—00 1. 1 1 1 1
e lim 3n*+n®—5n2—n+8 7= lim n4<3+—5—+8> =
n n

n—00 n—o0

Indeterminaciéon co — oo en Raices

Vamos a ver ahora el caso de las sucesiones formadas por diferencia de raices donde aparece la indeterminaciéon
oo — 0o. Para resolver la indeterminacién en este caso, basta con transformar la diferencia de raices por otra
expresion equivalente, algo més compleja, pero que no produce dicha indeterminacion.

Para ello se utiliza la siguiente formula donde A y B son expresiones cualesquiera y 7 es el indice de las raices,
que puede ser cuadradas n = 2, cubicas n = 3, etc.

A-B

YA VB =
VAT 4 A 2B + A B2 4 -+ VAR 2 + VBT

Notar que en el denominador hay una suma de raices n-ésimas del producto de A por B, elevados a todas las
potencias que suman n — 1.

55Ver la Seccién 8.10.5, pagina 208.
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Aqui mostramos algunos ejemplos sencillos.

A—-B A—-B y A—-B
VA-VB = ——=——_ | |VA- VB = - : VA- VB =
VA+ VB VA2 + /AB + VB2 VA3 + VA2B + vVAB? + VB3

Ejercicio 8.11. Determinar el valor de los siguientes limites de sucesiones:

a) nhﬁn;() Vn3 —3n—Vn3 b) lim \/ﬁ(\4/n2+ —\/m)

n—00
. 4n? . 2n —v/3n+1
c) lim d) lim ———
n— oo \/977,27_1 —n—-2 n— 00 % —n
_ 3 _ 3n — ng —3n 00 /0o
a lim vn3—3n — vn3 “=" lim n = lim =
) n— 00 n—oo \/n3 — 3n, + vn3 n—oo \/n3 — 3n, + vn3
00 /00 —3n

= lim

n—oo 2n3/2 - @

b) i V(YT VIEET) STt Vi (VT V) =

~ lm vn (n?+1 - (n+1)?%)
nooo /(2 + 13 + Y2+ 1)2(n+1)2+ /(2 + L)(n+ D)2+ ¢/(n+ 1)6

ocioc

ofoe o T2y 1
n—oo 4nb/4 4 ... D)
C) li 4712 00 —00 li 4n2
1m = 1m =
n— 00 m _ (n + 2) n—00 \/9712 1 — \/(’I”L + 2)2
4n? 21 2)] co/co 4An?(4 ce
lim n?[VOn? —1 + (n+2)] o/ iy n)+--- = [F]

d) En este caso también se podria usar la formula de diferencia de raices, pero ya que en el denominador
hay una diferencia de términos de 6rdenes distintos, n'/? y n, resulta mas sencillo su resolucion
dividiendo numerador y denominador por el término de mayor orden, en este caso n:

. 2n —+/3n+1 . 2 — Vintl . 2—- %+#
lim — = lim %7”: lim 17:

Indeterminaciones oo/oo y 0/0. Criterio de Stolz

Vamos a ver un teorema que establece un método para resolver las indeterminaciones equivalentes®® del tipo
0/0 6 oo/oo en el calculo de limites de sucesiones generalmente complicados.

56Ver la Nota 8.10.2, pagina 206.
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Teorema 8.4. Criterio o Regla de Stolz

Sean {a,} y {b,} sucesiones que cumplen al menos una de las siguientes condiciones:

e {b,} es monotona estricta (Creciente o Decreciente).

e lim b, = tco.
n—oo

e lim b,= lim a,=0

n—oo n— o0
9 g o Gp — Ap—1 9 o 0 3 Gnp 3 Gp An—1
Si existe: lim ———"— =/ (finito o infinito) = lim — = lim =/
n—co by — b, 1 n—00 0Op n—oco by — b, 1

Notar que el teorema necesita que se cumplan dos exigencias: que las sucesiones cumplan alguna de las tres
condiciones y que exista el limite ¢

En caso de cumplirse podremos transformar el calculo del limite de la sucesion {a,/b,}, que serd una
indeterminacion 0/0 6 oo/oo, por otro limite del cociente de las diferencias de dos términos consecutivos,
que en los casos précticos serd mas sencillo y no tendra indeterminaciones.

Consecuencias del Criterio de Stolz

Vamos a ver ahora unas consecuencias directas que se obtienen de la aplicacion del criterio de Stolz, que dan
lugar a unas reglas sencillas pero muy ttiles para el calculo de limites de sucesiones.

Si  lim z, = ¢ (finito o infinito), entonces:
n— oo

e Regla de la Media Aritmética (R.M.A.)

g DT s g Tb AT @b den) o g

n—oo n n—oo n — (n = 1) n—00 1

e Regla de la Media Geométrica (R.M.G.)

{lnxl —|—---—|—lnmn] _

In(x1--- 2, .
lim z;---z, = lim exp [M} = lim exp
n n

n—oQ n—o0 n—oQ

. Inzy+---+Inx, | rma . L -
= exp[hm ] = nh_}rr;o exp [lnxz,] = nh_}n;o By =

n—00 n

e Regla de la Raiz (R.R.)

nh_}ngo n—(n—1)

|: . 1nmn,:| Stolz |: lnmn—lnxn_l]
= exp | lim =" exp ——| =

n—oo n—oo n—o0 n

. . Inzx,
lim ¢z, = lim exp
n

. '/I:TL . '/I:"l,
= lim exp |ln = | lim
n—00 Tp—1 n—00 Tp_—1
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Nota 8.4. Naturalmente para que la raiz n-ésima y los logaritmos tengan sentido, es necesario que todos los términos de la
sucesion x, sean mayores que cero.

Ejercicio 8.12. Determinar el valor de los siguientes limites de sucesiones:

1 1+2vV2+3V3+--- {
a) lim 2 b) lim ¥n ¢) lm 1T2V2+ ‘/;+ Eny/n
n—oco N n— o0 n—o00 n
1 2 n
S Z oo dy B 1 221/2 1/3 4 ... 1/n
d) lim 23 ES! e) lim [ < 2n ) £) lim LT22¥38Cdtnn
n—oo n n—oo n n—o00 n

. . . n o . n
S R e R ey R e ]

. n R. Rafz 1. n _
b) fim vn TRl o =L
c) lim 1+2\/§+3\S/§;+“.+n% "2 lim - nyn = i nimn
n—00 n n—oo N —(n—1)2 n—oo 2n — 1
. n . . 1 |1
= (i 5 ) (i v) = 501 -
L2, .4 n n
213 nAl Stols ntl
I M, =

o wm j(%) = (V)= waw

Aplicamos la regla de la raiz:

( 2n > (2n)!

. T . n L nl-nl @)l (n -1
T AT I I W Sy g T (N oS M
n—1 (n—1! (n—1)

. M-2--n-(n+1)---2n]1-2---(n—1)]? (2n —1)2n . 4n?

= 1 = 1 — =1 = |4
nooo L2 n2[Ll-2n-(n+t1)-(2n—2)]  nooo 2 A

o LF2272438370 4 et nn'/" i ni/e. " L
) i 2 e ey gy R S s S b
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Indeterminacion 0 - co

Esta indeterminacion es equivalente a las indeterminaciones co/oco y 0/0, por tanto basta en transformarla en
una de ellas expresando el producto como un cociente. Hay dos formas de expresarlo:

. 1 . a
lim a,-—+ = | lim Tn — Ind. %
11m a” — O n—oo E n— oo E
n— oo
= lim a,-b, =
. n—oo
lim b, = +oo . 1 . by 0
n—o0 lm —-b, = | lm —  — Ind =
1 1 [e%e)
n— oo —_ n— oo
Qn An

Las dos formas se pueden utilizar en todos los casos, pudiéndose usar los métodos vistos para la resoluciéon de
indeterminaciones oco/oo y 0/0. Naturalmente siempre elegiremos aquella que resulte méas sencilla de resolver
dependiendo de las sucesiones de partida.

Ejemplo 8.9. Indeterminacién 0 - co

Vamos a ver un ejemplo de aplicacion de este tipo de método en el siguiente limite:

. sen (l) . .
lim T Si se puede aplicar Stolz
1 n—oo o
lim sen() -n = 0-00=7
n—00 n . n o0 .
lim —— = — No se puede aplicar Stolz

sen( L )
n

De estas dos formas alternativas de expresar el producto, solo en la primera se puede aplicar Stolz ya que
el denominador de la segunda no cumple las condiciones del teorema’’, al no ser monétona estricta, ya
que el valor del seno oscila con valores cercanos a cero pero con signo positivo y negativo, y por tanto
no tiene limite. En este caso particular, resulta mucho mas facil de resolver este problema a través de la
utilizacion de infinitésimos equivalentes®® como sera resuelto en el Ejercicio 8.16, pagina 221.

Indeterminaciones 0° e o’

Estas indeterminaciones aparecen en sucesiones de potencias del tipo:

{ anbn, }

Las indeterminaciones del tipo 0° e o0 se pueden transformar facilmente en indeterminaciones del tipo
0 - oo, expresando la potencia como una exponencial usando la siguiente formula:

A=d" ; A=) ; mhA=blna ; A=eM* —

Aplicado a las sucesiones de nuestro interés se tiene:

lim a,’” = lim exp [br, - In(ay,)]

Posteriormente esta indeterminacion se puede transformar en una del tipo oco/oo 6 0/0 y resolverla por

- . . . . 5
alguno de los métodos apropiados a estas indeterminaciones®”.

57Ver el Teorema 8.4, pagina 212.
58Ver la Seccion 8.11.4, pagina 220.
59Ver la Seccion 8.10.7, pagina 211.
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Ejercicio 8.13. Calcular el siguiente limite:

lim (n + 2")ﬁ
n— o0

_1 500 3 1 . 0o /00 . 1 .
lim (n+ 2957 = lm exp [2+3n In ("”")} - eXp{#E& s [ (;“)}}

= exp{ lim 1“(2n)} = exp{ lim ”ln@)} = exp (ln(2)> — {expm2)]}/* = 2% = |{2

Indeterminacién 1
Esta indeterminaciéon también aparece en sucesiones de potencias del tipo:

lim a, =1
n— oo

{a"} =
lim b, = o0
n—oo
pero tiene un tratamiento distinto de las indeterminaciones 0° e 0o vistas en la seccién anterior.
Vamos a ver el proceso apropiado en el que se usa el concepto de un infinitésimo €, visto en una de las
definiciones alternativas del nimero® e y analizado en detalle en la secciéon sobre infinitos e infinitésimos®?.
En este caso el infinitésimo viene dado por €, = a,, — 1.

b (an—1)
lim a, =1 SIS
— . 1 .. . bn(an—1)
nee lim a,’ = lim |1+4a,—1 = lim (1+e€,) = =
n—o00 n—o0 N—— n—o0
€n
lim b, = 00
4 by (an—1)
n— oo . . —
= lim [(1 + en)l/e"} = | lim ebr(en—1)
n—oo n—00

Ejercicio 8.14. Determinar el valor de los siguientes limites de sucesiones:

2

2n n+2 2 _ %
a) lim (””) b) lim (”“) c) lim (”””1)

n+1 n—oo \n 4+ 2 n—s00 n2 4 2n

n+2\*" 1= , n+2 . (2n+1 >
<n+l> - [nh_{r;o 2n'<“+1_1>} - [”ILH;O <”+1>} ;
. n+1\""? = . n+1 . -n—2 )
b) nlin;o (n+2> = exp nhﬁrglo (n+2)- n—|—2_1 = exp nlingo —— = |e

n24+2n—1\"71 |~ . 2n2 nZ+2n—1
—_— = exp | lim . -1 =
n? +2n n—oo \n —1 n? + 2n

. 2n? -1 . —nZ4 ... 0
- e nggo (n—l).<n2+2n)] = &P |:nh~>nolo (n3+~-~ >] =€ =

60Ver la Seccion 8.9.1, pagina 203.
61Ver la Seccion 8.11, pagina 216.
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8.11. Infinitésimos e Infinitos

En esta seccién vamos a estudiar los importantes conceptos de infinitos e infinitésimos, que ademas de ser muy
tutiles en el estudio de los limites de sucesiones son una herramienta fundamental en el estudio de limites de
funciones, como se vera en la Seccion 3.4, pagina 85.

Definicion 8.13. Infinitésimo

62

Una sucesion®? ¢,, se denomina infinitésimo si%:

n— oo

. _ \ ;e
lim &, =0 /T ) hallel SR GE y ¥
\l 7

Ejemplo 8.10. Infinitésimos
1 n+1 1 T 1
en=— : €= o ; en =sen | — ; En=cos| 5+~

Definicion 8.14. Infinito

64

Una sucesiéon®? z,, se denomina infinito si®:

n—oo

N X 3
g . \ e -
lim =z, =+ ,T L e N
\l /n

Ejemplo 8.11. Infinitos

2
n+1
Ty =n : xn:m ; x, = In(n) ; T = In

8.11.1. Propiedades de los Infinitésimos

Dados dos infinitésimos a, y b,, entonces:

e La suma de dos infinitésimos es otro infinitésimo: (an+b,)=0

lim
n—oo

e El producto de un infinitésimo por una sucesion acotada °° ¢,, es otro infinitésimo: | lim (a, - c,) =0
n—oo

62Es muy comin denominar a las sucesiones que son infinitésimos mediante la notacién e,,.

63No importa el comportamiento inicial de la sucesion y lo esencial es que cuando n — oo la sucesion &, tiende a cero de cualquier
forma (monétona o no).

64En el caso de los infinitos no hay una tnica notacion generalizada, como si ocurre con los infinitésimos (r), y en este texto
los denominaremos mediante x,.

65Al igual que con los infinitésimos, no importa el comportamiento inicial y lo esencial aqui es que cuando n — oo la sucesién
xy, tienda o bien a infinito o bien a menos infinito.

66Notar que un infinitésimo es una sucesion acotada, al tener limite 0, por tanto esta propiedad también incluye el producto de
infinitésimos.
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Ejemplo 8.12. Propiedades de los Infinitésimos

1 o
— — infinitésimo
-sen(n) = " — [0]

sen(n) — acotada: —1 <sen(n) <1

n— o0 n n—oo n

8.11.2. Ordenes de los Infinitos

Como hemos visto®”, los infinitos son sucesiones cuyo limite es =00. Sin embargo hay infinitos que tienden mas
rapidamente a infinito que otros, es decir que a partir de un determinado n, sus términos aumentan (en valor
absoluto) mas que los términos de otro infinito.

Vamos a ver como podemos comparar infinitos a través del concepto de orden de infinitos, y para ello
introduciremos los simbolos®®: O, >, < y ~, de la siguiente forma:

Definicién 8.15. Ordenes de los Infinitos

Dados dos infinitos a,, y b,, y sea k € R — {0, 1}, se tiene:

o Si| im 2 —¢ — ‘an y b, son del mismo orden‘ — an = O(by)
n—oo by,

e Si| lim Z—n = Z4o0 — ‘ an es de orden superior que b, ‘ — an > by,
n— o0 n

a

e Si| lim = =0 — ‘ a, es de orden inferior que b, ‘ = an <K by,
n—oo by,
a

e Si| lim = =1 = ‘an y b, son equivalentes ‘ = Gy, ~ by,
n—oo by,

e Si dos infinitos a, y b, son del mismo orden significa que son comparables y por tanto tienen una
69.

velocidad de crecimiento similar, y se expresa como®”: a, = O(b,).
e Si un infinito a, es de orden superior a otro b, significa que tiene una velocidad de crecimiento
muy superior y por tanto se dice que b, es despreciable frente a a,,, y se expresa como: a, > b,.

e Si un infinito a, es de orden inferior a otro b, significa que tiene una velocidad de crecimiento muy
inferior y por tanto se dice que a,, es despreciable frente a b,,, y se expresa como: a, < b,.

e Si dos infinitos a, y b, son equivalentes significa que tienen la misma velocidad de crecimiento, y

se expresa como’’ : a, ~ by,.

67Ver la Definicion 8.14, pagina 216.

6810 simbolos > y < tienen multiples usos y definiciones en funcién del area y autor que se trate. En este texto utilizaremos
la definicién que aqui se detalla.

69S0bre la notacion a, = O(by,), se hablara de forma mas extendida en la Seccion 3.4.2, pagina 86.

70E] simbolo ~ se denomina virgulilla y corresponde con la parte superior de la letra fi.
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Ejercicio 8.15. Determinar el orden relativo de los siguientes tres infinitos:
n ; nf (p>1) ; a" (a>1)

Calculamos el limite del cociente entre ellos:

. nP . _ . _
e lim — = 1lim n?'=lim e 'lnn=eX =00 =

n—oo nN n—o00 n—oo
a” Stol a® — anfl 1
. tolz . . — .
o lim — = lim ———— = 1lim a"—a" '=lim ¢"(1-=)=00 = a® > n
n—soo n nsoo n—(n—1) nooo n—o0 a
nP

e lim —
n—oo q"

Para calcular este limite, vamos a suponer que su valor es £ y vamos a tomar logaritmos a ambas
partes de la igualdad:

. nP . . Inn )
{=lim — ; Inf=lim (plnn—nlna) ; Infl=n{plim — — lim Ina
n—oo " n—00 n—oo 1 n—00

= 1 — = — — e = n p
In¢ nh_{glo (—=nlna) o = [(l=e 0 = |d" > n

Finalmente:

‘a” > n? >n

Siguiendo un proceso similar al del ejercicio anterior se puede establecer un orden de los infinitos bésicos:

n o> > ad" > o> n o> nP > In (n)
a>1 p>1 (0<p<l p>0

En la siguiente figura se muestra una representacion
grafica de la velocidad de crecimiento de ejemplos de
cada uno de los infinitos anteriores.

Notar que en esta ordenacion faltan algunas potencias que no corresponden con infinitos:

10
o 1 ) o 0
np P i — infinitésimo \;
n
n -l<a<d . o — n72
a ————— infinitésimo 0.57
a<-1 . o

a” A= oscilante —10 f | — —-0.5" :

— —1.5"
T | | | |
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8.11. Infinitésimos e Infinitos 219

8.11.3. Ordenes de los Infinitésimos

Recordamos’! que los infinitésimos son sucesiones cuyo limite es 0. De igual forma que con los infinitos™?, los
infinitésimos también se pueden comparar a través del concepto de orden de infinitésimos.

Notar que en este caso, si un infinitésimo a, es de mayor orden que otro b, se indicard como a, < b,
haciendo referencia a que a partir de un determinado n, los términos de a,, decrecen, en valor absoluto, més
rapido que los términos de la otra sucesion b,,.

Vamos a ver como podemos comparar infinitésimos:

Definiciéon 8.16. Ordenes de los Infinitésimos

Dados dos infinitésimos a, y b,, y sea k € R — {0, 1}, se tiene:

o Si lim & —g = ’an y by, son del mismo orden‘ = an = O(by) ]
n—oo by, |
e —
e Si| lim Y _ 00 = ’ a, es de orden inferior que b, ‘ — an > by,
n—oo by,
e Si| lim . 0 = ’ an es de orden superior que b, ‘ S an K by
n—oo by,
e Si| lim dn _ 1 = ’an y b, son equivalentes ‘ = an ~ by,
n—oo by,

e Si dos infinitésimos a, y b, son del mismo orden significa que son comparables y por tanto tienen
una velocidad de decrecimiento similar, y se expresa como: a, = O(by,).

e Siun infinitésimo a,, es de orden superior a otro b, significa que tiene una velocidad de decrecimiento
muy superior y por tanto se dice que a,, es despreciable frente a b,,, y se expresa como: a, < b,.

e Siun infinitésimo a, es de orden inferior a otro b, significa que tiene una velocidad de decrecimiento
muy inferior y por tanto se dice que b, es despreciable frente a a,, y se expresa como: a, > b,.

e Sidos infinitésimos a, y b, son equivalentes significa que tienen la misma velocidad de decrecimiento,
y Se expresa como: da, ~ by,.

Notar que si a,, es un infinito, entonces 1/a,, es un infinitésimo™. Por tanto a través del orden de los infinitos™
podemos obtener el siguiente orden de infinitésimos:

L < ! < 1 ! < : < ! < !
nm n! a” np n np In” (n)
a>1 p>1 (0<p<1) p>0

"1Ver la Definiciéon 8.13, pagina 216.
72Ver la Seccién 8.11.2, pagina 217.
3Y de igual forma, si an es un infinitésimo, 1/an es un infinito.
74Ver la Seccién 8.11.2, pagina 217.
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TEMA 8: Sucesiones

En la siguiente figura se muestra una representacion
grafica de la velocidad de crecimiento de ejemplos de

cada uno de los infinitésimos anteriores.

8.11.4. Infinitésimos Equivalentes

0.8

0.6 -

—1/In(n)
1/n05
1/n
1/n?
/27
1/n!

1/n"

Vamos a ver una coleccion de los infinitésimos equivalentes en sucesiones mas importantes que hay.

CcoS ey

~

lim &,=0
n—oo

a71:1+5n

lim a, =1
n— oo

(m,n #0)

sene, ~ tane, ~ arcsene, ~ arctane, -~ &, ]
2 e 2
<« | 1 — cose, ~ % — 2(1 — cose,) ~ én

In(l+e¢e,) ~ &, — |e"—-1 ~ ¢,

In(a,) ~ a,—1 c b —1 ~ g, In(d) (b>0)
14+e,)" =1 ~ me, | < Y1+me, ~ 1+¢,
Vi+e, — 1 ~ n = (1+5—n) ~ 1—|—€n]

n n

8.11.5. Infinitos Equivalentes

Aqui se muestra una coleccion de los infinitos equivalentes mas importantes que hay.

n!l ~ ne "V 27m] ’F()rmula de Stirling

11 1 1
1 ~ 144
n(n) —|—2—|-3-|-4-|- +n
nk+1

~ 1428438+ 40k
k+1
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8.11. Infinitésimos e Infinitos 221

8.11.6. Principio de Sustitucion

Vamos a ver un teorema importante que explica como utilizar las relaciones de equivalencia anteriores para
resolver indeterminaciones en limites complicados de sucesiones, de una forma fécil y eficiente.

Teorema 8.5. Principio de Sustitucion

Si ap, ~b, y ¢, esuna sucesion arbitraria, entonces:

-
° lim a,-¢, = lim b, c,

n—oo n—oo

Si y solo si existen los limites de

r los segundos miembros.

. a"fb b’l’L
° lim — = lim —
n—oo ¢, n—oo ¢,

e En caso de que no existan los limites de los segundos términos, no podremos decir nada sobre los
limites de los primeros términos, si existen o no y en caso afirmativo cual es su valor.

e El principio de sustitucion solo se cumple en operaciones de multiplicaciéon y divisién sobre el total
o [ 5 o
de la expresiéon "® y no en otro tipo de operaciones como sumas o restas.

Ejercicio 8.16. Calcular los siguientes limites de sucesiones.

1 2t/m — 1 sen? (5
a) lim mnsen (—) b) lim ——s— c) lim (2n1)
n—00 n n— 00 (1 4 %) -1 n—oo 1 — COS ;)
sen(1/n)
sen(2/n?) _ 1 ndle = — 1)
d) lim ¢ e) lim f) lim [(n2 _ 1)61/"2 _ n2]
n—oo (nzt?) n—o0 vn! n—00

1
a) lim nsen(—) =o00-07
n

n—oo

. 1 sen e, ~ve . 1
1 < e 1
. 1—{20 n sen ( ) m /n/ﬂ/

n— o0

/n _ En _ ~ e
lim 2 L 1 en In(a) — lim In(2)/nw | In(2)
1+e,)™ ~ eym n—oo  3/w 3

75Es decir, la sucesion a sustituir (infinito o infinitésimo) por otra equivalente debe estar multiplicando o dividiendo al total del
resto de la expresién.
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222 TEMA 8: Sucesiones

n—oo n—oo

2 (1
sen” (5- 0
c) lim #"1) =-7
n—oo 1 — cos (;) 0
)1 sen e, ~ & )
lim S \an) (%) = = lim (1/27) = 1
n—oo 1 — cos %) 1 — cos £n n—oo 1/2-(1/m)? 2
—cose, ~ —
2
sen(2/n?) _ 1 0
efn — 1 ~ &y
sen(2/n?) _ 1 2 /n2 92 /n2
lim S = { sene, o~ gy = lim %&: lim /3n =
n— oo ln(22t?) n— oo m_1 n— oo P
In(ay) ! an, — 1
2(n? -1 2
= lim (n ) = |-
n— 00 3n? 3
3( sen(1l/n) - 1)
n € n -0
e) lim =X "0
n—00 vn! o0
Notar que: lim /n! S Y Y nrenyorn = lim - (2mn)'/2n =
n—00 n—00 n—oo €
0
.n {ln(27rn)] .on [ln(w) + ln(2n)} ..n In(2 zn>In,
= lim — exp = lim — exp|———| = lim — exp =
n—oo e 2n n—oo e 2n n—oo € 2n
lim —e’= lim — = o
n—oo € n—oo e
Entonces:
) e —1 ~ g,
nd (55 - 1) pdsen(i/n)
lim = sene, ~ & = lim ——2—— =
n—00 Yn! n—=00  /nne—n,/omrn
n! ~ n"e "\/2mn
U
= e 1(2mm)/2n s (2mn)1/2n A=
0 In(2
Notar que: lim (27n)/?" = lim exp [ n( wn)] = =1
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8.11. Infinitésimos e Infinitos 223

. 2
£) lim |(n%—1)e'/" —nz] =o00—007
n—oo
Vamos a intentar resolver este limite siguiendo distintos caminos y repasando los errores mas comunes
que se suelen cometer en estos casos.

V//'{zll
. 2 1 2 _ : — 1 — 5 1
1) lim |(n°-1) —n°| = nh_>m |:7LZ— 1 —)%2(} = nh_>m 1= >d { Erréncol

n—oo

., . . . - 2
Este resultado es erréneo y el paso incorrecto que hemos realizado ha sido sustituir e!/™" por

1. Como la in(zjeterminacién es oo — oo, es fundamental la velocidad de crecimiento de cada
término y e/ juega un papel fundamental aqui que no puede simplificarse de esa forma.

2) lim [(n2 - 1)61/”2 - nZ} = lim (71261/"2 — el - n2> =

n—roo n—oo
0
1/ .
. 2 € . 2 e —1lre . 1
= lim n? |e/" — —1] = lim (el/” —1) n? = " lim —y{j = ; Erréneol

oo-0

Este resultado vuelve a ser erréoneo. El fallo en este caso ha sido eliminar la exponencial en
una expresion cuya indeterminacion es oo - 0 y donde es fundamental determinar la velocidad

2 1/n? 2
el/n e

o A /n
con que n? = ooy (  — 1) — 0 y por tanto no se puede eliminar el término elng

en sumas y/o restas.

3) Vamos a ver la forma apropiada de resolverlo.

lim [(n2 - 1)el/n2 — 712} = lim |n? (el/”2 — 1) —el/”2 =

n—o0 n— o0
—_——
00 —00 000
. 2 n_—lrey,
lim n? (el/" - 1) c = lim n?= =1
n—o0 n—00 n
lim e/ =1
n—oo
0.5

Podemos verificar dicho resultado representado
graficamente los primeros términos de esta sucesion:
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9.1. Introduccion 227

9.1. Introduccién

Como hemos visto', hay determinadas féormulas para sumar los términos de algunas sucesiones particulares y
estamos interesados en estudiar de forma general en qué casos tiene sentido sumar sus infinitos términos:

{xn}:{x17l‘27...’xn’...} — S:x1+x2+.+xn+..

El resultado tendra sentido siempre que esta suma sea un nudmero finito. Sin embargo hemos comprobado que
los procesos donde aparecen infinitos términos tienen un comportamiento a veces peculiar, asi:

e Los conjuntos de numeros N, Z, Q, I, R, parecen ser unos mayores que otros, pero teniendo todos el mismo
namero de elementos, (infinito).

e Operaciones donde aparece el simbolo infinito a veces no estan determinadas.

Esto nos lleva a preguntarnos sobre las propiedades de la operacion de sumar infinitos términos. Asi por ejemplo:

e Sabemos que sumar infinitas veces un mismo nimero, por pequeno que sea, se obtiene como resultado el
valor infinito, como por ejemplo:

10°4+10°%+... =010 =

e La suma de infinitos términos, cada uno mas pequeno que el anterior, jes un nimero finito o infinito?

TR S
2 3 n T

e ;Se siguen verificando las propiedades conmutativa y asociativa en las sumas infinitas?

De forma general adelantamos que las propiedades de una suma infinita no seran las mismas que la de la suma
tradicional.

La teoria de las series infinitas® surgié para estudiar matematicamente estos conceptos, que como veremos se
haré a través de un proceso de paso al limite.

9.2. Sumatorio

Definiciéon 9.1. Sumatorio

Un sumatorio es una notacién mateméatica que permite representar una suma de un nimero finito o
infinito de términos y se expresa mediante la letra griega sigma mayiscula 5 de la siguiente forma?:

b
Zm(z) =z(a)+x(a+1)+2(a+2)+---+2(0b)| ; a,b finitos o infinitos, con a <b

i=a

donde x(7) es una expresion que depende de la variable i, denominandose:

i indice, (variable muda®)
a limite inferior
b limite superior

1Ver la Seccién 8.2, pagina 184.

2Ver la Seccién 9.3, pagina 229.

3Se lee: “Sumatorio desde i = a hasta b de z;”.

4Variable cuyo nombre puede ser cualquiera que no sea utilizada en la expresion.
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TEMA 9: Series

e Independencia de la variable muda:

e Variables independientes del sumatorio:

j=1

n n n
>p=YR=3R
j=1 i=1 a=1

m
E arT; = apT1 + apTo + - -+ apty, = agp(Tr + T2+ -

m
+ ) = ak Z @
=1

9.2.1. Propiedades de los Sumatorios Finitos

Clases de Caloulo |

© D @it o= (@ +y)
i=a k=a j=a
b n n b n n a,beR
° Zxﬁ— Z $¢:in == Zmi:Zm— Z T; n finito o infinito
i=a i=b+1 i=a i=a i=a i=b+1 a<b<n
: : a,beR a<b
N8 — B Ry ) 5 >
c Ry = e { 05Ch
b b
oZa:aZI:a(b—a—Fl) , a€elR
b b—c
o ij = Z T (Reordenacion de indices)
Jj=a j=a—c
o ZZmZyJ = (Z x2> Zyj (Sumatorios Combinados)
i=a j=b i=a J=b
Ejemplo 9.1. Sumatorio Simple
5
1 =1 4+ 1 + 1 + 1 =(B-2+1)=4
i=2
) ® ) ©®
Ejemplo 9.2. Sumatorios con Expresiones
Y (-f)=—-fo—fi—Ffam—fr==>_f
k=0 k=0
n+j
o > p(i) =p(m) +p(m+1)+ - +p(n) +p(n+1)--+p(n+j)
= a+j a+1l a+2 a+3 a+n
_1)d - _ — e (=)™
';( U v s Sl sy Sl S SO
= n n 2 1 1 2 n
D D e AN i e il e e e
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9.3. Series Infinitas 229

De una forma anéloga se define el productorio.

Definiciéon 9.2. Productorio

Un productorio es una notaciéon matemaética que permite representar un producto de un nimero finito
o infinito de términos y se expresa mediante la letra griega pi mayuscula (I1) de la siguiente forma®:

b
Hl‘i = Tg " Tg4+1 Lag42 " ---"Tp
i=a

9.3. Series Infinitas

Definicion 9.3. Sumas Parciales

Sea {a,} = {a1,az2,...,a,,...} una sucesi6on de numeros reales. Se denominan sumas parciales a
cada uno de los términos s; definidos como:

1
S1 = Qi = E (e77
=

2
So = a1+as = E a;
=l
3
$3 = a1+az+as = Eai
=il
n
S, = a1+t+a+...+a, = E a;
=1

Definicion 9.4. Serie Infinita o Serie

Se denomina serie infinita o simplemente serie a la sucesion de las sumas parciales de una sucesion

dada.
‘{sn} = {31,52,...,:5”,...}‘

Definicion 9.5. Suma de una Serie

Se denomina suma de una serie al valor del siguiente limite:

S = lim sn:Zai:al—l—ag—l—...—i—an—i—...

n—o00 ;
=i

El indice inferior del sumatorio puede ser un valor distinto de 1, incluido el cero o valores negativos.

5Se lee: “Productorio desde i = a hasta b de z;”.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |



230 TEMA 9: Series
Ejemplo 9.3. Serie Infinita

1T 111 1 _ 11 1
.SUC@SZOTL. {n!}n_o—{ol71!,2!7"'7TL!7"'}—{1,1,2,6,"',m,"'}

. o f1o1 1 111 B 5 8
o Serie: {Si}i_O_{SO,slvs%"'}_{O!7 a'f‘ﬂa a‘f'ﬂ‘f'i? "'}—{1?2,2737"'}
, 1 1 1 1 =1
- 6. — 15 — — — — R _— =
o Suma de la Serie®: S—nlgrgosn—o!+1!+2!+ +n!+ = E_On!—e

Por simplicidad, es muy comin representar mediante la notacién Y a,, tanto a la serie como a su suma.

9.4. Convergencia de las Series

Serie Convergente, Divergente y Oscilante

Definicion 9.6.

Se dice que una determinada serie es :

e Convergente: si S = lim s,
n—oo

o0
= Z z;=a, a€lR (El limite existe y es finito)
=0

oo
e Divergente hacia infinito: lim s, = g x; = £0o0
n—00 —
i

oo

e Oscilante: A lim s, = E T3
n—00 —
i

Las series divergentes son aquellas que no son convergentes (divergentes hacia infinito + oscilantes).

Definicion 9.7. Resto n-ésimo de una Serie

Se llama resto n-ésimo a la serie que resulta de suprimir los n primeros sumandos. Su suma, (que

también se la denomina resto, por abuso del lenguaje), si existe, es:

oo
Tn=8—8, =Tnt1 +Tpya+...= E T;
1=n—+1

9.4.1. Asociatividad de las Series

Las series no gozan de la propiedad asociativa en general. Asi, por ejemplo, la siguiente serie es oscilante”:

DD =1-141-1+1—1+-

n=0

Sin embargo agrupando de distintas formas, su suma puede ser diferente:

i(—l)”:(1—1)+(1—1)+(1—1)—|—(1—1)+~-- — 0
n=0
i(_l)":1+(_1+1)+(_1+1)+(_1+1)+'” — 1
n=0

6Ver la Seccion 8.9.1, pagina 203.
7Y por tanto no existe su suma.
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9.4. Convergencia de las Series 231

Definicion 9.8. Serie Asociada y Asociativa

e Una serie asociada de otra > x, es aquella que se obtiene agrupando varios términos z,, entre
paréntesis, sin cambiarlos de orden.

e Una serie se dice que es asociativa si su suma es igual al de cualquiera de sus series asociadas.

e Las series no oscilantes (convergentes o divergentes) son asociativas. La serie asociada tiene la misma
suma y caracter que la original.

e Si el término general de una serie tiende a cero, y al asociar la serie de p en p términos (p € N fijo),
se obtiene una serie que no es oscilante, entonces la serie inicial tiene el mismo caracter y la misma
suma que la serie asociada.

Nota 9.1. A veces puede resultar dificil detectar que una serie es oscilante.

Ejercicio 9.1. Determinar la suma de la serie:

3 1 L1 L 1 1 N
DB = — — —
-2 1.3 " 21.3 2.4 m—2)0-(n—1) (n—-2)-n

Como el término general tiende a cero, podemos en principio asociar sus términos:

1 1 1 1 1 1 1 1
In—-17Tn = (n—2)!-(n—1)_(n—2)!'n: (n —2)! (n—l_n> - (n—2)!(n—1)n:m y m>2

Por tanto®:

1 1 =1 1 1 1 1 5
D= gt gttt =) <+ +2l)=e—<1+1'+2!)=€—§

n=1

9.4.2. Conmutatividad de las Series

De forma general las series infinitas no cumplen la propiedad conmutativa, asi por ejemplo sea la serie:

an=$1+$2+"' (9.1)
y sean:
a1+a2+...
2
{b1+b2+--- 6:2)

las series formadas por los sumandos positivos y negativos respectivamente de > x,,. Segtn el conocido con el
nombre de teorema de Riemann:

1. Si las dos series de (9.2) son convergentes, la serie 9.1 también lo es, independientemente de la ordenacion
de sus términos.

2. Siuna de series de (9.2) es convergente y la otra divergente, la serie (9.1) es divergente, independientemente
de la ordenacién de sus términos.

3. Si las dos series de (9.2) son divergentes y el término general de (9.1) es un infinitésimo?, en funcion de

la ordenacion de los términos se obtienen series equivalentes a la serie de (9.1) convergentes a cualquier
numero prefijado, divergentes u oscilantes.

Por tanto en los casos 1 y 2 (donde basta que una de las series de (9.2) sea convergente), la serie (9.1) es
conmutativa mientras que el caso 3 no lo es.

8Ver la Seccion 8.9.1, pagina 203.
9Ver la Definiciéon 8.13, pagina 216.
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Definicion 9.9. Reordenaciéon

solo estos, pero en distinto orden.

Una reordenacién de una sucesion {z,} es otra sucesién que contiene todos los términos de {z,}, y

Ejemplo 9.4. Serie no Conmutativa

Dada la serie oscilante:
o0

n=0

obteniendo diferentes valores de su suma:

o0

[

9.4.3. Convergencia de Series Notables

Serie Aritmética

o (-)'=(1+1+-+D)+1-D+ (1 -1+ =a
0 5:_/

. i(—l)":(—1—1+---—1)+(1—1)+(1—1)—|—~~-=—a
n=0

DU-D)"=1-14+1-1+1—-1+-

y teniendo en cuenta que tiene infinitos términos +1 y —1, podemos ordenarlos de diferentes formas

anp=a1 +dn—1) = Zan:a1+(a1+d)+(a1+2d)+~~+

n=1

Como hemos visto'” la suma de los términos de una sucesiéon aritmética viene dada por:

a1 + ap

Sp = 5

=

S=lim S,=0
n—oo

Las series aritméticas son siempre divergentes.

Serie Geométrica

o0
ap =ar"t = E ap = a1 +arr+ar®+ -+

n=1

Como hemos visto'! la suma de los términos de una sucesiéon geométrica viene dada por:

1+r™
1—r

Sn:al

S = lim Sn:1

n—oo

a1

-

)

solosi |r] <1

Las series geométricas son convergentes si |r| < 1.

10Ver la Seccion 8.2.1, pagina 184.
HVer la Seccion 8.2.2, pagina 185.

Clases de Caloulo |

Pedro José Hernando Oter



233

9.4. Convergencia de las Series
Serie Aritmético-Geométrica
an=la+n—-1dr" ' =a+ (a+dr+ (a+2d)r*+ -
n dr
(1-7r)2

a(l —r™) +dr [1_{::1 —(n— 1)7‘"‘1} irl<1
Sn = — S = lim S, =
1—r n—»00 1—r

Notar que si d = 0 coincide con el resultado obtenido en las series geométricas.

Como hemos visto'? la suma de los términos de una sucesion aritmética viene dada por:
@

Las series aritmético-geométricas son convergentes si |r| < 1.

> 2n—1

> &

n=1

Ejercicio 9.2. Calcular la suma de la siguiente serie:

o0 n
1
= E (—=1+2n) () —  Serie Aritmético-Geométrica con o = -1, d=2y r=1/2
n=1

i 2n —1
2TL
n=1
Notar que para que sea una serie aritmético-geométrica completa le falta el primer término o = —1, por
tanto: i 1 2(1/2)
o r —
s, = = —(-1)=-2+4+1=3
Tt aor YT i Taoee Y At

Serie Arménica
Definicion 9.10. Serie Armoénica

Se denomina serie arménica'® a la siguiente serie:
1 11
I
n 2 3
n=1

S
+

‘La serie armonica es divergente.
Es facil de demostrar su divergencia ya que como todos sus términos son positivos se tiene:
1
con k— o0

)DEJEETE SIS 0. WSS S W S RS SR
—n 2 34 5 6 7 8 9 10 16
>2.5=4 >4-3=3 >8-46=1%

12Ver la Seccion 8.2.3, pagina 186.
a él. Se llama media armdnica de dos nimeros a y b al nimero m tal que:
2 1 1
- o m=

13El nombre de armdnica proviene de que cada uno de sus términos es la media arménica de los términos anterior y siguiente
S=c4y T
a

m a

Ver la definicion de progresion armdnica en Seccion 8.2.5, pagina 187.
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TEMA 9: Series
9.4.4. Serie Telescépica

Definiciéon 9.11. Serie Telescopica

n
Se dice que una serie asociativa*: E Tp =21+ 2o+ -

n=1
es telescopica, si existe una sucesion {a,} = {a1,a2,a3, - ,a,,---} talque z; =a;—a;41 Vi € N.
n n
> tn=
n=1

—Z(an—an+1) = (a1 — 99) + (95— 98) + (95— 94) + - + (@7 — @nt1) = @1 — Anp1

Las series telescopicas son convergentes si {a,} es convergente y en ese caso su suma vale:

o0 n n
S, = E T, = lim E T, = lim E (an — apy1) = lim (a3 — aps1) =a; — lim a,

Ejercicio 9.3. Calcular la suma de las siguientes series:

oo

a) anin b Y log it

0g ————~
n=1 n=1 n(n + 2)

1 1 1
D iend ) mpl Seccion 11.1.1, pagina 267): = = - —
a) Descomponiendo en fracciones simples (Seccion , pagina ) T Yy "
1
n+1
Por tanto:
L | /1 1 1 1 11 1 1 1 1
Sn;kuk;(nrﬁl)<12>+(23>+'“+(n_1n>+(nn+1)
B 1
- n+1
Asi pues: Zn:;:lims = lim (1- 1 :1—0:
k*lkz—’—k‘ noseo n— o0 n—+1

Notar que el término a; = 1 se refiere al primer término de la sucesion a,, = +

ynode =z, =

i
b) Notar que:
- (n+1)2 22 32 (n+1)2
n= 1 :1 1 _ - 1 - =
8 ;Ogn(n+2) SRR H Y (R

2 3 3 4 1 2
B S e

g
n n+1
Por tanto, si consideramos la sucesion:

n+1 2 3. 4 n+1
— = dlos 2 . log 2 Z o1
{a,} {log - } {ogf og5,log -+ log ——, }

Entonces:

oo
(n+1)2 .
;logm :a1—nlL%an:log2—log1:log2—0:

14Ver la Definicion 9.8, pagina 231.
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9.5. Criterios de Convergencia

Definicién 9.12. Criterios de Convergencia

Se denominan Criterios de Convergencia a determinadas condiciones que garantizan la convergencia
de una serie.

Los criterios de convergencia dependen del tipo de serie y los podemos clasificar en:
e Criterios de convergencia generales
e Criterios de convergencia para series de términos no negativos
e Criterios de convergencia para series de términos positivos y negativos

e Criterios de convergencia absoluta.

9.5.1. Criterios de Convergencia Generales

Los criterios de convergencia generales son aquellos que sirven para todo tipo de series.

Teorema 9.1. Criterios Convergencia Generales

e Condicion del Resto: Para que la serie Y | z,, sea convergente es necesario, (pero no suficiente),
que:

lim =z, =0
n— o0

Es decir que su término general sea un infinitésimo'®.

e Criterio de Cauchy'‘: Una serie de términos reales Y z,, es convergente sii:

Ve>0 AINe€N : Vn>N,p>0 |zp+Zpt1+- 4+ Tngpl <€

Es decir, que cuando n — co se cumpla que |z, + Tp41 + - + Tpyp| — 0 independientemente
del valor de p > 0.

Ejemplo 9.5. Condicién del Resto

> 1 1
° Z nt Es divergente ya que lim ntl_ 1#£0
el n—oo

n n
o0
° E — No podemos decir nada sobre su convergencia.
n
n=1

15Ver la Definicion 8.13, pagina 216.
16E] criterio de Cauchy, al igual que pasaba con las sucesiones de Cauchy y el Teorema de Completitud de R), (ver la Seccion 8.7.2,
pagina 195) es poco practico, pero muy clarificador de la estructura de una serie convergente.
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9.5.2. Criterios de Convergencia para Series de Términos No Negativos

Las series con todos sus términos no negativos'” poseen, entre otras, las siguientes buenas caracteristicas:
e No son oscilantes (o bien convergen o bien divergen)

e Son asociativas'®, es decir, tienen la misma suma y caracter que cualquiera de las series que se obtienen
agrupando sus términos entre paréntesis.

oS was'? decir, ti la mi 4 lqui d d j

on conmutativas ”, es decir, tienen la misma suma y cardcter que cualquiera de sus reordenaciones,
(series con sus mismos sumandos pero en distinto orden).

e Si ) x,y Y. x, son series de términos no negativos:

o

o0 o0 o0 o0
Z(:f:n—l—x;):anﬁ-Zx; 2 Zcxn:chn ;i c€R

Nota 9.2.

e Si una serie tiene todos sus términos negativos, sacando como factor comun a —1, se reduce a una serie de términos
positivos.

e Si una serie tiene un numero finito de sumandos negativos, y todos los demés son positivos, se la tratard como a suma
serie de términos positivos, pues se la puede expresar como una suma finita mas una serie de términos positivos, (e igual
al contrario).

Vamos a ver algunos de los criterios mas ttiles para el estudio de la convergencia de las series de términos no
negativos.

Criterios Generales de Comparacion

Los criterios de comparacion reducen el estudio de la convergencia de una serie dada a la comparacion de los
términos de la misma con los de otra serie de referencia, de la cual es conocida su convergencia o divergencia.

e Criterio de Comparaciéon de Gauss (o de la Mayorante)

Sea |0 <z, <y, Vn €N (o a partir de un cierto indice) ‘ Entonces:

Si Yy, converge — > x, converge.
Si Y x, diverge = >y, diverge.

e Criterio de Comparacion de Paso al Limite

%
Sea |zy,y, > 0Vn €N (o a partir de un cierto indice) ‘ y sea | lim == =/
n— oo yn

Si0</< 400 = > &, , > yn Tienen el mismo cardcter (convergente o divergente)

., Si >y, converge = >, converge
SR - { Si > x, diverge = Yy, diverge

. Si > m, converge = >y, converge
Sl ReY = { Si Yy, diverge = > =z, diverge

17Con términos positivos o cero.
18Ver la Definicion 9.8, pagina 231.
19Ver la Seccién 9.4.2, pagina 231.
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Serie Arménica Generalizada

Serie Armoénica Generalizada

Definicion 9.13.

Se llama serie armonica de orden o € R (o armoénica generalizada o hiperarmoénica) a la
siguiente serie y con las siguientes caracteristicas:

ii_1+i+i+ +i+ a<l Divergente
< n> B 20 3 T opa T a>1 Convergente
n=

Es facil verificar este resultado, ya que Va € R n% >0 VneN
e a =1 Serie Arménica?® = Divergente

1 1 . . . C. Comparacion .
e a <1l Como — > —y la serie armodnica es divergente =2 Divergente
n n

e a>1 Como es una serie de términos positivos, podemos asociar los términos:

ii—u SRR Y (UL U (N S
— ne - 2u 3a Jo o 6o 7o e (22’)04 e (2i+1 _ l)a T

2 1 22 _ 1 —1_
<3F=ga-T <33a=3%a-32 <@a-Ty

Por tanto cada término de la serie es menor que cada uno de los términos de la serie:
oo
> e
9a—1Y)t
n=1 ( )

ue al ser una serie geométrica®® de razon ———1 < 1, (ya que a > 1), es convergente.
) ’ ’

Ejercicio 9.4. Estudiar el caracter de las series >, en los siguientes casos:
2
sen”n n+ 2logn
by o "t2logn

3n n

sen“n 1 . o , C.C
a) Como n < a0 ¥ ésta es una serie geométrica de razoén 1/3 <1 e

e 24+ 2nlo i
b) Como lim —2— = lim w:l y Z% es divergente C'glm

n—00 1 n— o0 n2
n

Criterios Automaticos de Convergencia

A partir de los criterios de comparacion®® se pueden deducir casos particulares, cuya determinacién de la

convergencia es directo, sin necesidad de compararlos con alguna otra serie.

20Ver la Definicion 9.10, pagina 233.
21Ver la Seccion 8.2.2, pagina 185.
22Ver la Seccion 9.5.2, pagina 236.
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o Criterio de la Raiz

Sir<1l = 3 x, Converge
Sea Entonces si nh_}rrgo By =17 S% r>1 = >z, D-ive.rge .
Sir=1 = Este criterio no decide
e Criterio del Cociente o de D’Alambert
= Sir<1l = Y z, Converge
Sea Entonces si | lim —FL = Sir>1 = ) =z, Diverge
" In Sir=1 = Este criterio no decide

e Criterio de Raabe

z
Sea Entonces si | lim n <1 = "+1) =r

n—00 By

Sir>1 = > z, Converge
Sir<1l = >z, Diverge

Sir=1 = Siademasn (1 — "+1) < 1 a partir de un cierto indice = )z, Diverge

Tn

Nota 9.3.
e El criterio de la raiz es algo més eficiente (sirve para méas casos) que el del cociente.

e El criterio de Raabe es el méas eficaz y permite resolver algunos problemas del tipo zp4+1/zn — 1, donde los dos
anteriores son inoperantes.

Ejercicio 9.5. Estudiar el caracter de las series >, en los siguientes casos:

1 3n+2\" n!
= — b = 5 =
a)  an n! ) wm=n (4n+3) ) ala+1)...(a+n-1) (a>0)

1

Tn+41 1 (n+1)! n! o

! 1 i
a) Como lim = lim —5— = lim ——— = lim —=0<1 ©-Codjente Convergente

n:

3 2\" 3 2 3 3 i
b) Como fim fnt (P52) = tm wf (2] <1 f =G < OB

c) Si aplicamos el criterio del cociente:

n 0! 1)... -1 1
lim Intl _ li (nt+1tala+1) (a+n ) = lim nt =1 —— No sirve
n—oo Iy, n—ooonlala+1)...(a+n—-1)(a+n) n-oca+n

Sin embargo, aplicando el criterio de Raabe:

+1 a>1 Convergente
lim n (1 — m”“) = lim n <1 _n > — lim 7" a<l Divergente
n—o00 Ty n—o00 a—+n n—oo a4 -+n
a1 7
Para a = 1 se tiene:
n! n! 1
R T DU

Como es una serie con términos constantes, es | Divergente
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Otros Criterios: del Logaritmo y de la Integral

e Criterio del Logaritmo

Sir>1 = ) z, Converge

_log z, : -
Sea Sj nll?&o ]oogg; — Sir<1l = > =, Diverge

A partir de un

. . == zy, Diverge
cierto indice 2

Sir=1 —

e Criterio de la Integral
Sea x, una serie de términos positivos y decreciente 1 > xo > ... >z, > ... > 0.
Sif:[1,400) — R es una funcion positiva y mondtona decreciente sobre [1,+00) tal que f(n) =z,

Vn € N. Entonces Y z,, serd convergente o divergente sii**:

oo a SireR = > x, Converge
/ f(z)dx = lim flz)dx=r
1

a—r 00 1

Sir=+00 = )z, Diverge

Ejercicio 9.6. Estudiar el caracter de la series >z, donde:

1

xn:m
n

En este caso el criterio de la Raiz no sirve y el de Raabe resulta complicado. Sin embargo, aplicando el
criterio del Logaritmo:

—log logn)log (1 + 2 2\" :
i 08T _ o (plogmlog (14 5) o 10g<1+> —loge? =21 98
n

n—oo logn n—oo logn n—oo

Ejercicio 9.7. Estudiar el caracter de la siguiente serie en funcion del pardmetro o € R:
oo

1
Z nlog®n

n=2

Si a =0 se tiene > % y la serie es divergente. Si a # 0, como todos los términos de la serie son positivos
y decrecientes, podemos aplicar el criterio de la integral:

/oo S —hm/tdx _fu=logr L, [Tdu
5 xlog®z t—oofy xlog®x du:df oo Jy u®

e Sia=1:
t du Ny
lim — = lim logu|g = lim loglog n|g = lim (loglogt—loglog2) = o0 =  Divergente!
t—oo fo u t—o0 t—00 t—o0
e Para a # 1:
o ffdu 1 b1 1| . 1 1
lim —=lm ——«— = lim — = lim — — —
t—oo [o u® t—o00 (1 — a)ua—l a—1t=o0 Jog® " x 9 a—1 t=oo\log® "t log® "2

Si a > 1 este limite es finito y la serie es convergente, y si &« < 1 el limite es infinito y la serie es
divergente.

23Ver la Seccion 11.2, pagina 276.
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240 TEMA 9: Series

9.5.3. Criterios de Convergencia para Series de Términos Positivos y Negativos

Vamos a estudiar ahora los criterios de convergencia para las series de ntimeros reales que poseen un ntmero
infinito de términos positivos y un ntamero infinito de términos negativos.

Empezamos por un tipo particular de esta categoria de series.

Series Alternadas

Definicion 9.14. Series Alternadas

Se denomina serie alternada a las series cuyos sumandos son alternativamente positivos y negativos,
y ademaés, decrecientes en valor absoluto:

oo

(—1)" Mz, =2y —zp+z3—24 +... donde  |z1| > |z2| > |xg| > ... >0

n=1

Criterio de Leibniz

oo
Una serie alternada E (=1)"*'z,  es convergente sii lim z, =0|
n—oo
=l

Nota 9.4. Se permite que  |z1| > |z2| > |z3| > ... >0, siempre y cuando lim z, =0.
n—o0

Ejercicio 9.8. Estudiar la convergencia de la serie armoénica alternada:

> 1 1 1 1 1
—)PH D=1
;( ) n 2+3 4+5

. C.Leibniz
Como es alternada y nh_{rgo Tp, =0 =

9.5.4. Criterios de Convergencia Absoluta

Definicion 9.15. Convergencia Absoluta

e Se dice que una serie Y z,, de términos reales cualesquiera es absolutamente convergente si
converge la serie:

> |zl

e En el caso de que diverja se dice que es absolutamente divergente

e Las series convergentes que no son absolutamente convergentes se las denomina
condicionalmente convergentes.

Clases de Caloulo | Pedro José Hernando Oter



9.5. Criterios de Convergencia 241

Criterios de la Convergencia Absoluta

e Una serie es absolutamente convergente sii la serie formada por sus términos positivos y la serie formada
por sus términos negativos son ambas convergentes.

e Toda serie absolutamente convergente es convergente. El reciproco es falso en general.

Ejemplo 9.6. Serie Condicionalmente Convergente

La serie armdnica alternada®*:

> 1 1 1 1 1
B LS i P R
7;( ) n 537175

Es convergente, pero no absolutamente convergente por tanto es condicionalmente convergente.

Ejercicio 9.9. Sea {a, } una sucesién cualquiera de nimeros reales. Estudiar la convergencia de la serie:

[o ]
sen a, sen ap sen as sen as
Z 3n 31 + 32 + 33
n=1

Esta serie de forma general no es una serie alternada, ya que los valores de sen(a,) crecen y decrecen
continuamente, por tanto no se puede aplicar el criterio de Leibniz?®.
Sin embargo como:

1
=g

sena
‘ i (independientemente del valor de los ay,)

3’IL

y la segunda es una serie geométrica de razén % < 1, por tanto convergente, aplicando el criterio de

comparacion:

sen a, Sen a, sen a,
E convergente —> E absolutamente convergente =—- E convergente
3" 3n 3n

Propiedades de las Series Absolutamente Convergentes

Sean Yz, e >y, dos sucesiones cualesquiera de nimeros reales absolutamente convergentes. Entonces se
verifica:

> (xn+Yn) =>.Tn+> Y, También es absolutamente convergente.

> (Tn Yn) =>.%n-» Yy, También es absolutamente convergente.

24Ver el Ejercicio 9.8, pagina 240.
25Ver la Seccion 9.5.3, pagina 240.
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242 TEMA 9: Series

9.6. Series de Potencia

9.6.1. Series de Taylor

Una funcion f(z) suficientemente derivable en un punto de su dominio = a puede expresarse a través del
desarrollo de Taylor®® de orden k de la siguiente forma:
k
(n) (g
fl@)y=>" f—'()(x —a)" + Ry.o(z) ; z € Ea,r)
= nl

donde r es el radio de convergencia®” del desarrollo y Ry, () es el resto del desarrollo, verificAndose:

lim Ry .(z)=0 Va € E(a,r)
k—o0

Definicion 9.16. Serie de Taylor

Toda funcién®® f € C* en 2 = a puede expresarse de la siguiente forma conocida como serie de
Taylor?’:

2 £(n) (g
fl@)=>_ fn—,()(gc — ) Va € E(a,r)
n=0 :

Las series de McLaurin son series de Taylor para el caso particular a = 0..

Ejemplo 9.7. Ejemplos de series de McLaurin.
1 o0
o = Zr" = l+a+a”+a2°+-- lz] <1 Serie Geométrica
1—2
n=0
o0
1 R
T __ Y R J— J— [N
e ¢ _Zn!L —1+1!+2!+3!+ reR
n=0
o0 g
(_1)77, 2n 1‘2 J’A JJG
e cosr = " =1—- =+ — — —+--- zeR
2 TR
n=0
o0
(=" 2n+1 @ ab at
e senzr = —= =r— =+ =—=+ reR
ng() (2n 4+ 1)! 3t 5 7
o0 9
(_1)n,+1 ) 1.2 .’1,'3 .’1,'4
o log(l4+x) = A S T T r>—1
Bl+e) = 3 >ty
n=1
e La serie de Taylor no es un polinomio, ya que un polinomio es una suma de un ntamero finito de
términos (monomios), mientras que una serie®’ es una suma de infinitos términos.
e No todas las funciones tienen asociadas series de Taylor en algin punto, ya que como hemos
comentado®! es necesario que la funcién sea de clase C* en dicho punto.

26Ver el Teorema 6.1, pagina 147.

27Ver la Seccién 9.6.3, pagina 245.

28Ver la Definiciéon 5.11, pagina 128.

29La serie de Taylor de una funcién en un punto es la extensiéon de su polinomio de Taylor a infinitos términos.
30Ver la Definicién 9.4, pagina 229.

31Ver la Definicién 9.16, pagina 242.
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Ejemplo 9.8. Representacion grafica de los desarrollos de McLaurin de distintos érdenes de la funcion,

1
La serie de McLaurin de esta funcion es:
1 o0
f(x):1+x2:Z( Dia? =1—a? +2* — 2%+ 2% - 20 +. ; lz] <1
n=0

En las siguientes graficas se muestra la funcion f(z) y algunos términos de la serie truncada a distintos
érdenes n, observandose el ajuste progresivo de los desarrollos a la funcién en el dominio®? (—1,1).

1

flz) = —— Desarrollos de McLaurin de f(z)

1+ z2

1.2 1.2

1 1

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0 0

4 2 0 2 4 4 2
X

1
Ejemplo 9.9. Series de Taylor en distintos puntos de la funcién: flz) = T
—z
Los desarrollos de Taylor de f(x) en torno a ¢ = —2, x = 0 y x = 2 son los siguientes, junto con sus
correspondientes zonas de convergencia:
1 1 1 1 1 1
=-+= 2) + — 2)%? 4+ — 2)% + — 2)4 4 ; € (-5,1
T2 3+9(ﬂc+ )+27(33+ ) +81(3c+ ) +243(:c+ )+ x € ( )
1 2 3 4 5 6 7
. =l4+o+a+°+2"+2°+a” +2" + - ; z e (-1,1)
—x
1 2 3 4
l_x:—1+(x—2)—(m—2) +(z-2°—(x—2)"+--- ; z € (1,3)
10
En la siguiente grafica podemos observar la funcion f(z) (en 5 0
negro) junto con las series de Taylor de la funcién obtenidas al ez
desarrollar en torno a los puntos x = —2 (azul), + = 0 (rojo) y =0
x =2 (rosa). .
Se puede observar como cada serie ajusta a la funcién en un
dominio determinado, denominado intervalo de convergencia®>. a0k . 1 s 4
El intervalo de convergencia depende de la funcién y del punto de desarrollo, pudiendo ser en algunas
funciones todo R y en otras unicamente un punto, correspondiente al punto de desarrollo.

Las series de Taylor son casos particulares de las conocidas como series de potencia.

32En la Seccién 9.6.4, pagina 245 se dara una explicacion a la existencia de este dominio.
33Ver la Definicion 9.19, pagina 245.
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9.6.2. Series de Potencia

Definiciéon 9.17. Series de Potencias

Una serie de potencias de x en torno al punto x(, denominado centro, es una funciéon del tipo:

n

(o)
Zan(az—xg)"z lim Zai(m‘—xo)i:ao + ai(x —20) + az(x —x:0)* +---
n=0

n—oo -
=0

donde x es la variable independiente y a; son constantes.

e Las series de Taylor son series de potencia donde los términos a, vienen dados a través de las
derivadas sucesivas de una determinada funcién. De forma general los términos a,, de las series de
potencia no provienen de ninguna derivada de alguna funciéon y por tanto no son series de Taylor.

e Cada uno de los desarrollos (infinitos) de Taylor de una funcion en torno a puntos distintos g, vienen
dados por series distintas®! que tienden a la funcién original en determinados dominios.

. . 2 ., g
e Cada una de las series de potencia® corresponden con una funcién de un grupo de funciones

denominadas funciones especiales>C.

Ejemplo 9.10. Series de potencia con distintos centros.
Vamos a analizar una misma serie de potencias con los mismos coeficientes pero con centros distintos.

e Serie de potencias en torno a xg = 0.

55 66 77
Tt ot

i n m"—0+lx+gx2+ix3+ix4+—
—nttlT 2 5 10 17 26

. . , . =11
En la siguiente grafica se muestran algunas funciones n=5

correspondientes a trozos de la serie truncados para
distintos valores de m. Vemos que cada uno de ellos : n=31
corresponde con una funcion distinta, pero que son similares
en torno al punto xy = 0. También podemos observar que
mientras que las partes derechas (positivas) tienden a
parecerse, las partes izquierdas (negativas) en funcion de
que n sea par o impar tiende a —oo y 400 respectivamente. B} /

e Serie de potencias igual que la anterior pero en torno a xg = 2.

> n 1 2
E —2)" = —(z—2 “(x-2)% + —(z—2)3
20 (@=2"=0+ 5(@=2) + (=27 + ;-2 +

=11

Vemos que todas las graficas son iguales a las calculadas en
torno al punto xy = 0, pero desplazadas dos unidades a la
derecha. o

34Ya que poseen coeficientes distintos correspondientes a los valores de los términos f (") (z0).-
35Caracterizadas por un determinado centro zp y un determinado conjunto infinito de coeficientes a;.
36Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367.
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9.6.3. Radio de Convergencia

Definicion 9.18. Radio de Convergencia

Para toda serie de potencias existe un valor 0 < r < oo denominado radio de convergencia de la
serie en torno a xg, para el cual:

o0
Z (@ — 29)" Converge absolutamente®” para |x — xo| < r
. " 0 Diverge para |z — xg| > 7
n=
Nota 9.5.
e sir=0 ——  Unicamente converge en el centro xg

e sir=oo — Converge para todo x € R

Ejemplo 9.11. Radio de Convergencia

El radio de convergencia en las series del Ejemplo 9.10, pagina 244 es r = 1.

Definicion 9.19. Intervalo de Convergencia

Dada una serie de potencias en torno a x = x( con radio de convergencia r, se denomina intervalo de
convergencia al intervalo (zg — r,z¢ + r), de forma que:

Diverge 2 Converge Absolutamente 2 Diverge
4 L iy
e —m) <r < (wo—r,m0+7)] b i J ;
Xp-Tr Xo Xog*tr

Los extremos del intervalo xg — r y z¢ + r son puntos de convergencia indeterminada, que necesitan de
un estudio aparte para determinar si la serie converge o diverge en ellos.

9.6.4. Criterios de Convergencia

Para determinar el radio de convergencia r de una serie de potencias, se pueden utilizar diferentes criterios
de convergencia®® particularizados para este tipo de series. Vamos a ver un par de ellos, ya conocidos, que
suelen ser muy utiles en la determinacion del radio de convergencia r de una serie de potencias.

Teorema 9.2. Criterio de la Raiz

Si 0 <r < ooesel radio de convergencia de una serie de potencias y .. a,(z — xo)", entonces si el

siguiente limite existe, el valor de r queda determinado de la siguiente forma?’:
Vi 1
n— oo L

‘|x—x0|<r = po—r<z<zg+tr — IntervalodeConv.:(:Co—r,xo—i—r)‘

37Ver la Definicién 9.15, pagina 240.

38Ver la Seccion 9.5, pagina 235.

39Notar que de forma general el criterio de la raiz sirve para determinar la convergencia o divergencia de series con términos no
negativos (ver la Seccion 9.5.2, pagina 237), en funcién de que el valor de dicho limite sea menor o igual a 1. Para el caso particular
de la series de potencias, que siempre son convergentes en al menos un punto de su dominio (el centro de la serie), el valor de dicho
limite se puede utilizar para determinar (a través de su inverso) el radio de convergencia.
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Consideraciones a tener en cuenta sobre el criterio de la raiz:

e Solo es valido si existe el limite. En caso contrario hay que utilizar otro criterio.
e No se puede aplicar directamente si infinitos términos a; son cero.

e En los puntos frontera del intervalo: z = xo — Ry * = xg + R, este criterio no decide la convergencia.

Teorema 9.3. Criterio del Cociente

Si 0 <r < ooesel radio de convergencia de una serie de potencias y_ .- a,(z — xo)", entonces si el
siguiente limite existe, el valor de r queda determinado de la siguiente forma:

1
=L (0<L <) = lim {/|a,|=L — r=—
n—oo

‘|x—x0|<r = axp—r<z<ztr — IntervalodeConv.:(zo—r,:ro—}-r)‘

‘La

s consideraciones a tener en cuenta sobre este criterio son las mismas que en el criterio de la raiz. ‘

Ejercicio 9.10. Calcular el radio de convergencia y el intervalo de convergencia de la serie de McLaurin
de la funcion:
f(z) = arctan x

La serie de McLaurin de la funcion arcotangente es facil de calcular:

— (1) 1 1 1
f(x):arctanx:Z%xQ"'H:m—§x3+gm5—?x7+~-~ ; lz] <7
n

n=0

Donde r es el radio de convergencia. Para determinarlo podemos aplicar el criterio del cociente:

_ fim 2(n+1)+1_1. 2n+3:

= lim
n—00 2n +1 n—oo 2n + 1

r= lim
n—oo

Ap41

Por tanto, teniendo en cuenta que el punto de desarrollo es xyg = 0, el intervalo de convergencia, en
principio, es:

‘(3:0—7“7330—1—7’) = (—1,1)‘

Para analizar la convergencia en los extremos del intervalo x = 1 y x = —1 podemos estudiar las series
resultantes:

f(1) = arctan(1) = Z (=" (1)t =1 — % 4 é _ ; 4= Z(_l)n !
=0

f(=1) = arctan(—1) = Z ;;ir)i (=1t = 14 1.1 + 1 Z(_l) 1

n=0 n=0

Como ambas series son alternas (ver la Seccion 9.5.3, pagina 240) y el limite de su termino general tiende
a cero, por el criterio de Leibniz, ambas son convergentes. Por tanto el intervalo de convergencia es:

‘(:co—r,:co—i—r): [—1,1]‘
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En la siguiente figura se representa la funciéon arctan(z) (en azul) y st
la serie de McLaurin de dicha funcion (en verde), comprobando que
ambas solo coinciden (convergen) en el intervalo [—1,1].

Ejercicio 9.11. Determinar, en caso de ser posible, el radio de convergencia de las siguientes series de
potencia.

oo o0 o0
(z+2)" nt o 1 n
Q) D b D e ) D 5g@=9)
n=0 n=0 n=1
a) Aplicamos el criterio de la raiz.
o .o .11
b=y, Vie= o Var =033
R 1 5 N si |x+2] <2 Serie Convergente —4 <z <0
L si |z+2|>2 Serie Divergente <-4, 2>0
8
6
En los extremos * = —4 y ¢ = 0 no podemos .
asegurar la convergencia con este criterio. Si >
dibujamos la serie para un valor alto de n vemos que 2
la serie converge para x = —4 y diverge para x = 0. 0

x
b) Aplicamos en este caso el criterio del cociente.
+1 n+1
. lans . (n(n+)1)! . (n+1)"tin o on+1/n+1\" ) 1\"
L= lim |—|= lim —F%— = lim ————— = lim =lim (1+—-) =e
n—oo | a n— o0 o n—oo n”(n + 1)! n—oon + 1 n n— o0 n
1 1 si |z| <1/e Serie Convergente —1/e <z <1/e
R=—-—=- = . LA
L e si |z| >1/e Serie Divergente 1z < —1/e, x>1/e

Notar que se podria haber calculado el valor del limite del cociente |a,/an+1| obteniéndose
directamente el valor del radio de convergencia R, (sin necesidad de invertir el resultado).

4
3

En los extremos # = —1/e y # = 1/e no

podemos asegurar la convergencia con este criterio. = 2

Si dibujamos la serie para un valor alto de n vemos 1 ’__,_/

que la serie converge para x = —1/e y diverge para 0

x=1/e. | ‘
7 0 07 03
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c¢) Intentamos también aplicar el criterio del cociente.

1
o On41| .. (n¥D)3nFl o n3" T
R 1 3 N si |z —5] <3 Serie Convergente 2<x <8
L si |z —5] >3 Serie Divergente <2, z>8

En los extremos x = 2 y x = 8 no podemos asegurar

la convergencia con este criterio. Si dibujamos la serie >
para un valor alto de n vemos que la serie converge

para x = 2 y diverge para x = 8.

l‘\JII—'Ol—'NL\J#Lﬂ
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10.1. Calculo del Area 251

10.1. Calculo del Area

Es facil determinar el 4rea de figuras planas regulares como: paralelogramos, tridngulos, hexagonos, circulos,
etc., ya que existen formulas sencillas para su célculo. Sin embargo para figuras mas generales que no estén
compuestas de estas figuras elementales no existen ningun tipo de férmula que nos permita determinar su area.
En este tema vamos a estudiar el método de determinacion de areas de todo tipo de figuras planas, y la
generalizacion de dicho método que dara lugar al concepto de integral' de una funcion.

Partamos de una figura plana general cualquiera como se muestra en la parte izquierda de la siguiente figura.

fx)

Estamos interesados en el célculo de su area. Una forma de hacerlo seria particionarla en trozos mas pequenos
(figura central) de forma que el borde exterior de cada uno de ellos se pudiera aproximar mediante una funciéon
f(z) (figura derecha).

Si tuviéramos un método de calculo del area debajo de una curva dada por una funcion cualquiera entre dos
valores de su dominio, podriamos aplicarlo a cada uno de los trozos de la figura® y sumando dichos valores se
podria obtener el drea total de la figura en cuestion.

Vamos por tanto a estudiar la forma de obtener este método de célculo de areas debajo de funciones.

10.1.1. Area Debajo de una Curva

Sea f(r) una determina funciéon positiva® y queremos determinar el area comprendida entre la funcién y el eje
x entre dos valores dados a y b de su dominio (ver la parte izquierda de la siguiente figura).

y fx) Y fx)

a X; b X
Area Aproximacién del area

Q
) B
M

Una forma aproximada de determinar dicha area consiste en particionar el intervalo [a, b] en una serie de puntos
z; de la siguiente forma (ver figura derecha):

[€;—1,2;] : subintervalo i

P={a=m,z1, Tn-1,2n =0} = { Az; : Amplitud del subintervalo i

donde P es la particion formada por el conjunto de todos los puntos x;, de forma que se generan subintervalos
entre cada dos puntos sucesivos de la particiéon, con una longitud (amplitud) Az;.

Vamos a ver las formas de aproximar el valor del area buscada, a través de las denominadas sumas inferiores y
SUPETLOTES.

IVer la Definicién 10.1, pagina 252.
2Cada uno de estos trozos tendria asociado una determinada funciéon f(z) distinta en cada caso.
3Es decir, sus valores se encuentran por encima del eje z. Posteriormente se generalizara a cualquier tipo de funcion.
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10.1.2. Sumas Inferiores y Superiores

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada en un compacto [a,b] y sea P = {a = g, 21, ** ,Tn_1,T, = b} una
particion cualquiera. Se define en cada subintervalo [z;_1, z;] los siguientes puntos:
M;

A m;
N N

e m; : minimo de f en el subintervalo [z;_1,x].

e M; : maximo de f en el subintervalo [z;_1, z;].

a=Xp X; X X3

A través de ellos se definen la sumas inferiores y superiores asociadas a la particiéon P a los siguientes valores:

y S(P)
n
e Suma Inferior s(P) = ZmiAxi
i=1
= s(P
e Suma Superior S(P) = Z M;Az; *
— R
’ a=XxX, X; X> X3 X,=b

Cada uno de estos dos valores representa una aproximacion por defecto y por exceso del valor exacto del area
buscada. Este valor exacto del area debajo de la curva, en caso de que exista, se puede obtener haciendo una
particién con infinitos subintervalos. En este caso las sumas inferiores y superiores coincidiran y corresponderan
con el valor del area buscada:

y

Area = lim ;miAmi = nll)ngo; M;Az; = nll)rr;o; f(z)Ax;

n—00 4

Este proceso de paso al limite en la particiéon de una regién debajo de una
curva es la que da lugar a la definicion matematica de integral definida
de una funcién que veremos a continuacion.

10.2. Integral de Riemann

Definiciéon 10.1. Funcion Integrable e Integral Definida

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada en el compacto® [a,b].

Se dice que f es integrable segiin Riemann® o R-integrable en [a,b] y se denota por f: f o

f: f(x)dr al nimero real (positivo o negativo) dado por el siguiente limite®, en caso de que exista:

b b n n n
/a = /a f(z)dx = nh_}n;02miA:ci = nli)néo;A/[iAmi = nll)ngoz_;f(xl)sz

Al valor del limite se denomina integral definida de f entre a y b.

4Ver la Definicion 1.21, pagina 35.
5En la Definicion 11.3, pagina 278 se extiende esta definicién a funciones no acotadas y/o definidas sobre dominios no compactos.
6Ver la Definicién 3.1, pagina 75.
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10.2.1. Propiedades de la Integral Definida

1. Una funcion es integrable en un compacto [a, b] si tiene un ntmero finito de discontinuidades finitas
en el intervalo. Por tanto no es necesario que una funcion sea continua para que sea integrable.
. . . . Y )
Notar que el drea debajo de un punto es cero, pudiendo existir un N
numero finito de discontinuidades, siempre que sean de salto finito ;
(ver la Definicion 4.5, pagina 100). Las funciones continuas y las
funciones mondtonas son siempre integrables.

2. La integral indefinida cumple la propiedad de linealidad, verificandose:

b b b
L/hﬂ@+ﬁﬂmdx=q/f@hm+ﬁ/gmwm . Va,B€R

3. Integral y Area

Si la funcion es negativa (por debajo del eje z) en el intervalo [a,b], el valor de la integral definida
serd negativo y el area entre la funcion y eje x se obtiene cambiando de signo el valor de la integral

definida” .
y
g 169 T r b ‘ T\ f) ﬂ
I | I
\ } } ! \ \
e | Y 35
‘ ll h X
b b c d b
A:/ f(z) dz A:—/ f(z) dzx A= | f(x)de— | f(x)de+ | f(z)dx
a a a c d
4. Valor Absoluto de la Integral
y , y \

f(x)dz z)|dx

: . RE [ s@a

| t@as| < [ 5@z
“ “ a \b a a b i
5. Relacion entre Funciones y sus Integrales
Y )
b b \/\
f@)>g(@)], Ve elab = / f(z) dz > / g(x) dx . 4
a a : |
I a h X

6. Aditividad del Intervalo

/abf(x) dx:/:f(:c) d:r+/cbf(x) dx
b

. f(z) de = — af(x) dx
a b

; Ya,e,beR , a<c<b

Esto implica:

. /aaf(x) dx =0
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10.3. Teoremas Fundamentales del Calculo (TFC)

10.3.1. Primer Teorema Fundamental del Calculo (TFC1)

Vamos a ver el teorema mas importante del calculo infinitesimal, que establece la relacién entre las operaciones
de integracion y derivacion. Empezamos viendo la definicion de funcion integral.

Definiciéon 10.2. Funcioén Integral

Sea f : [a,b] — R una funcion integrable en [a, b], entonces se puede definir la siguiente funcién continua
F(z) en [a,b] denominada funcién integral de f(x):

f(x)

F(z) = /w f@)ydel ; Vzxe€(a,d , t (variable muda)

|

|

|

|
M a x b
donde ¢ se denomina variable muda, ya que el resultado final no depende de ella, pudiendo tener cualquier
nombre distinto de las variables del sistema.

e Geométricamente la funcion integral F(x)
representa el area A(x) de f(z) entre z = a
y un determinado valor x.

e La funcion integral F'(z) siempre es continua
a pesar de que f(x) pueda no serlo®.

a d, d, b x

a d, d’« b X
Teorema 10.1. Primer Teorema Fundamental del Calculo (TFC1)

Si f(z) es continua en [a, b] entonces la funcion integral F'(z) es derivable en [a, b] y ademés F'(x) = f(z).

- -

f(x)

Flz) = / T = F(z)

Demostracion 10.1.

Se puede demostrar facilmente a través de la interpretacion de la integral como el calculo de un area.
Para ello definimos la funcion area A(x) de una funcion f(x) de la siguiente forma:
A(x+h)
z f(x) 4
Aw) = [ s |
a A(X) I B
L
‘ a x x+h
Tomando el valor de h como una distancia pequena se tiene:
A h)—A A h)—A
A+ W)~ A+ @ = @) A AD g g ATEDZAE)_ g
) —

7Como veremos el concepto de integral tiene un significado mas amplio que el simple calculo de 4reas y su valor puede ser
positivo, negativo o cero. Solo en el caso de que asociemos la integral al calculo de un area, su valor tiene siempre que ser positivo,
(cambiando de signo en caso necesario).

8Como el area debajo de un punto es cero, se pueden eliminar un nimero finito de puntos de la funcién y el valor del area
debajo de la curva sigue siendo el mismo.
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Notar que el primer teorema fundamental del Cdlculo® (TFC1) establece la relacion F(x) = J' f(x) dx

entre una funcion integrable f(x)y su funcion integral F(x) asociada. Esta relacion
viene dada a través de las operaciones de integracion y derivacion, siendo una la /\

operacion inversa de la otra.

Asi, la integral de una funcion f(z) es su funcion integral F(z), mientras que la “~__—
derivada de la funcion integral F(z) da lugar a la funcion original f(z), como

esquematiza la siguiente figura.

f(x) F(X)

) = & Fx)

10.3.2. Funcién Primitiva e Integral Indefinida

Teniendo en cuenta el primer teorema fundamental del Cdlculo (TFC1) se puede definir una funcion primitiva
F(z) de f(x) de la siguiente forma:

Definicion 10.3. Funcién Primitiva

Sea f(x) una funciéon derivable'® Vx € [a,b]. Se dice que F(x) es una funciéon primitiva o simplemente

primitiva de f(x) si:

F'(z)=—F()=f(x), , Vzé€la,b

Ejemplo 10.1. Funcién Primitiva
Sea f(x) =3z%. Entonces F(z)= 2% esuna funcion primitiva de f(z) ya que:

d

= 2% =32 = f()

F'(x)

Notar que si una funciéon f(z) tiene una funcion primitiva F(x) entonces tiene infinitas primitivas, dadas
por F(z)+ ¢ para cualquier ¢ € R, ya que:

d d
L (F(@) +d = F() + 7c = = F(@) = f(2)

Definamos ahora el concepto de integral indefinida''.

Definicién 10.4. Integral Indefinida

Se denomina integral indefinida de f(x) al conjunto de todas las infinitas funciones primitivas de

f(@).

/f(w)dac:F(x)—i—c 2 ceR

Ejemplo 10.2. Integral Definida

Sea f(r) = 32%. Entonces su integral indefinida es:

/f(z)dxz/Sxdezxg—Fc ; ceR

9Ver el Teorema 10.1, pagina 254.
10Ver la Definicion 5.8, pagina 115.
HNotar que la integral definida de una funcién (ver la Definicion 10.1, pagina 252) es un numero, mientras que la integral

indefinida de una funcion es otra funciéon.
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10.3.3. Segundo Teorema Fundamental del Calculo

Hasta ahora hemos visto la definicion de integral definida'? de una funcién f(z) y como el TFC1 lo relaciona
con dicha funcién.

Sin embargo no se ha dado una forma practica de determinar, en caso de que exista, la integral definida de una
funcion. De esta parte se encarga el sequndo teorema fundamental del Cdlculo (TFC2).

Teorema 10.2. Segundo Teorema Fundamental del Céalculo. Regla de Barrow

Si una funciéon f(z) es continua en [a,b] y F(z) es una primitiva cualquiera de f(z) en (a,b), entonces:

b
/ f(z) dw = F(b) - F(a) = F(z) |2

Demostracion 10.2.

El TFC1, (ver el Teorema 10.1, pagina 254), establece la relacion entre la integral definida de una funcion
integrable f(x) y una funcion primitiva F(x) de f(x).

/mf(t)dt:F(x)—i-c

El valor de la integral definida viene dado particularizando la expresion anterior para un valor
determinado = = b:

b
/ fl@)de =F(b)+c¢
a
Si conocemos una funciéon primitiva F(z), (recordar que hay infinitas), bastaria conocer el valor de la
constante ¢ para determinar el valor de la integral definida. El valor de dicha constante c¢ se puede

obtener teniendo en cuenta las propiedades de la integral definida (ver la Seccion 10.2.1, pagina 253) y
particularizando la expresion anterior para x = a:

/af(w)dx:F(a)—i—c:O = |c=—-F(a)

Por tanto, el valor de la integral definida se puede calcular de la siguiente forma:

b
/ f(z)dx = F(b) +c= F(b) — F(a)

Ejercicio 10.1. Calcular el valor de la siguiente integral definida:

2
/ 322 dx
-1

Segun la regla de Barrow (segundo teorema fundamental del calculo):

/2 322 drx = F(2) — F(-1)

-1

donde F(z) es una funcién primitiva cualquiera de f(z). Como se ha visto en el Ejemplo 10.1, pagina 255,
una funcién primitiva de esta funcién es:

Por tanto:

/2 322 doe = 27 || = (2)* — (-1)* =8 — (-1) =|9]

-1

12Ver la Definicion 10.1, pagina 252.
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10.3. Teoremas Fundamentales del Calculo (TFC) 257

Notar que el valor obtenido se puede interpretar como el drea comprendida entre la 15
funcion f(z) = 322 y el eje z, entre los valores # = —1 y x = 2. Las unidades del 10
resultado corresponderian con las apropiadas de la funcion. 5

En la siguiente figura se muestra de forma grafica la funcion y el area correspondiente

calculada. _1 2

113

Notar que la funcion integral'® y la integral indefinida'* de una funcién estan intimamente relacionadas:

/zf(zf) dt|= F(t) |° = F(z) — Fla) = Fx) +c = /f(a:) dx

10.3.4. Generalizaciéon del Teorema Fundamental del Calculo

Como hemos visto!?, a través de la operacion integral se puede definir una funciéon integral poniendo como
limite superior de la integral la variable independiente z. Esta forma de definir funciones se puede generalizar
incluyendo cualquier tipo de expresion de la variable  en ambos limites de integracion, de la siguiente forma:

b(x)
G@) = [ 76 dt = Pl)i3) = Fla(@) - Flb(z)
a(x)

donde a(x) y b(x) son funciones de la variable independiente!® x, F'(z) es una funciéon primitiva de f(z) y
Fla(z)] y F[b(z)] son funciones compuestas'®. Notar que en este caso la funcion resultante G(x) no tiene una
interpretacién geométrica sencilla como si ocurre con el caso de la funcién integral'”.

La funcion resultante G(z) puede ser determinada de forma explicita siempre que una primitiva F(x)
correspondiente pueda ser calculada de forma relativamente facil, aunque esto no siempre es asi'®.
Independientemente de la forma en que pueda expresarse, la funcion G(z) siempre se podra derivar utilizando
el teorema fundamental del Cdlculo generalizado (TFCG) que veremos a continuacion.

Teorema 10.3. Generalizaciéon del TFC. Formula de Leibniz

Sea la funcion G(z) definida en un intervalo [a, 8] de la siguiente forma:

b(x) : .
- . a(x),b(z) funciones derivables en [a, f]

Gl = /a@) F(t)dt con { (@) funcion continua en [a(z), b(x)]

Entonces G(x) es derivable en [o, (], verificandose el siguiente resultado conocido con el nombre de
féormula de Leibniz:

dG(zx)
dx

=G'(z) = fb(@)]- V' (2) - fla(x)] - o' (z)

13Ver la Definicion 10.2, pagina 254.

14Ver la Definicion 10.4, pagina 255.

15Una de ellas o las dos pueden ser funciones constantes.
16Ver la Definicion 2.7, pagina 57.

17Ver la Seccion 10.3.1, pagina 254.

18Ver el Ejercicio 10.3, pagina 259.
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Demostracion 10.3.

Aplicando la regla de Barrow (ver el Teorema 10.2, pagina 256):

b(x)
G(z) = /( : f(t)dt = F[b(z)] — Fla(x)] donde F'(z) = f(x)

Entonces, aplicando la regla de la cadena (ver el Teorema 5.4, pagina 121):

G'(z) = /(@) (z) - F'la()]d’ () = fb@)]V (z) — fla(z)]a’(x)

e En las integrales definidas'® donde sus dos limites de integracién son constantes:

— El resultado de la integral es siempre un niimero (funciéon constante).

— Por tanto, si aplicamos la férmula de Leibniz se obtiene siempre cero®’:

b
%/ F(t)dt = f(b)¥ — f(a)a' = f(b)0— f(a)0=0

e En las integrales definidas en las que uno o los dos de sus limites de integracion son funciones de
una variable independiente:
— El resultado es una funcién de la variable independiente.

— Por tanto, al aplicar la férmula de Leibniz se obtiene una nueva funcién, correspondiente a la
derivada de la funcién anterior.

Ejercicio 10.2. Calcular la derivada de la siguiente funcion:

Fz) = /336”(1 +12) dt

241

Como en este caso la funcién f(t) es un polinomio, es facil de integrar?! y por tanto podemos calcular la
derivada F'(z) de dos formas:

e Integrando la funcion.

sen x

sen T 3
F(ac):/ 1+t dt =t + —
3

1 1
=senz + - sen® r — (32% + 1) — = (32% + 1)*
v 3 3 3

3z2+1

Ahora obtenemos la derivada de la funcion F'(x) obtenida, como pide el ejercicio:

F'(x) = cos(z) + sen?(z) cos(z) — 6z — (32 + 1)*(62) = ‘ cos(z)[1 + sen? 2] — 61 + (322 + 1)?] ‘

e Aplicando la formula de Leibniz el TFCG:

F'(z) = flb(2)V' () — fla(@)]a’(x) = [1 + sen” z](sen )’ — [1+ (32 +1)*)(32* + 1) =

= ‘ [1 + sen? z] cos(x) — [1 + (32% + 1)?]6x ‘

Como vemos, este resultado coincide con el obtenido por el primer procedimiento.

19Ver la Definicion 10.1, pagina 252.
20 Correspondiente a la derivada de una funcién constante.
21Ver la Seccién 10.4.1, pagina 260.
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10.3. Teoremas Fundamentales del Calculo (TFC) 259

Ejercicio 10.3. Calcular la derivada de la siguiente funcion:
I27I
F(z) = / et dt

En este caso la funcion f(t) = e t’

/e*t3 dt

-2 -1 1 2

no puede expresarse como combinacién de funciones elementales??, por ello la forma maéas sencilla de
calcular la derivada de la funcién en este caso, es aplicar la formula de Leibniz:

2

%F@) = di / et dt = @ () — fla@)d (@) = e @ @2z — 1) — e @) 2

Ejercicio 10.4. Calcular, en caso de existir, el valor del siguiente limite:

]

lim -
Tr—r 00 2
et dt

0

Cuando z — oo claramente las dos integrales del numerador y denominador tienden a infinito por tanto
este limite tiene una indeterminacién del tipo co/oo y podemos aplicar la regla de L’Hopital®® en su
resolucién. Para hacerlo aplicamos la formula de Leibniz:

([ea) o o[ o))

lim - lim
2
e dt

~

= |l

T—00 T—00 62I2 -0 T—00 612 H T—00 2%6‘702

0

228e puede expresar por ejemplo a través de la funcién especial gamma I'(z). Ver una definicién de dicha funcién por ejemplo en
"Clases de Ampliaciéon de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367.
23Ver el Teorema 5.13, pagina 136.
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10.4. Métodos Basicos para el Calculo de Primitivas

10.4.1. Integrales Inmediatas

Teniendo en cuenta las derivadas de las funciones elementales

indefinidas inmediatas, donde ¢ € R:

24 podemos crear una tabla de integrales

/de:c

/senxdm:—cosx—i—c
/tg(x)dz:—ln|cos(a:)|+c
/senh (z) dz = cosh (x) + ¢

dx = arcsen (z) + ¢

[ =

/

/ In (a)
[ coswds = sen+-c
[ e @)do = tg (o) +
[ cosh (@) do = seah (@) + ¢

dx = arccos (z) + ¢

| ==

Nota 10.1. Notar que como un polinomio es una combinacién lineal de monomios su integral es casi inmediata teniendo en

cuenta la integral de un monomio (ver el Ejercicio 10.5, pagina 261).

inmediatas las siguientes®”:

De forma mas general, teniendo en cuenta el TFC1?° y la regla de la cadena

26, podemos considerar integrales

/ F @ (@) = flu(@)] +c

Ejemplo 10.3. Integrales Inmediatas

COS ™

COS ™

———dx = 2+/senx + ¢

senax

° /ew”senxd:r = —e®T 4 ¢

o /sen(m) cos(x) dx = %sen2(x) +ec

/tanxdx:/senxdx:—log(cosx)—i—c

24Ver la Seccion 5.1.8, pagina 117.
25Ver el Teorema 10.1, pagina 254.
26Ver el Teorema 5.4, pagina 121.
27Ver la Secciéon 10.4.5, pagina 262.
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10.4. Métodos Basicos para el Calculo de Primitivas 261

10.4.2. Métodos Simples de Integracion

Calcular la integral indefinida de una funcion cualquiera suele ser una tarea dificil e incluso imposible en
determinados casos. Para funciones relativamente sencillas?® existen diferentes métodos de integraciéon
dependiendo del tipo de funcién a integrar, siendo los més basicos los siguientes>”:

1. Método de Descomposicién.
2. Integracion por partes.

3. Cambio de variable o Sustitucion

10.4.3. Descomposicion

La integral de sumas o restas de funciones se puede descomponer en sumas y/o restas de integrales mas
sencillas.

Ejercicio 10.5. Calcular la siguiente integral:

/ (@ + 1?2 da

1 2
/(x2—|—1)2 dx:/(x4—|—2:c2—|—1) dx:/x4 dw+2/x2 d:c—i—/ dx = 5x5+§x3+m+c

10.4.4. Integracion por Partes

Teniendo en cuenta la formula de la derivada de un producto®’, se puede obtener una expresién muy ttil para
la determinacién de algunos tipos de integrales, denominada férmula de integraciéon por partes.

dluw) =vdu+udv = udv=d(w)—vdu = /udv = uv — /v du

Ejemplo 10.4. Integracién por Partes

T _ u=x 5 du = dz _ T\ __ T T _ T
o/xe dx{dv:ewdx et }/:cd(e):ce /e dacf

b

o [zcoszdr={ """ ; du=dz = [ zd(senz) =xsenz — [ senzdr =
dv=cosxdr ; v=senz

:‘msenx—{—cosx—{—c‘

8

1
= . = — 1
o/lnxdm{u Inz ; du dx}/lnxdxxlnx/fcdﬂf
T

dv=dr ; v==

28Y que no corresponden con la categoria de integral inmediata vista en la secciéon anterior.
29En el siguiente tema se estudiaran algunos métodos mas elaborados.
30Ver el Teorema 5.2, pagina 119.
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10.4.5. Cambio de Variable o Sustitucidon

Este método se basa en realizar un cambio de variable apropiado que permita simplificar el célculo de una

integral.

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo I = [a,b] y sea la integral indefinida:

/f(x) dx

Entonces teniendo en cuenta? que dx = g¢'(t)dt, se tiene:

[ t@ydo= [ slatig o)

en cuenta el cambio de variable inverso t = g~!(x).

Consideramos el cambio de variable x = g(t), donde g es una funcién de clase®*' C! de forma g : [, 3] — I.

El resultado de esta nueva integral en la variable ¢ sera necesario expresarlo en la variable original z, teniendo

Nota 10.2. No toda funcién g(¢) es valida para un cambio de variable®® z = g(t), y dentro de las funciones vélidas, solo
en algunos casos el cambio de variable da lugar a una integral mas sencilla de calcular que la original. Esto hace que en la
practica, de forma general, los cambios de variable apropiados no son triviales y hay que ir probando distintas posibilidades

hasta encontrar uno adecuado.

los nuevas limites (o, 8) en la nueva variable ¢.

En el cambio de variable de integrales definidas, generalmente no interesa deshacer el cambio de variable en el
resultado, siendo preferible cambiar el valor de los limites de integracion (a,b) de la variable original z a

[ i = I R T Oror
a t=gl(z) — { —ﬁ a

Ejercicio 10.6. Calcular la siguiente integral:

/e‘/zdx

cambio de variable t = /.

t=\z = z=1¢*

2Vt

Ahora deshacemos el cambio de variable, teniendo en cuenta que ¢ = /x:

2tt—1)+c = eV(Vr—1)+c

31Ver la Definicion 5.11, pagina 128.
32Por la regla de la cadena, ver el Teorema 5.4, pagina 121.
33Debe ser de clase C! en el intervalo correspondiente.

Clases de Caloulo |

En este caso la complejidad de la integral esta en la raiz del exponente, por lo que probamos hacer el

/eﬁdac = da = /etQtdt = 2/tetdt
dt = — = dx =2tdt
Esta nueva integral se puede calcular facilmente por partes (ver el Ejemplo 10.4, pagina 261).

u=-t i du=dt
2/tetdt_{dvzetdt et }_Q/td(et)—Ztet2/etdt—2et(t1)+c
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10.4. Métodos Basicos para el Calculo de Primitivas 263
Ejercicio 10.7. Calcular la siguiente integral:

3z
i
1+ e3

Probamos el cambio de variable t = ¢3%:

3x
e3® t=e t dt 1 dt 1
S ar S = [ 8 e
/1+e3x * {dt—363“dac_3tdx — dr=g Tri3t 3/ T4 3nd+d+e

Deshaciendo el cambio de variable:

C

1 o, |1
s+t +e = 3ln(1+e3m)+c

Ejercicio 10.8. Calcular la siguiente integral:

/de
V1+zx

Probamos el cambio de variable t = /1 + x:

1=

E dx
vite itz v

r ) t=y1+z = z=t>-1 21 9
/ de ° —/ 2tdt:2/(t2—1)dt:§t3—2t—|—c

Deshaciendo el cambio de variable:

2 C.VU. 2
g153 —2t+c = g(1+an)3/2 -2/1+z+c

Ejercicio 10.9. Calcular la siguiente integral definida:

1
/ z(z? +1)%% de
0

Como aparece una raiz cuadrada, probamos el cambio de variable t? = 22 4 1:

=241 = z=Vt2-1

1
2 3/2 L tdt tdt
/0 (2 +1)%" de 2tdt = 2xdr — dx = o= T

Vamos a cambiar de variable también los limites de integracion:

[oz0 = iovimt)

Por tanto:

! 2 3/2 V2 3 tdl ﬁ4 s
(2?2 +1)3%de 2 / V=1t :/ trdt = =t
/0 ( ) 1 A%% =1 1 5

V2

= 2@/~ 1)

1

Notar que el cambio de variable de los limites de integracion ha evitado el que tengamos que deshacer el
cambio de variable para evaluarlo con los limites de integracion originales.
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11.1. Calculo de Primitivas de Funciones Racionales 267

11.1. Calculo de Primitivas de Funciones Racionales

Vamos a estudiar la forma de calcular primitivas de funciones racionales' de la forma:

P,
/ () .
donde P, (x) y Qn(z) son polinomios de cualquier grado m y n. Si m > n (grado del polinomio del numerador
mayor o igual que el denominador), se divide uno entre otro obteniendo?:

P(z) R(z)
Q(x) Q(x)

siendo el cociente C(x) y el resto R(z) dos polinomios, y siendo ahora R(x)/Q(z) otra funciéon racional donde
el grado del numerador es siempre menor que el grado del denominador. Entonces se tiene:

[ o= e B e et [ 23

La primera integral sobre C(z) es facil de calcular®, por lo que el tinico problema es resolver la segunda integral
racional. Para ello es necesario previamente descomponerla en en fracciones simples. Veamos este proceso.

=C(x)+

11.1.1. Descomposicion de una Fracciéon en Fracciones Simples

Toda funcién racional P(z)/Q(z) donde el grado del numerador es menor que el grado del denominador, se
puede descomponer en sumas o restas de fracciones mds simples.

El proceso para transformar una funcion racional en una suma de otras mas simples es el siguiente:

1. Factorizacién del Polinomio del denominador Q(z)
Encontramos los ceros o raices* del denominador’®, resolviendo la ecuaciéon Q(z) = 0. Las raices
encontradas pueden ser de cuatro tipos:
e Raices reales simples: solucién real r € R con multiplicidad® uno.
e Raices reales miultiples: solucién real » € R con multiplicidad mayor que uno.
e Raices complejas simples: solucién compleja’ a £ bi € C con multiplicidad uno®.

e Raices complejas maultiples: solucion compleja a + bi € C con multiplicidad mayor que uno.

Por ejemplo, sea el siguiente caso:

‘ Sol. de Q(z) = O‘

P(x) reales simples 1

) =\ reales maultiples : ra (n veces)
complejas simples o atfi
complejas multiples : £+~ (m veces)

Entonces el polinomio del denominador se puede factorizar de la siguiente forma:

Q) = apa™ + ap_ 12" ' 4+ -+ a1 +ag = ‘an(x —r1) (z—72)" [(z — @)® + 8% [(z — 6)2 + 3™

IVer la Definicion 2.9, pagina 59.

2Notar que si m < n este paso no es necesario.

3Ver la Secciéon 10.4.1, pagina 260.

4Ver la Definicién A.14, pagina 302.

5En los ejercicios précticos estos ceros siempre podran ser encontrados por el método de Ruffini (ver el Apéndice A.5.1,
pagina 304).

SNumero de veces que se repite esa raiz, ver la Definicion A.15, pagina 302.

7Ver una introduccién a los nameros complejos en el Apéndice B, pagina 321.

8Segtin el Teorema Fundamental del Algebra las soluciones complejas siempre aparecen a pares, (ver el Teorema A.2, pagina 302).
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de mayor grado del polinomio.

Notar que en la factorizaciéon es necesario multiplicar por el coeficiente a,, correspondiente al monomio

Ejemplo 11.1. Factorizacién de un Polinomio
El siguiente polinomio de grado 15:
Q(z) = =321 4272M —108213 +19822 45421 — 108621 04-21242° — 55228 — 326727 +14672°4+-96242° —
—120062* — 146642° + 2875222 4 62402 — 16800
Tiene las siguientes 15 raices:
e Raices reales simples: t =1y = —2
e Raices reales multiples: z = —1 con multiplicidad 2 y = = 2 con multiplicidad 3.
e Raices complejas simples: = —1+iy z =2+i/3
e Raices complejas multiples: x = 1 &+ 24 con multiplicidad 2.

Por tanto se puede factorizar de la siguiente forma’:

Q) =-3 @-1) @+2) @+1? @-2° [(@+1>+1] [(z-22+3] [(z—1)>+4|

2. Descomponer en Fracciones Simples

Suponiendo el ejemplo del paso 1, nuestra fraccion se puede expresar de la siguiente forma:

P(z) _ P(z)

Q@) ~ anw =) @ = r2)" (@ — )l + 57 [z~ 07 + )"
Entonces una fraccion de este estilo se puede descomponer como suma de fracciones mas sencillas, de la
forma:s:

P(IE) 1 A Bl BQ B"
= — + + S 4
Q(z) an T —r x—ry  (x—r9) (x —r9)™
——
Real Simple Real Multiple
Cx+ D Mz + Ny Mox + No M,z + Ny,
R N e Ll () L A (Ch LR
Compleja Simple Compleja Miltiple

Donde para cada raiz aparecen tantas fracciones simples como multiplicidad tiene dicha raiz, con potencias
en el denominador desde 1 hasta su multiplicidad, y donde los términos A, By, -+, B,,, C, D, My, Ny, -,
M., N,,, son constantes'® a determinar.

Notar que las raices reales tienen asociadas una constante para cada una de sus multiplicidades, mientras
que las raices complejas necesitan dos constantes'!.

La determinaciéon de los coeficientes se realiza encontrando una ecuacion principal que se obtiene
sumando la descomposicion en fracciones simples obtenida, e igualando los numeradores. De ella se
obtiene un sistema de ecuaciones lineales cuyas incognitas son los términos A, Bj, etc.

9Se puede comprobar facilmente por ejemplo usando el programa GeoGebra con el comando Desarrolla, ver la Seccion C.1.3,

pagina 355.
10Siempre nameros reales.

11Ya que como hemos visto las raices complejas siempre aparecen a pares.
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11.1. Calculo de Primitivas de Funciones Racionales 269

Para obtener la ecuacion principal sumamos las fracciones simples obtenidas, multiplicando cada
numerador por el minimo comin maltiplo de los denominadores. La ecuacion principal se obtiene entonces

igualando el resultado al polinomio del numerador P(x) de la siguiente forma'?:
Plz) = A (x —ro)*[(x — a)? + B?][(z — )2 + 2™ +
B, (&~ )@ —r2)" (@~ )2 + B(x — ) 492"+
By (@ —ri)(@—r2)" %@ —a)? + Bz = 0)* +9%"  +
B, (z =)z — ) + B2][(x — 6)* + 2™ +
(Co+D)  (a=m)a—ra)" [~ 5+ " +
(Miz+Ny)  (x—r)(z—re)" (z—a)?+ Bz — 6>+~ +
(J[ZI +No)  (z—r)(m—r)" H(w—)? + B2[(x — §)2 + 422 +

(]\[ml' + Ni) (x —ri)(z —7r2)" (2 — )® + 7]

Para formar el sistema de ecuaciones lineales (SEL) se dan valores sencillos'® a la variable z de la ecuacion
principal y por cada uno de ellos se obtendra una ecuaciéon cuyas incognitas son los coeficientes buscados.
Necesitaremos tener tantas ecuaciones lineales como incégnitas se tengan.

Resolviendo el SEL se obtienen el valor de las constantes y con ellas la descomposicion en fracciones
simples buscada.

Ejercicio 11.1. Descomponer en fracciones simples las siguientes funciones racionales:

20+ 1 b) 2+ 3at + 2% — 222 — 102 — 11 323 + 1322+ 6
202+ —1 3+ 322 —4 — Ta? + 4z + 20

a)

a) Como el grado del polinomio del numerador (1) es menor que el grado del denominador (2), no es
necesario dividirlos. Encontramos los ceros del denominador resolviendo la ecuaciéon cuadratica y
con ellos factorizamos el polinomio:

~1£VI+8 —1i3_{1

1
202 4x—1=0 ; = = -, —1 = 2% 4r-1=2(z— = | (z+1)
4 4 2 2

Al ser raices reales y distintas, la funcion racional se puede descomponer en fracciones simples de la
siguiente forma:
2e+1 1 A _+ B B
202+x—-1 2 \z-3 =z+41

Para encontrar el valor de las constantes A y B, sumamos la expresiéon multiplicando la parte
derecha por el minimo comtn multiplo, que en este caso es (z — 1/2)(z + 1) y encontramos la
ecuacion principal:

2x+1:A(x+1)+B(x—;)

Esta ecuacién tiene que ser valida para todo valor de x, por tanto la evaluamos para dos valores

sencillos. En este caso los méas sencillos son las dos raices: x = % yax=—1
1 3 4
= - 2=-A = A==
v 2 3
2

12Para un caso general como es este la expresion que se obtiene es monstruosa, pero en los casos practicos con un nimero
relativamente pequeno de raices, la expresiéon es mucho mas sencilla, como se puede ver por ejemplo en el Ejercicio 11.1.

13Los mejores valores son las raices reales encontradas en el paso 1, aunque podrian ser cualquier otro, ya que se debe de cumplir
para cualquier z € R.
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Por tanto la funcién racional dada se puede descomponer en fracciones simples de la siguiente forma:

2 + 1 _1( 43 2/3) 2/3 , 1/3

w24+ —1 2 x—% r+1) " x—% x+1

La veracidad de este resultado se puede comprobar ficilmente realizando la suma del resultado
obtenido.

Como en este caso el grado del numerador (5) es mayor que el del denominador (3), primero tenemos
que dividir ambos polinomios.

+ 38 X -2 - 10x - 11 X’ +3x"- 4
(x5 _ st

4 1
X+ 2x% - 10x - 11
K- 3 + 4
-xX-10x- 7
Por tanto:
54324 4 2% — 222 — 10z — 11 —22 - 10z -7
z° 4+ 3"+ T x — 2414 T T
3+ 322 —4 3+ 322 — 4

Ahora descomponemos en fracciones simples la nueva funcién racional resultante. Para ello
encontramos primero los ceros del polinomio del denominador usando Ruffini y resolviendo la
ecuacion cuadratica restante:

234322 —4 = (z - 1)(2? + 42 + 4)

1 3 0 4
1 1 4 — x = =201 — 9 (doble)
1T 4 4]0
x3+3x2—4:‘(sc—1)(33+2)2‘
Por tanto:

—22 - 10z —7 A B C

= + +
a3+ 322 —4 x—1 z42 (z+2)?

Para encontrar el valor de las constantes, establecemos la ecuacion principal sumando las fracciones

simples. Para ello multiplicamos cada constante por el minimo comun maltiplo de los tres

denominadores, en este caso (z — 1)(x + 2)?, e igualamos el resultado al polinomio del numerador:

—2? 102 - 7T=A@x+2)?+Bx -1 (z+2)+C(zx—1)

Ahora damos tres (ya que tenemos tres constantes incégnitas) valores sencillos a x para obtener
un SEL de 3 x 3. En principio, podrian valer tres valores distintos cualesquiera, pero cuanto més
sencillos, mas simples y faciles seran las ecuaciones resultantes.

Los valores més sencillos en este caso son las dos raices x =1y x = —2, y por ejemplo x = 0.
r=1 = —18=94 = A=-2
r=-2 : 9=-3C — (O =-3
=0 : —7T=4A-2B-(C=-8-2B+4+3=-5—-2B — B=1

Por tanto la descomposicion en fracciones simples queda finalmente:

x® + 3z* + 2% — 222 — 10z — 11 9 2 1 3
=x"4+1- + —
a3+ 322 —4 x—1 z42 (z+2)?

Cuya validez se puede comprobar facilmente sumando los términos del lado derecho de la igualdad.
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¢) En este caso el grado del numerador es menor que el del denominador por lo que pasamos
directamente a la descomposicion en fracciones simples. Encontramos los ceros del denominador,

donde claramente uno de ellos es * = —2. Aplicando Ruffini dos veces vemos que una segunda raiz
también es x = —2. Las otras dos tltimas raices las encontramos resolviendo la ecuacién cuadratica
resultante.

2t — 722 + 42 + 20 = (2 + 2)(23 — 222 — 3z + 10)

1 0 -7 4 20
-2 2 4 6 -20 = (z+42)%(2* — 4z +5)
1 2 3 10] 0
=
-9 ) 8 -10 gj:4im:4i\/j4:4i2\/jl:@:2:ti
1 4 5] 0 ? ’ ’ ’

2t =72 4+ 4x+20 = | (2 + 22[(z — 2)° + 1]

Por tanto:
323 + 1322+ 6 A B C + Dx

m4—7x2+4x+20:m+2+ (.T+2)2+ (x—2)2+1

Sumamos los términos para encontrar la ecuacién principal, donde el minimo comin mailtiplo de los
tres denominadores, en este caso (z + 2)2[(z — 2)? + 1], de forma que:

32% + 1322 +6 = A(z + 2)[(x — 2)® + 1] + B[(z — 2)* + 1] + (C + Dz)(z + 2)?

Tenemos ahora que dar 4 valores sencillos para determinar las cuatro ecuaciones que nos permitan
encontrar las cuatro constantes, pudiendo ser por ejemplo: © = -2, x =0,z =1y z = —1.

x=-2 : 34=17B =
£=0 : 6=10A+5B+4C = B5A+20=-2
r=1 : 22=6A+2B+9C+9D=6A+4+9C+9D = 24+3C+3D =6

rxr=-1 : 16=10A4+10B+C-D=10A4+20+C—-D = 10A+C—-D=-4

Nos queda un sistema de tres ecuaciones para determinar las constantes A, C'y D. Despejando por
ejemplo el valor de C' de la primera ecuacion se tiene un nuevo sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas:

—2—54
24432 %4 13p_6 — —1144+6D=18
_ —2-5A 2

C =
2 254
WA+ —5—-D=-4 = 156A-2D=6

que puede resolverse facilmente por ejemplo por el método de reduccion'?:

~114A + 6D = 18
154 — 2D = —6 (x3) = [4=0| , |[D=3] , [C=-1]
344 + 0 = 0

Por tanto finalmente la descomposicion en fracciones simples de la funcién racional quedas:

323 4+ 1322 + 6 _ 2 . —14 3z
7t -T2 +42+20 (z+2)2  (z—-2)2+1

14Ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367.
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11.1.2. Integracién Racional

Las integrales de tipo racional:

Q)
donde el grado del polinomio del numerador es menor que el grado del polinomio del denominador, se pueden

resolver descomponiendo en fracciones simples como se ha visto en la seccion anterior, dando lugar a una suma
de integrales mas sencillas de uno o varios de los siguientes tipos:

P(x) . A B Cx+D Mz + N
) dx_/x—rl dr + /7(1_77)2)” dxr + /7(a:fa)2+ﬁ2 dxr + /—[(:L'fd)QJrn,/Z]m dx

Existen férmulas para determinar estos tipos de integrales!®:

/xiladw = Aln(z—a)+c
A A —n
/de T 1-n (@—a) " +c
Me N _ Moo e MO T
/mdx ) Inf(z — )"+ 87 + 3 arctan 5 +c
Mz + N dr - -M
/[(x—a)W T n-D@-ar+aP
Ma+ N T —a o — 3 e
TP [2(”1)[($0¢)2+52}”1+ 2(n*1)/[(ﬂ?*a)2+62]”’1 e

Ejercicio 11.2. Calcular las siguientes integrales de funciones racionales:

2x + 1 2%+ 3xt + 2% — 222 — 102 — 11 323 + 1322+ 6
a) dw b) dx c)
22 +x—1 x3 + 322 — 4 x4 — 722 + 42+ 20

Notar que la descomposicion en fracciones simples de las funciones raciones que aparecen en estas integrales
esta realizada en el Ejercicio 11.1, pagina 269.

a) Como se tiene:
2w4+1  2/3  1/3

2x2+x71_x—%+:c+1

/ 2z +1 dm—g/ dx +1/ dx 2111
202+2—1" 3/ 2x-4% 3)z+1 |3

Este resultado se puede expresar de distintas formas alternativas como por ejemplo:

2z + 1 1\?
/Ldm:ln?’ (:17—5) (x+1)|+c

202 +x — 1
15Las dos primeras son integrales inmediatas y la tercera se puede obtener facilmente sumando y restando M« en el numerador
para obtener la integral inmediata del logaritmo, y una segunda integral que mediante un cambio de variable se obtiene la
arcotangente (ver el Ejercicio 11.2 apartado c). La cuarta férmula es una reduccion de orden bastante menos practica.

Entonces:

2

1 1
x——’+§1n|x+1|+c
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b) Como se tiene:

432" 4 2% — 222 — 10z — 11 2 1 3
7 + as—&-‘x x z 1 n _
a3 + 322 — 4 z—1 z4+2 (x+2)2

Entonces:

2%+ 3at + 2% — 222 — 10z — 11 dx dzx dx
dx = 24 1)dx—2 -3 =
/ 23 1 322 _ 4 v /(x +1)de /x—1+/x+2 /(x—|—2)2

z3 3
=|—+4+z—-2njz-1|+2h|z+2/+ — +¢
3 x+2

De igual forma que antes, utilizando las propiedades de los logaritmos, este resultado se puede
expresar de diversas formas alternativas.

¢) Como se tiene:
323 + 1322 4+ 6 _ 2 n -1+ 3x
v —T22 +42+20 (z+2)2  (z-2)2+1

/ 323 + 1322+ 6 d 2/ dx +/ -1+ 3 d
T = T
xt — Tx? + 4o + 20 (x +2)2 (x—2)2+1
La primera integral es inmediata y en la segunda se puede aplicar la formula vista en la Seccion 11.1.2,

pagina 272, sin embargo aqui vamos a ver como calcular esta segunda integral sin necesidad de
recordar dicha formula.

Entonces:

Lo mas importante es conocer que el resultado de este tipo de integrales es la suma de un logaritmo
y de una arcotangente. Para obtener la integral del logaritmo se suma y resta una constante para
que en el numerador se tenga la derivada del argumento del logaritmo, de la siguiente forma:

/( Cx+ D dx_/Cx—l—D—Ca—f—Cadx:/( Clz—a) dx—i—/( D+ Ca dr —

T—a)24+p2 0 (x —a)? 4 B2 r—a)? 4 p? r—a)?+ [2
e 2, a2 D+ Ca
=Gl —ap s+ [ 2

Para calcular esta nueva integral, tenemos que recordar la integral de la arcotangente:

/ du tanz +
—F = arctanx C
14 22

Entonces se tiene que conseguir un 1 en el denominador dividiendo ambas partes del cociente por
B2 y posteriormente hacer un cambio de variable:

/ D+ Ca dx—D+Ca/ dz _D—i—CozﬁarCtan(m—a)_D—i—C’aarctan(x—a)
(z—a)2+p2 " B 14_(%)2 I B B B B

Lo aplicamos en nuestro caso, teniendo en cuenta que C' =3, D=—-1,a=2y f=1.
-1+ 3z —14+3x+6—-6 T —2 dx
——de= | ———de=3 | —————dr+5 | —— =
/(a:—2)2—|—1 v / @-22+1 /(a:—2)2+1 v /(x—2)2—|—1

= gln|(ac—2)2 + 1| + 5arctan(z — 2) + ¢

Por tanto el resultado final de la integral racional pedida es:

3 2
T 722 1 4z 1 20 I—*erianI*Z) + 1| + 5arctan(z — 2) + ¢

/ 323 + 1322 + 6 2
ag
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11.1.3. Integracién de Funciones Trigonométricas

Las integrales que contienen funciones trigonométricas se pueden resolver en algunos casos teniendo en cuenta
alguna de sus relaciones basicas (ver un repaso sobre trigonometria en el Apéndice A.7, pagina 308).

sen2x+cos2x=1‘

2

1+ tan? = sec? z

S€H2 T =

1 + cotan® z = cosec

2:1:‘

1 —cos2x 9
— cos” x =

sen 2x = 2senxcosx‘

1+ cos2x
2

‘ cos 2z = cos?z — sen’ x ‘

s
Sen r = CoS §—x

1 1
senzseny = §[cos(ac —y) — cos(x + y)] COST COSY = i[cos(x —y) + cos(z + y)]

1
sen T cosy = E[sen(x —y) +sen(z + y)]

Cambio de Variable

Las integrales que solo contienen funciones trigonomeétricas del tipo f(senx, cos ) se pueden resolver en muchos
casos mediante cambios de variable apropiados en funcién del tipo de paridad de la funcién'®. Vamos a ver
algunos de ellos que las transforman en integrales de funciones racionales.

e Funcion Par: f(—senz,—cosz) = f(senz,cosx)

dt
t=tanx — x = arctant , dx = 5
Cc.v 1 + t P(t)
senz,cosz) dr = = —= dt
f(senz, cos z)
t 1 (1)
seny = —— , COST = —(——
V1+ 2 V142
e Funcion Impar en Seno: f(—senz,cosx) = —f(senz, cosx)
c.v. p —dt P(t
/f(senx,cosx) dr = t=cosx , senzx=+1—12 , dr= = /L dt
1—¢? Q1)
e Funcién Impar en Coseno: f(senz, —cosz) = — f(senz, cosz)
cw. dt P(t
/f(senx,cosx) de = t=senz , cosx=+/1—12> , dr= = /Ldt
1 — 2 Q(1)
e Funciones Generales (ni par ni impar).
7 7 2dt
t=tan—- — — =arctant , dr=-——-
i 2 2 1+ 2 P)
/f(senm,cosx) de = = /— dt
2t - 2t ()
senx = cosx = any = ——
1+¢2 ° 14127 1—¢2

o f(z,y) es par si f(—z, —y) = f(z,y)
* f(x,y) es impar si f(—z,y) = —f(z,y)

e f(z,y) es impar si f(z, —y) = —f(z,y)
—sen(x), mientras que la funcién coseno es par cos(—z) = cos(z).

16Para funciones de dos variables f(x,y) se tiene:

Notar que la funcién seno es impar sen(—x)

Clases de Caloulo | Pedro José Hernando Oter



11.1. Calculo de Primitivas de Funciones Racionales

275

Demostracion 11.0.

e Funciones de tipo Par

2z

sen x
— Seno: t=tanz = ; senz =tcosx =t\/1—sen2z ; sen’zx =t*(1—sen’z)
coS T
(1+t%)sen’ z = t* 2 # !
sen” x = ;. senx = 2 seny = ———
1+¢2 V1+t2
i 1
sen xr 1+¢2
— Coseno: cosx = = VI
t t V1+ 2
e Funciones Generales
2sen % cos %
S > T T 2sen £ cos £ ToosZT 2tan § 2t
— Seno: senz = 2sen — cos — = = — = =
2 2 cos?f +sen?f o cos?g4sen’3 ] 4 tan?l 1+ ¢2

2z
COSs Pl

x

2

COS2 E*SGH
2z
COos 5

2z
2

T T  cos” I —sen
— Coseno: cosz = cos” = —sen” = = —=2
2 cos® 5 +sen
2t
senr 1 2t
— Tangente: tanx = =17 = 5
cosx 1= 1-—t
1+t2

2

INIERNIE]

cos?

T cos? 2 +sen? 2 -

z
2

Al hacer estos cambios de variable en algunas integrales de este tipo se obtienen polinomios de alto grado, de
forma que desde un punto de vista practico el método solo resulta 1til en determinados casos.

dx

cost x

a)/

t=tanx , dx
/ dz c.v.
costr 1
CoST = ——
V1+t2

d

Pedro José Hernando Oter

1+ +2t+1—¢ 1417

b)

_dt
142

%)

dx

Ejercicio 11.3. Calcular las siguientes integrales de funciones racionales:

/ 1+ senx + cosx

a) En este caso la funcion claramente es de tipo par, por tanto:

o

1 3
tanz+§tan x4+ c

dt
= Z/Z(1+t) = In(1+¢)+c¢

b) En este caso la funcion no es ni par ni impar, por tanto:

T 2dt
t=tan— , dr= 5
/ dz e, 2 1+t B
1+senz+cosz 2 1_¢2 N
Senxzm 5 COSI‘ZW
1+t7 dt

1+ ¢2

t3
(1+t%) dt = t+g+e=

S

1

2t
1+¢2

2dt
1+1¢2

[

1—¢2
1+t2

+

ln(l—l—tan%) +c
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11.2. Integrales Impropias
11.2.1. Definicién

En la definicion de integral de una funcion'” se exige que la funcién tiene que estar definida en un compacto

y ser acotada. En esta seccion se extiende la definicion de integral de Riemann a funciones no acotadas y/o
definidas en intervalos no acotados.

y f(x) y y
f) )
a b X a — 00 X a b X

Integral de Riemann Dominio no Compacto

Definicion 11.1. Integral Impropia

Sea [a, b) un intervalo no compacto donde —co < a < b < 400 y sea f : [a,b) — R una funcién integrable
en todo intervalo compacto [a,z] C [a,b).

Se denomina integral impropia de f en [a,b) y se representa por faﬁb f o de forma mas general
como f: f al valor, en caso de que exista, del siguiente limite:

y y
—b b @@ f
/ f:/f: lim/f ©
a a T—=b~ Jq
a x h a X

La definiciéon de integral impropia se puede extender de forma anéloga a los siguientes casos:

Funcién no Acotada

° fia : el intervalo no acotado es (a,b] con —oco < a < b < +o0.

[or=fr=tm [

f__:: =[ . F+ f:b f : el intervalo no acotado es (a,b) con —c0 <a<b< 400 y cé€ (a,b).

—>b T
/ / 7= hm f + lim / f
a z—at z—b~ J.

y y fx)
fx)
fx)
a b X a b x —00 — —00 X
b —b oS}
L. L. [
—a —a — 00

En las integrales impropias siempre aparece el valor infinito, o bien en el dominio de integracion y/o bien
porque la funcién tiene alguna asintota vertical en el interior de su dominio.

17Ver la Definicion 10.1, pagina 252.
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Ejemplo 11.2. Integrales Impropias

11.2.2. Convergencia de las Integrales Impropias

El valor de una integral impropia, dado por el resultado del limite de su definiciéon'®, determina el cardcter de
la integral, y en caso de existir, puede ser un nimero finito o infinito.

Definiciéon 11.2. Integrales Impropias Convergentes, Divergentes y Oscilantes

e Integral Impropia Convergente: El valor del limite de su definicion es un ntimero finito.

e Integral Impropia Divergente: El valor del limite de su definicion es +oo.

e Integral Impropia Oscilante: El valor del limite de su definicién no existe.

Ejercicio 11.4. Estudiar el cardcter de las integrales impropias del anterior Ejemplo 11.2.

a) /02 % b) /02 In(z) dz c) /000 sen(x) dx

a) Aplicando la definicion de integral impropia:

2 2
dv. . dv. . 2 _ . .
o = tl_1>r(r)1+ T = tgrél+ In(z)|;, = tl_1>r(r)1+ [In(2)—In(t)] = In(2)—(—o0) = = | Divergente

b)
2 2
/0 In(z) dz = tl_i>r(€l+ t In(z) dz = tl_i)%l+ x[In(z) — 1]|f = tl_i)131+ 2(n2-1)—t(Int—1)] = 1n4—2—t1_i>1gl+ tint
Como: Lt .
[, ting = L, 1;%1 O%OO g == = i —t=0
Por tanto:

2
[ m@ydr=i=2] =
0
oS] t .
c) /0 sen(z)dx = lim [ sen(z)dx = tli)rgo —cos(z)], = tlg(r)lo (cos0 — cost) =

t—>o<>0
— 1 cosi=[E] =

18Ver la Definicion 11.1, pagina 276.
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Notar que el valor de una integral impropia, en caso de existir, se puede asociar desde un punto de vista
geométrico al area comprendida entre la curva de la funcion a integrar y el eje x, en el intervalo de integracion.

El concepto de funcién integrable segin Riemann'® se puede extender para integrales impropias, donde la funcién

no esta acotada o bien el intervalo de integracion es infinito, de la siguiente forma:

Definiciéon 11.3. Generalizacion de Funciéon Integrable segiin Riemann

Se dice que una determinada funcién f(z) (acotada o no) es integrable segin Riemann en un
determinado intervalo (finito o infinito) si la integral (impropia) sobre dicho intervalo es convergente.

11.2.3. Clasificacién de las Integrales Impropias

Definicion 11.4. Tipos de Integrales Impropias

Hay tres tipos de integrales impropias en base a la acotacion de la funciéon y a su dominio de integracion,
de la siguiente forma:

e Integral Impropia de Primera Especie: La funcion esté acotada y el dominio de integracion
es infinito. Puede ser de alguno de estos tres tipos:

Oof ; ’ f ; OOf , a,beR
J /. /.

e Integral Impropia de Segunda Especie: El dominio de integracion es finito pero la funcion
tiende a 400 en alguno de los extremos de integracion®’.

b
/f , abeR | lim f=+oc0 y/o lim f=+oc0

r—at T—b—

e Integral Impropia de Tercera Especie: Mezcla de los dos casos anteriores, donde el dominio
de integracion es infinito y la funcién no esta acotada.

Ejemplo 11.3. Tipos de Integrales Impropias

I I I I I I I I
10 -04-02 0 02 04 06 08 1 1.2 00

T T x

Primera Especie Segunda Especie Tercera Especie

19Ver la Definicion 10.1, pagina 252.
20Notar que en este tipo de integrales si la funcién tiene asintotas verticales en medio del intervalo, se puede particionar dando
lugar varias integrales impropias de segunda especie.
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11.2.4. Integrales Impropias de Primera Especie

Vamos a estudiar el siguiente caso general caracteristico de las integrales impropias de primera especie:

/:Of

donde f es una funcién acotada en [a,o0) y siendo a un niamero finito o el valor —oo.

Como el valor de muchas integrales no pueden calcularse de forma analitica, estamos interesados en la
determinacién del cardcter de una integral impropia sin necesidad de calcular su valor. Para ello se utilizan

diferentes criterios de convergencia que veremos a continuacion.

Criterios de Convergencia para Integrales Impropias de Primera Especie

Vamos a ver dos criterios de convergencia para las integrales improptias, que son muy similares a los utilizados

en el estudio de las series?!.

Teorema 11.1. Criterios de Convergencia en Integrales Impropias

Sean dos funciones f, g : [a, +o0) — R integrables en todo intervalo [a, 2] para z > a. Si se cumple:

e Criterio de Comparacion

si/ g(z)dx converge —> / f(z)dx converge

‘ng(x) Sg(x)‘ Vz € [a,00) =

si/ f(z)dx diverge = / g(x)dz diverge

e Criterio de Comparacién de Paso al Limite

Sea ‘f(x)zo , g(z) >0 Vwe[a,oo)‘ y sea lim M:Z

z—oo g(x

o0 oo
Sio</l/< 40 = / f, / g Tienen el mismo caracter (convergente o divergente)
a a

Si / g converge —> / f converge
Si/t=0 _—
o0 o
Si / f  diverge = / g diverge
Si / f converge — / g converge
Sil=+o00 —
Si / g diverge = [ diverge
a

a

21Ver la Seccion 9.5.2, pagina 236.
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Para poder utilizar estos criterios, se necesita conocer el resultado de una integral impropia base que sirva para
compararla con la integral en cuestién que queremos analizar. Veamos el caso més sencillo y util.

2 T
2
1.5 T H
-1
oo
1 — 1/
/—dm ; a>0 , neR 1 _1//2
n /x
a 0.5 —1/903,
0 ‘ ‘

Por definicién de integral impropia:

l.l—n

li 1

0o q b booo 1—n u n#

/ — dz = lim — dz =
o " b—oo J, ™

lim In — n=1
b—o0 a

. . . 1

e Sin > 1 la integral converge siendo su valor: I=r——F+H——
Entonces: (n—1a

e Sin <1 la integral es divergente.

Ejercicio 11.5. Estudiar el caracter de la siguiente integral impropia:

32
/0 1+ 22)2 du

Notar que nos piden solo determinar su caracter, sin ser necesario calcular su valor. Intentamos aplicar el
criterio de comparacion de paso al limite, usando como integral base conocida:

/ * dx
a xn
que sabemos que es convergente para n > 1. Por tanto calculamos el siguiente limite:

3 2
lim (1+’;2)2 = lim ﬂ = lim 3z*tn

i [
T—00 = T—00 (1 —+ 172)2 00 14 + ..

Si n = 2 el limite es 3, que al ser mayor que cero ambas integrales impropias tienen el mismo caracter y

como para n = 2 sabemos que la integral impropia base es convergente, por tanto nuestra integral también
es convergente.

Notar que el limite inferior de la integral del problema es cero, pero podria haber sido cualquier otro valor
finito siendo valido el resultado anterior.

Como la integral pedida es de tipo racional podemos calcular su valor
para comprobar la validez del resultado:

[e%e] 31‘2 d _1 t 31‘2 d _1 3 T +3 . t_
o (1+22)2 T o (L+a2)2 v=lm - 2arcanz0_

t—o0 2

li 3t 3 rctant+0-0 37
= lim | —= — arctan -0) =
212+ 1

Comprobando que efectivamente es convergente. '
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11.2.5. Integrales Impropias de Segunda Especie

El conjunto de integrales impropias de sequnda especie?? se pueden reducir a dos casos generales que se detallan
a continuacién, donde F' es una primitiva de f:

e Si f no estd acotada en z = a

<

b b
/ f(z)dx = lim (x)dx = lim [F(b) — F(t)] /—»a /

t—at Jy t—at

e Si f no esta acotada en x = b

<

t—b

/abf @)=t | ' fa)do = lim [F(8) - F(a) [

En ambos casos a,b,n € R con a < b.

Criterios de Convergencia para Integrales Impropias de Segunda Especie

Los mismos criterios de convergencia vistos para las integrales impropias de primera especie’® se pueden

utilizar para las integrales impropias de seqgunda especie, pero utilizando dos integrales impropias base conocidas
distintas, una para cada uno de los casos generales anteriores.

Ambas integrales impropias solo son convergentes para 0 < n < 1, como se muestra a continuacion:

_ 1—n |b b— 1-n t— 1-n
limw = lim (b-a) _t=9) n#1
b dr b dr twat  1—mn |, toat 1—n 1—n
/ L R A .
@@= et ), @—ay
. b . —a
lim In(z —a)|, = lim In =0 = 1
t—at twat t—a
(b—a)l—"
e Si 0 <n <1 laintegral converge siendo su valor: I =
Entonces: 1—n
e Sin > 1 la integral es divergente.
De forma analoga para la otra integral:
b : : . (b—a)™
/ dx e Si 0 <n <1 laintegral converge siendo su valor: 1= ]
_ —-n
a (b - x)n
e Sin > 1 la integral es divergente.

22Ver la Definicién 11.4, pagina 278.
23Ver la Secciéon 11.2.4, pagina 279.
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Notar que esta funcion tiende a infinito en los dos limites de integracion.
Para estudiar su caracter vamos a descomponerla en la suma de dos 2l
integrales impropias de segunda especie: R

TEMA 11: Técnicas de Integracion

Ejercicio 11.6. Estudiar el caracter de la siguiente integral impropia:

3 dx
/1 Vi(z =1)(9 —2?)

3 dx 2 dx 3 dx
| == = ) et e .

Vamos a estudiar el caracter de cada una de estas nuevas integrales por separado.

2 dx
) / V@- D0 - )

Esta integral impropia solo tiene una discontinuidad en el limite inferior £ = 1. Vamos a aplicar el
criterio de comparacion de paso al limite, usando como integral base conocida:

b
dr
— . b>1
/1 (z—1)"

que sabemos que es convergente para n < 1. Por tanto calculamos el siguiente limite:

lim
rz—1t

= 1nm 1m
(= z—1t (gg — 1)(9 — 1‘2) z—1t

1
VEDOE (1) im (z— 1) 5(9 — 22)" 3

Este limite es un namero finito (1/4/8) para n = 1/2 y por tanto la integral impropia estudiada es
convergente.

3 dx
/2 Vi(z=1)(9 —a?)

Esta integral impropia solo tiene una discontinuidad en el limite superior x = 3. Vamos a aplicar el
criterio de comparacion de paso al limite, usando como integral base conocida:

3 dx
/a 7(3_:[)” , a<3

que sabemos que es convergente para n < 1. Por tanto calculamos el siguiente limite:

1
lim 7@% = lim 8—2) = lim (3—m)"_%(3+x)_%(x—1)_%
o e Ve DB-0Bra) e

rz—3~

Este limite es un namero finito (1/4/12) para n = 1/2 y por tanto la integral impropia estudiada es
convergente.

Como ambas integrales son convergentes la integral impropia del problema también es convergente.
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12.1. Aplicaciones de la Integral 285

12.1. Aplicaciones de la Integral

La integracion es una técnica de calculo ampliamente utilizada en todas las areas, tanto teéricas como aplicadas,
de las ciencias e ingenierias. Entre las aplicaciones mas comunes se encuentran:

1. La integral como una suma infinita

2. Calculo de areas planas

3. Calculo de longitudes de curva

4. Célculo de volumenes de sélidos de revolucion

5. Calculo de areas de superficies de revolucion

12.2. La Integral como una Suma Infinita

Como hemos visto', la integral se puede entender como una suma infinita de términos que varian de una forma
determinada dada por una funcién. Veamos algunos ejemplos del uso de la integral como suma infinita.

e El volumen de un objeto 3D puede ser determinado si se conoce el area de la figura en funcién de la altura,
a través de una integral de la siguiente forma?:

AZ
) b
V= / A(z) dz
dz Alz) :
Notar que el volumen total se obtiene como una suma infinita de
al— diferenciales de volimenes®:
% AV = A(z)dz = / qv = / AR)d: = V= / A()dz

e De forma similar, se puede determinar la masa de un determinado hilo de densidad variable* si conocemos
la, densidad lineal® p en funcién de la posicién x, de la siguiente forma:

p(x) L
0 m= / p(x) dz
x o

0 L

e La velocidad es la variaciéon del espacio recorrido por unidad de tiempo. Si conocemos la forma en que
varia la velocidad de un movil en funcién del tiempo, entonces se puede determinar el espacio recorrido
por el mismo a través de la siguiente integral:

y
t

_de
dt

1Ver la Definicion 10.1, pagina 252.

2Esto es consecuencia del denominado principio de Cavalieri.

3Aqui se aplica el TFC (ver el Teorema 10.1, pagina 254) para tener en cuenta que la integral y la derivada (diferencial) son
operaciones inversas y por tanto se anulan.

4Por ejemplo un hilo metélico de una determinada aleacién.

5La densidad lineal es la relaciéon entre la masa y la longitud de un objeto. Sus unidades son masa/longitud, por ejemplo gr/cm.
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12.3. Calculo de Areas Planas

Una de las aplicaciones de la integral es el calculo del area bajo una curva determinada®. Notar que el area es
siempre un namero no negativo, de forma que es necesario cambiar el signo de la integral si la curva cae por
debajo del eje x.

y e T b { \ 19 a
\/\ W ‘ a c\/d b x
! a b X
b b c d b
A= | f(x)dx A:—/ f(z) d=x A= | flx)dz— | f(z)dz+ | f(z)dx
a a a c d

Para calcular el &rea encerrada entre dos curvas es necesario
determinar los puntos de corte entre ambas y establecer las integrales
correspondientes, pudiéndose generalizar de la siguiente forma:

: A:/ablf—gl=/ac(f—g)+/cb(g—f)

Ejercicio 12.1. Calcular el 4rea encerrada entre las dos siguientes curvas:

f(x) =3+ 2z — 22
g(x) =2% -4z +3

Encontramos los puntos de corte entre las dos curvas (parabolas):

3+2r—a?=2>—42+3 = 2°—6x=0 ; 222x-6)=0 ; x=1{0,3}

Damos algunos valores entre 0 y 3:

Wl —ol s
O| W x| W[~
O = O] Wl

3

=27-18=9]

0

3 3 3
2
A:/ |f—g\dx:/ [(3+2x—x2)—(x2—4x+3)}dx:/ (6x—2m2)dx:3x2—§x3
0 0 0

6Ver la Secciéon 10.1, pagina 251 y la Seccion 11.2.2, pagina 277.
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12.3.1. Area de Funciones en Coordenadas Paramétricas

Dada una funcion y = f(x) definida en forma paramétrica:
x = x(t)
t € |,
{y—yw [ 5]

de forma que z(t) es estrictamente mondtona con primera derivada continua (curva simple).
El 4rea entre la curva y el eje x se puede obtener teniendo en cuenta el teorema fundamental del cdlculo” de la

siguiente forma:

B
A= / y(@)de ; dA = y(e)de = yla(O)de(t)] = y(t)z,(t)dt = |A= / YOt dt| , wi(@) = Za)

Ejercicio 12.2. Calcular el area por un arco del siguiente cicloide:

x(t) =t —sent
{y(t):l—cost ; t€[0,2xm]

2%
B 2m
A:/ y(t)mt(t)dt:/ (1 —cost)(1 —cost)dt = 1.5+
a 0
2 ¢ 1 27 1+
:/ (14 cos®*t —2cost)dt = t + — + ~ sen(2t) — 2sent| =
0 24 0 0.5 |
=214+ 74+0-0-0-0-0-+0=|37|

12.3.2. Area de Funciones en Coordenadas Polares

En algunos casos la determinacién del area debajo de una curva es méas sencilla si se realiza en coordenadas

polares®.

y=f(z) o r=f(0)
Para encontrar la relacion diferencial entre el area A debajo de una curva en coordenadas polares y el angulo 6
(variable independiente), nos basamos en el 4rea de un sector circular diferencial dA:

Yy

/// da N dA ) )

! ' 2r  — 7 o 1,
Integrando ambas partes de esta igualdad se tiene la formula del r=f(0)
area de una curva dada en coordenadas polares:

1 [P ¢
A= 3 / 2()do o

"Ver la Seccion 10.3.1, pagina 254.
8Ver la Seccién 2.9.4, pagina 69.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |



288 TEMA 12: Aplicaciones del Calculo Integral

Ejercicio 12.3. Calcular el area de una semi-circunferencia genérica de centro (zo,yo) y radio R.

Una circunferencia de centro (xg,yo) y radio R se puede poner en coordenadas cartesianas como:

y=yg +/R2 — (z — zqg)2

@—20)+@W—w)’ =R = |y=y+ VR~ (v—x)?

X To

Si el centro esta el origen (z¢g = 0,yo = 0), podemos calcular el area de una semi-circunferencia de radio
R de la siguiente forma:

R
A:/ vV R?2 —2%2dx
-R

que se podria resolver con un cambio de variable adecuado.
Una forma mas sencilla de calcular esta integral es expresar la circunferencia en coordenadas paramétricas
(polares):
x =x9+ Rcost r? =224y
{ y =19yo + Rsent { t = atan2 (y, z)

Donde ahora las nuevas variables son el radio r y el angulo ¢t y expresandose cada uno de los puntos en
coordenadas polares como”’ (r;t). La ecuacién general en coordenadas polares de una circunferencia de
radio R y centro en coordenadas polares (rg;tg), es:

r? — 2rrgcos(t —to) + 12 = R? ‘

Esta ecuacion es incluso méas complicada que la ecuacion general en cartesianas. Sin embargo, en el caso de
que el centro sea el origen de coordenadas, es decir (rg = 0;ty = 0) entonces la ecuacion de la circunferencia
en polares es simplemente:

que indica que la variable radio'” r es constante e igual al radio de la circunferencia R, independientemente
del angulo. Si calculamos la integral del area en polares en este caso, usando la formula del area en polares,

se tiene:
T |1
=|=R%r
0 2

que corresponde con el resultado conocido del area de un circulo A = 7 R2.

1 [ 1
A:—/ R%dr = ZR?r
2 /o 2

Notar que la formula del célculo del area dada en coordenadas polares da el area encerrada por la curva,
mientras que la formula del drea en forma paramétrica da el area bajo la curva. Ver el siguiente ejemplo que
muestra de forma grafica estas diferencias.

9Notar que el punto y coma (;) se utiliza para indicar que son coordenadas polares.
10Distancia desde el origen de coordenadas a cada uno de los puntos de la circunferencia.
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Ejercicio 12.4. Calcular el area encerrada por la curva y bajo la curva definida por la siguiente funcién

en coordenadas polares.
r=sent , t€[0,m/4]

. . 0.6 x
La curva r = sent corresponde a una circunferencia de centro

(0,1/2) y radio 1/2 y en el intervalo r € [0, 7/4] corresponde a un
cuarto de esa curva (dibujada en color negro en la grafica de la
derecha).

El area encerrada por la curva entre sus dos extremos (zona roja
en la grafica) se podra obtener calculando el drea en coordenadas
polares:

0.4t

0.2}

w/4 1

1 1 1
A = 5/0 sen’tdt = 5 (2 ~1 sen(2t))

Para calcular el area bajo la curva (zona azul en la gréafica) hay que expresarla en forma paramétrica®:

0

x(t) =rcost =sentcost
y(t) = rsent = sen?t

El area bajo la curva sera entonces:

¢ /4

B /4 1 1
As = / y(t)ay(t) dt = / sen?t(cos®t —sen?t)dt = —— — — sen(4t) — ~ sen(2t) =
o 0 416 4 o

I
0=

12.4. Calculo de Longitudes de Curvas

Queremos calcular la longitud de una funcion suave (derivable) entre dos puntos de su dominio a y b. Para ello
empezamos determinando el diferencial de longitud dL y posteriormente integramos la expresion resultante.

y

2

4L = /(P + (d@y)? = \/ (@) + (@) {5 = VTF PP da

b
L= / VITF@Pde| ; fla)=2

12.4.1. Longitud de Funciones en Coordenadas Paramétricas

Generalmente esta integral puede resultar dificil de calcular, por ello en determinados casos resulta mas sencillo
expresar la funcién de forma paramétrica:

x = z(t) z(a) =a

v=s@ = {32500 s = {165

En este caso, un diferencial de longitud de la curva vendra dado por la siguiente expresion:

2 B Ty = d*gtg
4L = /(d=)? + (@) = \/ (@2 + @) G~ VEFT LR — L= [ VEFT bR ‘
= Yt = d%i

Ver la Seccion 2.9.4, pagina 71.
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290 TEMA 12: Aplicaciones del Calculo Integral

Notar que las dos formulas de la longitud coinciden ya que una funcién y = f(z) se puede poner de forma
paramétrica como:

dz _q
dx

Ejercicio 12.5. Calcular la longitud de una circunferencia de radio R usando coordenadas paramétricas.
Una circunferencia de radio R y centro origen se puede definir en coordenadas paramétricas como:

;. = —Rsent

r = Rcost
ys = Rcost

y = Rsent , tel0,2nr] = {

Entonces:

2 27 27
L:/ \/zt2+yt2dt:/ \/(—Rsent)2+(Rcost)2dt:/ Rdt =|27R]|
0 0 0

12.4.2. Longitud de Funciones en Coordenadas Polares

Si la funcién esta definida por coordenadas polares de la forma:

x(t) = rcost = f(t) cost

r=f@t) , t€lo,p] = { y(t) =rsent = f(t)sent

la longitud del arco comprendido en el intervalo [« 8] puede determinarse de la forma:

B B
L:/ \/[xt]Q—i—[yt]th:/ \/[f’(t)cost—f(t)sentP—l—[f’(t)sent+f(t)cost]2dt:

B
_ / VIF @)1 cos2t + [F(D]2 sen? t — 2£ () f/Byserrteont + [f/(£)]2sen2 t + [f(D)]2 cos? t + 2 (£) f/(tsenteost dt =
B B
:/ \/[f(t)]2(sen2t+0082t)+[f’(t)}z(seHQt—l-coth)dt:/ VIFOPR+ ()2 dt

= / R+ P

En muchos casos las integrales de este tipo no tienen soluciones analiticas y es necesario utilizar métodos de
integracion numérica para su resolucién'!.

Ejercicio 12.6. Calcular la longitud de una circunferencia de radio R usando coordenadas polares.

Una circunferencia de radio R y centro origen se puede definir en coordenadas polares como:
r=R ; R>0

Entonces:

i/ @R+ = / T VR 0dt = O%Rdtz

HEste tipo de métodos no seran tratados en este texto.
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12.5. Calculo de Volimenes de Sdlidos de Revolucién

En esta seccion se estudia la determinacion del volumen'? de un tipo especial de solidos 3D denominadas de
revolucion, que se obtienen al hacer girar una figura plana alrededor de un determinado eje.

Y fx)
En nuestro caso la figura plana esté formada por la superficie A comprendida
entre una funcion f(z) y el eje # en un intervalo [a, b]. A
a b X
y
Vamos a estudiar dos casos: L Giro alrededor
ejeY
e El solido se genera haciendo girar A alrededor del eje X. Giro alrededor
je X
e El solido se genera haciendo girar A alrededor del eje Y. e
—e—' X

12.5.1. Volumen Alrededor del Eje X

En este caso el diferencial de volumen dV de una rodaja
infinitesimal seria el area del disco'® por la anchura infinitesimal
de la rodaja dr, e integrando dicha expresion se tiene:

b
dV = n[f(x))?dz = V= 71'/ [f (2)])?dx
S—— a

Area disco

Si el solido de revolucion esté comprendido entre dos curvas, la
férmula sera:

b
V=r [ [P’ - F@)lds

En este caso el diferencial de volumen dV esté formado por
un cilindro con eje central y, de radio =, anchura dx y altura
f(x), por tanto:

b
dV =2rzf(x)de = |V = 271'/ xf(x)dx

12E] problema, general del calculo del volumen se vera en el segundo cuatrimestre en la asignatura Cdlculo II. Ver por ejemplo
"Clases de Célculo II para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367..
I3Notar que el valor de la funcién en dicho punto f(z) corresponde con el radio del disco, de ahf que el area sea w[f(z)]2.
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Ejercicio 12.7. Calcular el volumen de revolucién al hacer girar la siguiente funcion:
y=+vz+1 ; xz€[0,1]
a) Alrededor del eje x
b) Alrededor del eje y

a) Alrededor del eje x

V=7T/01<\/§+1)2d$=

1

1 2
2
:w/ (x + 2z + 1)dx = W(%+2§{IJ3/2+1‘) =
0 0

1 4 177
= . - 1 = | ——
mat3zt =5

b) Alrededor del eje y

Ejercicio 12.8. Calcular el volumen de revoluciéon encerrado entre las dos siguientes funciones al hacerlas
girar sobre el eje x.

(@) = 62 — 2” ; glx) ==
10}
Los puntos de corte entre las dos curvas son (0,0) y el (5,5) de f 9
forma que el volumen pedido es: -
b
Ver [1f@) - fa)d :
a s

5 5 5
V= 71'/ (62 — 22)? — 2% dx = 7r/ (3622 4+ z* — 1223 — 2%) dx = 7T/ (3522 + 2zt — 122%) do =
0 0 0

35 1
=T (x3 + 2’ — 3m4)

5
35 625
— 1257 (2 45-15) = =2
3 5 7T<3+ ) T

o 3
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12.6. Calculo del Area de una Superficie de Revolucién

En esta seccién vamos a estudiar la determinacion del area de la superficie' de los cuerpos de revolucion vistos
en la anterior Seccion 12.5, pagina 291.
Al igual que antes vamos a estudiar dos casos: rotacion sobre el eje x y rotacion sobre el eje y.

12.6.1. Area Alrededor del Eje X

Estamos interesados en determinar el drea de la superficie exterior (sin contar las tapas laterales'®) del solido
de revolucion sobre el eje X.

y En este caso, el diferencial de area de una cinta infinitesimal circular
de anchura dL dada por la férmula obtenida en la longitud de una
curva'. Como este valor gira alrededor del eje x se forma un anillo de

radio f(x) por tanto se tiene:

b
dA = 27 f () VI @) de —> A:Qw/ FVIF @ de
dL

12.6.2. Area Alrededor del Eje Y

En este caso se quiere determinar el drea de la superficie superior!” del sélido de revolucién sobre el eje Y. En
la siguiente figura se muestra una seccion de esa superficie (su forma completa seria circular).

Para ello se toma una cinta infinitesimal de anchura dL que
forma un anillo alrededor del eje y, pero en este caso el radio es

@§ x en lugar de f(x):
dL

L

’ b
. | N dA =27z /14 [f'(2)2dze — A:27r/ /17 [f' (@) da

12.6.3. Coordenadas Paramétricas

Como las dos integrales anteriores suelen ser complicadas de calcular, se suelen utilizar coordenadas paramétricas
para definir las funciones, de la siguiente forma:

x = z(t)
y=y(t)
En este caso y teniendo en cuenta lo explicado en la Secciéon 12.4, pagina 289, las formulas para el célculo del
area de revolucion en coordenadas paramétricas son:

y= @) — { L tefo.f]

e Alrededor eje X : |A =27 /ﬂ y(t) /[ (£)]2 + [ye(t)]2 dt

B
e Alrededor eje Y : |A= 271'/ z(t) /[ ()]2 + [ye(8)]2 dt

14E] problema general del célculo del 4rea de una superficie cualquiera se vera en el segundo cuatrimestre en la asignatura Cdlculo
II. Ver por ejemplo "Clases de Calculo II para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 367..

15Cuyo valor es facil determinar al ser circulos.

16Ver la Seccion 12.4, pagina 289.

17Las paredes laterales son cilindros cuyo area es facil determinar.
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(polares) como:

forma:

qp

A=2r

T = cost
y =sent

TEMA 12: Aplicaciones del Calculo Integral

Ejercicio 12.9. Calcular el area de la superficie exterior de una esfera de radio 1.

Una circunferencia centrada en el origen y de radio R se puede definir en coordenadas paramétricas

t €0, 27]

Para obtener una esfera podemos hacerla girar 360° en torno al eje = una media circunferencia, por tanto
t € [0, 7]. El area de la superficie generada se puede calcular, en coordenadas paramétricas de la siguiente

12.7. Resumen de Férmulas

/0 sin(t)y/ (cos(t))” + (sin(t))” dt = 27 /0 sin(t) dt —
—27 cost|y =

Tipo Forma Formula
b
Cartesianas A= / f(x)dx
A B
rea Paramétricas | A = / y(t)ze(t) dt
1 [P
Polares A= 5/ f2(t) dt
b
Cartesianas L= / V14 [f'(z)]?dz
Longitud g
ongrtu Paramétricas | L = / Vize®)2 + [we(t)]2 dt
B
B L- / JIOP T P OP dt
b
Vomr [ @)l do
Volumen de Revolucion | Cartesianas z
b
Vv, = 27r/ zf(x)dx
b
=2 [ f@VIF @R
Cartesianas a
b
A, = 27r/ 1T [ @)P dz
Superficie Revolucion a
B
Ax =2 [ y(t) V=P + OP e
Paramétricas @

B8
%=%/xwﬂmmuwmww
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A.1. Conjuntos

Definicion A.1. Conjunto

Un conjunto es una coleccién de elementos con caracteristicas similares, considerada en si misma como
un objeto.

Los conjuntos se representan por letras mayusculas y sus elementos por letras mintsculas encerradas entre
llaves:

A={ay,a9, -}

Definicion A.2. Cardinal de un Conjunto

Al numero de elementos de un conjunto se le denomina cardinal del conjunto y se representa por:

|A| = cardinal de A

e Conjunto vacio: No tiene ningin elemento. Se representa por @ = {}

Conjunto finito: aquel que su cardinal es un nimero natural.

e Conjunto infinito: aquel que posee un nimero infinito' de elementos.

Conjunto discreto: aquel que entre dos ntimeros cualesquiera del conjunto siempre existe un nimero
finito de elementos?. El conjunto puede ser finito o infinito.

Definicion A.3. Conjunto Numerables

Se dice que un conjunto es numerable si se puede establecer una relacién uno a uno entre los elementos
del conjunto y todos o algunos de los niimeros naturales.

Definicion A.4. Operacion Interna a un Conjunto

Se dice que una determinada operacion® entre los elementos de un conjunto A es interna, si cualquier
resultado entre elementos del conjunto da como resultado otro elemento que también pertenece al mismo
conjunto A.

Definicion A.5. Conjunto Cerrado respecto a una Operacion

Se dice que un conjunto es cerrado respecto a una determinada operacidn si ésta es una operacion
interna® al conjunto.

1Ver la Seccién 0.2, pagina 4.

2Los conjuntos que no son discretos pueden ser densos, ver la Definicion A.8, pagina 299.
3Como puede ser la suma, resta, etc.

4Ver la Definicion A.4, pagina 298.
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A.1.1. Cuerpo

Definicion A.6. Cuerpo

Un cuerpo es una estructura algebraica en la que hay definidas dos operaciones llamadas adicidn y
multiplicacion que cumplen las propiedades: asociativa, conmutativa y distributiva de la multiplicacién
respecto de la adicion, ademés de la existencia de inverso aditivo, del inverso multiplicativo y de un
elemento neutro para la adicion y otro para la multiplicacion, los cuales permiten efectuar las operaciones
de sustraccion y division (excepto la division por cero).

Definicion A.7. Cuerpo Ordenado

Se dice que un conjunto y dos operaciones (A4;+,-) es un cuerpo ordenado, si es un cuerpo y ademas
hay una relacion de orden total® (<):

si a<b = a+c<b+c

@ e € A {Siagb,c>0 = a-c<b-c

Definiciéon A.8. Conjunto Denso

Se dice que un conjunto A es denso respecto al orden (<), si:

VabeAcona<b Jinfinitosce A : a<c<b

A.2. Relaciones

Definicion A.9. Relaciéon

Una relaciéon R es una regla que se establece entre elementos de un conjunto.

Sea un conjunto A = {a,b,c ---} siendo a, b, ¢, etc. sus elementos. Si dos de sus elementos a,b € A verifican
una determinada relacién R se representa como aRb.

Las relaciones matemdticas se caracterizan por las propiedades que verifican. Hay cuatro propiedades béasicas.

Definicion A.10. Propiedades de una Relacion

Sea un conjunto A de elementos sobre el que se estable una relacion R entre ellos. Se dice que R es:
e Reflexiva : si aRa , Va € A.
e Simétrica :si aRb — ©bRa , Va,be A
e Antisimétrica :si aRb y bRa — a=0b , Va,be A.

e Transitiva: Si aRb y bRe =— aRec.

5Ver la Definicién A.11, pagina 300.
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Definiciéon A.11. Relaciéon de Equivalencia y de Orden

Una relaciéon R entre los elementos de un conjunto A se denomina:

e Relacion de Equivalencia: si para todos los elementos del conjunto se verifican las propiedades
reflexiva, simétrica y transitiva.

e Relacion de Orden u Ordenacion: si para todos los elementos del conjunto se verifican las
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

e Relacion de Orden Total: relacion de orden que se puede establecer entre todos los elementos
de un conjunto, es decir que o bien se verifica aRb, o bien bRa, para cualquier a y b elemento del
conjunto.

e Las relaciones de equivalencia permiten crear grupos o subconjuntos de elementos con unas mismas
determinadas caracteristicas.

e Las relaciones de orden permiten crear determinadas ordenaciones entre los elementos de un
conjunto, indicando qué elementos van delante de otros.

Ejemplo A.1. Relaciones

Sea A el conjunto formado por los alumnos de la asignatura Calculo I de una titulacion.

e La relacion definida por "pertenecer al mismo grupo de la asignatura que ..." es una relaciéon de
equivalencia.
e La relacion definida por "tener la calculadora més cara o igual de precio que ..." es una relacién

de orden pero no total, ya que solo se puede aplicar sobre los alumnos que tienen calculadora.

n

e La relacion "ser méas alto o igual que..." es una relacién de orden total.

A.3. Productos Notables

Definicion A.12. Producto Notable

Se llaman productos notables a ciertas expresiones muy comunes cuyo resultado es conocido.

Algunos de los productos notables mas sencillos y tutiles son:

(a+b)(a—b) = a® — 1?|

o |(a+0)?=a®+2ab+ 1| . [(@-b)?=d®—2ab+ 17

(a+b)3:a3+3a2b+3ab2+b3‘ ; ‘(a—b)3:a3—3a2b+3ab2—b3‘

Nota A.1. Estas expresiones se pueden generalizar a través del binomio de Newton (ver Apéndice A.4, pagina 301).
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A.4. Binomio de Newton

El binomio de Newton, también conocido como teorema del binomio, establece la forma de expandir en
sumas cualquier potencia de un binomio = + y.

Recordamos previamente la definicion de factorial de un ntmero natural y el cociente binomial o
nimeros combinatorios.

|
Factorial : nl=1-2-3-....(n—1)- n‘ ; Nuameros Combinatorios : (n) = —( nk)' =
n—k)! k!

Nota A.2. Por definicion, el factorial de cero es la unidad:

Teorema A.1. Binomio de Newton

W — : N\ n—k k _ ny\ n Y\ n—1 N\ n-2 2 w n—1 z n __
(z+y) —k_()(k)x y (O>w +<1>x y+<2)x Y-+ —i—(nl)xy +<n>y

77/(77/2' )mn—2y2 4ot nwyn—l + yn

=z" +nz" "y +

Ejercicio A.1. Utilizando el binomio de Newton, desarrollar la siguiente potencia:

(1+2)°
°. (5 >\ (5 5 5 5 5 5 5
1 5_ 15—khk — k_ 0 1 2 3 4 5 _
(1+z) g_o(k> T ,?:0“ o)) L))+ () )
50 5l 51 51 5! 51
=500t ant e et Tt st = 1B+ 102% +105° + 50t 4 a7

Ejercicio A.2. Encontrar el valor del coeficiente del término zy?z7 de la siguiente potencia
(32 — y + 22)1°

Como en la formula del binomio de Newton solo aparecen dos términos y aqui tenemos tres, vamos a
agrupar los dos primeros y aplicamos dos veces dicha férmula.

10
(Br—y+22)"0 =Bz —y) +22]"0 = > <1k0> (3z — y)*(22)10°F =
k=0

- Z (%) [Z () <3x>i<—y>k—i] (22)10*

i=0
Como la potencia de z tiene que ser 7, por tanto 10 — k = 7 y k = 3. Por otra parte como la potencia de
x debe ser 1, i = 1 y de ahi la potencia de y serd k —i =3 — 1 = 2 como indica el enunciado. Por tanto:

10\ (3 s w100 31 Lo 1049-8 27— 135210 s
<3><1>(3x)(_y) (22)" = gy gy 2'ay e’ = —— 384 ay”y" = | 138240 ay”2
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A.5. Polinomios

Definicion A.13. Polinomio

Un polinomio es una suma y/o resta de términos formados por productos de coeficientes (nimeros
reales o complejos) y potencias enteras de una o més varias variables independientes.

Ejemplo A.2. Polinomios de una y varias variables

o P(x)=a°—42%+12

o P(x,y,2) = —1+2%2 + 23223

Nos vamos a centrar en los polinomios reales de una sola variable independiente x, de grado n (potencia mayor):

n : Grado del polinomio (a,, # 0)
a; : Coeficientes

‘ P(x) = apa™ + n_12" Y+ ...+ a1z +ag i a; €R an, : Coeficiente principal o director
ag : Término independiente
Monomio : Cada uno de los términos a;z*

Raices o Ceros de un Polinomio

Definicion A.14. Raiz o Cero de un Polinomio

Se dice que r € € es una raiz o cero del polinomio P(z) si: | P(r) =0/

Teorema A.2. Teorema Fundamental del Algebra

e Todo polinomio de grado n tiene exactamente n raices reales y/o complejas, iguales y/o distintas.

e En caso de que un nimero complejo a + bi sea raiz de un polinomio, entonces siempre su complejo
conjugado a — bi también sera raiz del polinomio, de forma que las raices complejas siempre
aparecen a pares a =+ bi.

Definicion A.15. Multiplicidad de una Raiz

La multiplicidad de una raiz de un polinomio de grado n es el nimero m < n de veces que se repite
esa raiz en el conjunto de las n raices del polinomio.

Definicion A.16. Factorizaciéon de un Polinomio

Factorizar un polinomio consiste en descomponer el polinomio en un producto de polinomios
irreducibles® del tipo:

P(x):an(ac—a)”(x—b)m-~-[(:v—oz)2+ﬁ2]k-'-‘ : a,b,a,BeER ; n,mkéeN
donde a,, es el coeficiente principal del polinomio, a, b, =+ 37, - - - son las raices reales y/o complejas
y n, m, k, --- sus correspondientes multiplicidades.

6Ver la Definicién A.17, pagina 306.
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Ejercicio A.3. Encontrar el polinomio que tiene por raices:

—2 con multiplicidad 3
3 con multiplicidad 2
1+2¢ con multiplicidad 1

El polinomio buscado P(x) tiene 5 raices reales (una se repite tres veces y otra dos) y una raiz compleja
(formada por dos raices 1+ 2i y 1 — 2¢) y por tanto el grado de P(x) debe ser n =3+2+4+2=7. Lo
calculamos a través de su factorizacion:

P(x) = (2 +2)3x - 3)%[(z — )2+ 2% = (2® + 622 + 122+ 8) - 3(2® — 62 + 9) - (2? — 22 +5) =

&7 — 20 — 102° + 200 + 52° — 982” + 1562 + 360

Division entre Polinomios

Todo polinomio P(x) se puede dividir entre otro Q(z) de grado menor o igual de la siguiente forma:

Dividendo P(x) Q(x) Divisor
Resto  R(x) C(x) Cociente

donde C(z) y R(z) son polinomios apropiados, de forma que P(z) se puede descomponer como:

grado P(z) > grado Q(z) < grado R(z)

‘ P(z) = Q(z) - C(z) + R(x) ‘ { grado P(z) = grado Q(z) + grado C(x)

Ejercicio A.4. Dividir el polinomio P(z) = 6z + 42% + x — 4 entre el polinomio Q(z) = 222 — 1y
descomponer P(z) en base al resultado.

?f‘ +4x2+x-5 2x2 - 1 Por tanto se tiene:

x4 + 3x2

3x2 + 7/2 P(z) = Q(z)C(x) + R(x)
0 7xF +x-5
N 4 2 2 2 7 3
X 6z~ + 4z —|—x—4:(2zL‘ 71) 3T +§ 4F zT-5
0 x -3/2

Se dice que un polinomio P(z) es divisible por otro polinomio @Q(x) si el resto de la division P(z)/Q(x) es
cero, y por tanto:

P(z) =Q(z) - C(x) grado P(z) > grado Q(x)

Ejemplo A.3.
El polinomio P(z) = 223 + 322 + 32 + 1 es divisible por el polinomio Q(x) = 2z + 1 ya que:

Px)=Q2z+1)(z* +z+1)

Vamos a repasar una forma sencilla de dividir un polinomio P(x) a través de la Regla de Ruffini que nos
permitird encontrar sus raices y a través de ellas su factorizacion.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |




304 Temas de Repaso

A.5.1. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini’ permite dividir facilmente polinomios de orden n P(z) entre polinomios de grado uno
Q(z) de la forma:

+ ap_1xz™ !t 4+ o @z + ag r—r

P(z)=ap2"+---+a P(x) .
{ o= C T oo o

donde® r € C. El procedimiento es el siguiente:

1. Se trazan dos lineas a modo de ejes y se ordenan todos los
coeficientes de P(x) de mayor a menor en la parte superior,

poniendo ceros en caso de que algin monomio entre a, y Ay Ap_1 Qp_o2 -+ a1 dag
ap no aparezca. El valor de r se coloca abajo en la zona
izquierda, siendo positivo si Q(z) = a — r y negativo si T
Q(z)=a+r.
Ap  Ap—1 Gp-2 e 4l Qo
2. El primer coeficiente a,, se baja directamente.
-
Gnp,
3. Se multiplica a, por r y se coloca debajo de a,. Ay  QAp—1 Qp_o <+ @1 Qg
Posteriormente se suman ambos obteniéndose b,,_o =
Ap—1 + anr. r +a,r
‘ Gnp, bn—2
. ., Qp  Qp—1 Up—2 ce ai ago
4. Se repite el paso 3 obteniéndose: b,_3 = a,_o + bp_17, v "
bpn_4 = Gy_3 + b, _or, etc. hasta obtener b = a bor.
n—4 n—3 + On—2T, 0+ 0o r +a,r +bp_or - +bir  +bor

| an bnz  bp_g -+ o b
5. Llamando 7 al cociente de la division y al resto | R(xz) = b/, se tiene:

Gnp Gp—1 Ap—2 te a1 Qg

r +a,r +bp_or - +bir +bor

‘ bnfl bn72 bn73 T b() b

() =b

{ C(JS) = bn_ll‘n_l I bn_gl‘”_2 4+ -+ bix + by
R

6. Con estos resultados el polinomio P(x) se puede descomponer como:

P(z) = Cla)(w —7) + R()

El uso de la regla de Ruffini para la busqueda de raices de un polinomio interesa hacerlo cuando el grado del
mismo es mayor o igual que tres. Para grado 1 es trivial encontrar la raiz y para grado dos es preferible usar
la féormula de la ecuacion cuadratica:

—b+ Vb%2 —4dac
r=—

ar’ +br+c=0 —
2a

"Paolo Ruffini (1765-1822) fue un matematico, profesor y médico italiano.
8El caso mas sencillo es cuando r es un nimero real entero.
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Ejercicio A.5. Calcular el siguiente cociente de polinomios:
323 — 527 4+ 2z — 7 |=z+2
Aplicando la regla de Ruffini:

3 =5 2 =T

. { g(x):3x2—11x+24

—2 -6 22 —48 (z) = —55

|3 —11 24| =55

Por tanto: ‘ 3z3 — 52° + 2 — 7 = (322 — 11z + 24)(z + 2) — 55 ‘

Teorema A.3. Teorema del Resto

El resto R de la division del polinomio P(z) entre z — « coincide con el valor P(«), donde o € C.

Nota A.3. Demostraciéon: P(z) =(z —a)C(z) + R ; Siz=a = P(a)=R

Teorema A.4. Divisibilidad de un Polinomio

El polinomio P(z) es divisible por (z — «) si y solo si & € C es una raiz de P(z).

Calculo de las Raices de un Polinomio

Sea un polinomio P(x) con todos sus coeficientes a; enteros. Entonces:

1. Si tiene una raiz entera r, ésta debe ser un divisor del término independiente ay del polinomio.

2. Si tiene una raiz racional r = p/q (irreducible), entonces el numerador p debe ser un divisor de ag y el
denominador ¢ debe ser un divisor del coeficiente principal a,,.

Descomposiciéon de un Polinomio en Factores

Si un polinomio P(z) de grado n tiene raices reales r1,...7,,, entonces se puede descomponer de la forma:

(P@)=(z—r)(@=r13) (& — ) Ci(x)

donde Cj(z) es un polinomio de grado k =n — m.

En particular si P(z) tiene tantas raices reales como su grado entonces se puede hacer una descomposicion
en factores simples (factorizacion”) de la forma:

‘P(m) =ap(z—r1)(®—712) - (T —1Tp) ‘

siendo a,, el coeficiente principal del polinomio.

9Ver la Definicién A.16, pagina 302.
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Definicion A.17. Polinomios Irreducibles

Un polinomio se dice irreducible si no puede descomponerse en producto de dos o mas polinomios de
grado mayor o igual que uno.

e Todos los polinomios de grado cero (constantes) y de grado uno ax + b, son irreducibles.
e No existen polinomios irreducibles de grado mayor o igual que tres.

e Los polinomios de grado dos irreducibles son los que no tienen raices reales.

Ejercicio A.6. En caso de ser posible, descomponer en factores simples el polinomio:
P(z) = —22% + 42% + 10z — 12

Al ser un polinomio de grado 3, tiene exactamente 3 raices (reales y/o complejas, iguales o distintas).
Buscando posibles raices enteras entre los divisores de -12, {—12, —6, -3, -2, —1, 1,2, 3,6.12}, encontramos
que P(r) =0 para r = {—2,1, 3}, por tanto:

|P(z) = —2(z +2)(z — 1)(z — 3)|

Ejercicio A.7. Descomponer en factores simples el siguiente polinomio:
P(z) = 2° — 2* — 62° — 502 — 100z
Como el polinomio no tiene coeficiente independiente una raiz de P(x) es = 0. Sacando factor comun:
P(z) = z(z* — 23 — 622 — 502 — 100)
Buscamos entonces las raices del polinomio Q(x) = z* — 23 — 622 — 502 — 100 entre los divisores de 100.
Q(—2) = (-2)* = (=2)* =6 (=2)* =50 - (=2) — 100 = 16 + 8 — 24 4+ 100 — 100 = 0
Por tanto x = —2 es otra raiz del polinomio P(z). Usamos Ruffini para factorizar.

1 -1 -6 —-50 -—100

— C(z) = 2 — 32% — 50
2 6 0 100 R(z) =0

|1 -3 0 —50] ©

Buscamos entonces las raices del nuevo polinomio Qa(x) = 23 — 322 — 622 — 50 entre los divisores de -50.

_9 = P(z) = z(x + 2)(«® — 32° — 50)

Q2(5)=(5)>—3-52=50=125—-75—-50 =0
Por tanto x = 5 es otra raiz del polinomio P(x). Usamos nuevamente Ruffini para factorizar.

1 -3 0 =50

C(z) =2 +2x+10
5 5 10 50 {R(m)zO

1 2 10[ 0

Aplicando la formula de la ecuacién cuadrética en el polinomio Q3(x) = 22 + 22 + 10 se tiene:

—2+4-40 —2+£-36 —-2+./(-1)36 —2+-1vV36 —2+i/36 —2+6i
xTr = = = = =
2 2 2 2 2 2

| P(e) = 2 + 2)(x — 5)(* + 22 + 10)

=—1+3

Que indica que es irreducible, por tanto la factorizaciéon del polinomio pedido se puede expresar de estas
dos formas:

[P(e) = 2(z+2)(e—5)(@*+20+10) = 2(z+2)(z - 5)l( +1)° + 3]
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307
A.6. Distancia Euclidea

La distancia euclidea o euclidiana es la considerada como distancia ordinaria y habitualmente se le suele
denominar simplemente como distancia.

A.6.1. Distancia en R
Definicion A.18. Distancia en R

La distancia entre dos nameros reales x; y o se representa mediante d(x1,x2) y se define como:

d(x1,22) = @1 — x| = /(1 — 32)% = /(22 — 21)? = |wg — 31| = d(22, 71) T‘Tj

Ejemplo A.4. Distancia euclidea entre dos nimeros.

d(2,=5) = 2= (=5)| = [7| =7 ; d(=5,2) =[=5-2[=[-T7=7

A.6.2. Distancia en R?

Definicion A.19.

Distancia en R?

En el plano R? la distancia entre dos puntos A = (z1,41) y B = (x2,12), se define a través del
Teorema de Pitagoras.

d(A, B) = /(22 — 21)? + (32 — 1)? = V(21 — 22)? + (41 — 32)* = d(B, 4)

Teorema de Pitagoras : d? = (z2 — x1)% + (y2 — y1)?

Ejemplo A.5. Distancia euclidea entre dos puntos del plano.

d(1,2), (-1, -] = VI- DR+ 2 - ()P =viT9=Vi3

A.6.3. Distancia en R?

Definicién A.20. Distancia en R®

En el espacio R® la distancia entre dos puntos A = (z1,y1,21) y B = (2,2, 22) se define como:

d(A, B) = /(21 — 22)? + (1 — y2)® + (22 — 21)? = d(B, A)

)

d% = (22 — ﬂ01)2 + (y2 — yl)2

d(A, B) = d% aF (ZQ = 21)2

Pedro José Hernando Oter
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A.7. Trigonometria

A.7.1. Medida de Angulos: Radianes

En diversos campos de las matemaéticas, los angulos conviene medirlos en radianes.

Definicion A.21. Radian

Un radidn es el angulo central de una circunferencia que abarca un arco cuya longitud es el radio.

N

60 = 1 radian

1 radian = 360 grados =~ 57.3°
2m

Relacion Grados-Radianes

(grad) x «
180

0
27 radianes — 360° — 360" — 2w — rad =
grad — rad

Figura A.1: Relacion entre grados sexagesimales (marco rojo) y radianes (marco azul) de los angulos méas usuales
en los cuatro cuadrantes.

Ejercicio A.8. Determinar cuantos radianes son 15° y cuantos grados son 51—’27 radianes.

o 15 xm T
e 15° = R0 — Erad

br 5x 180 oo
=g = 1]
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El signo del angulo depende del sentido del giro:
Direccién
anti-horaria (+)

e Signo positivo: sentido contrario a las agujas del reloj.

e Signo negativo: sentido igual a las agujas del reloj.

Direcciéon
—a=+@2r—a) ; «acl0,7] horaria (—)
Ejercicio A.9. Determinar en sentido positivo el angulo o = —75 rad y en sentido negativo el dngulo
8= % rad.
x 23m
o o =21 — 13 — E rad
o 197
o [ T+ D D ra

Los angulos cuyo valor absoluto es mayor que 27 radianes (360°) indican mas de una vuelta en una determinada

direccion.

™
|

2kr+a =  « ) +
ok — 0 — —a} a€cl0,2r) ; keZ B >

|
™
|

Ejercicio A.10. Simplificar el angulo o = 637 rad y el angulo 8 = —417” rad.

e a=63r=2r%31+7=|7rad|

41
. ﬁ:—TW:—QO,M':—QW*lO—g: —g rad

A.7.2. Funciones Trigonométricas

Definicién de Seno, Coseno y Tangente

Dado un triangulo rectangulo A ABC con su angulo recto en C' y longitudes a, b y h, como indica la Figura A.2.

> B
0%
&>
e
W

S
ojsondo ‘O

A b c

c. adyacente

Figura A.2: Triangulo rectdngulo de hipotenusa h y catetos a y b.

Se definen la siguientes funciones trigonométricas del dngulo agudo a = BAC:

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |
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Nombre Funcién | Abreviatura Definicion
cateto opuesto a
seno « sen « = —_ = =
hipotenusa h
cateto adyacente b
coseno « cos « = - = =
hipotenusa h
cateto opuesto sen o a
tangente « tan o = = = -
cateto adyacente  cosa b

Tabla A.1: Funciones Trigonométricas Directas: Seno, Coseno y Tangente

Ejercicio A.11. Determinar los valores del seno, coseno y tangente correspondientes al &ngulo ABC del
siguiente triangulo rectangulo cuyos valores son: a =3 y b = 4.

B

pd
a
A b c

Calculamos primero el valor de la hipotenusa aplicando el teorema de Pitdgoras:

h=vVa2+bt=/32+42=+/25=5
Por tanto, llamando 8 = @ y teniendo en cuenta las definiciones de la Tabla A.1 se tiene:

. op. b 4 . ady. . Op. b
c. op b_ 4 ; Cosﬂ:cay:g:g ; tanB:COp—

hipot. h | 5

sinf8 =

b_|4
c.ady. a |3

Valores Trigonométricos: Seno, Coseno y Tangente

En la Figura A.3, pagina 311 se muestran en el exterior de la circurferencia unidad, los valores trigonométricos
seno (en negro), coseno (en azul) y tangente (en rojo) de algunos de los dngulos mas usuales.

Nota A.4. Tener en cuenta que los valores de la tangente de % =90°y 3777 = 270° son respectivamente 400 y —oo.

Ejercicio A.12. Determinar los siguientes valores trigonométricos, donde los dngulos estén expresados

en radianes.
a) sen gl b) cos m ¢) tan am
3 4 3

Utilizando los valores de la Figura A.3, se tiene:

a) 5% rad = 300° = 7% rad = —60° ; sen%r = —?
3m o om o 3r V2

b) T rad = 135° = I rad = —225 ; cos - = | ==~
4 2 4

c) % 1rad:240":—?7T rad = —120° ; tangz
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’Valores: (sen,cos,tan) ‘

311

/3 (1,0,00) 73
3 31
(zﬂ‘rﬁ) (2’2’\@)
V2 V2o V2 V2
27 2 m 272"
2w 2 m
<1 V3 ﬂ) 13 3 (1 V3 ﬁ)
o' o v o 7 5 ™ a9 o Y o
27 2 3 o on 1 2"27 3
120° 60°
bm 135° 45° u
6 6
150° 30°
(0,—1,0) (0,1,0)
[} 180° 0 — 360° — 27
210° 330°
T 117
— 225° 15° —
c 5 315 5
- 240° 300° —
1 V33 T 270° T 1V3 V3
2 273 4 57 227 3
3 3 3
V2 V2 2 V2 V2o,
27 2 272"
V3 o1 V31
<_2’_2’\/§ Ve
(—1,0, —c0)

Figura A.3: Valores trigonométricos del seno, coseno y tangente.

Determinacion Simplificada

Recordar todos los valores de la Figura A.3 no es facil. Resulta méas préctico conocer una pequena lista de
angulos simples del primer cuadrante y mediante ellos determinar otros valores del resto de cuadrantes.

Primer Cuadrante ([0°,90°] = [0, 7/2])

Vamos a ver una pequena tabla de valores del seno, coseno y tangente de un conjunto de valores a € [0, 7/2].
Con ellos se puede obtener facilmente el valor de otros angulos del resto de cuadrantes.

/2
/3 /4

A,

Pedro José Hernando Oter

Primer Cuadrante

Grados 0° 30° 45° 60° 90°

Radianes | 0 /6 /4 /3 | w/2
sen 0 1/2 V2/2 | V3/2 | 1
cos 1 V3/2 V2/2 | 1/2 0

tan 0 | 1/vV3=+3/3 1 V3 | 400
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Segundo Cuadrante ([90°,180°] = [7/2,])

Y
(_'Ta y) (:C>y)
Yy o o )
‘sen(w — a) = sen(a) ‘ ; ‘ cos(m — a) = — cos(a) ‘ ; ‘ tg(m—a) = —tg(a) ‘ ;
Tercer Cuadrante ([180°,270°] = [, 37/2])
Y
(z,y)
™+«
- / - y
—y @ T
(7:37 7y)
‘ sen(m + a) = —sen(«) ‘ ; ‘ cos(m + o) = — cos(a) ‘ ; ‘ tg (m+ a) = tg(a) ‘ ;
Cuarto Cuadrante ([270°,360°] = [37/2, 27| = [0, —7/2])
Y
(z,y)
o r Y ;
. -
Y
(ZIZ’, _y)
‘ sen(—a) = —sen(a) ‘ ; ‘cos(—a) = cos(a) ‘ ; ‘ tg (m — a) = —tg () ‘ ;

Ejercicio A.13. Determinar los siguientes valores trigonométricos, relacionando el correspondiente
angulo con un valor en el primer cuadrante.

11 3
a) sen Tﬁ b) cos Iﬂ c) tan —

Utilizando las relaciones vistas en esta seccion se tiene:
) 117 27 =« (2 7r) ( 7r> (7r> 1
a)sen— =sen| — — — | =sen (2r— =) =sen(——= ) = —sen (=) =|—=
§ 6 6 6 6 6 2
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4 m
c) tan? = tan (7T+ =

b) cos?%:cos (7‘(’—%) :—cos(g) =

)=t (5) -1

Utilizando los valores de la Figura A.3, pagina 311 se pueden verificar los resultados.

V2
2

Representacion Grafica de las Funciones Trigonométricas Directas

y =sen x

Inversas de las Funciones Trigonométricas

313

Las inversas de las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente definen unas nuevas funciones denominadas
cosecante, secante y cotangente respectivamente.
Basandonos en los datos de la Figura A.2, pagina 309 estas funciones se definen de la siguiente forma:

Nombre Funcién | Abreviatura Definicion
hipotenusa 1 . h
cosecante csC = = = (sena) -
cateto opuesto  sen« a
hipotenusa 1 1 h
secante sec « = = = (cos ) -
cateto adyacente  cosa b
cateto adyacente 1 1 b
cotangente « cot « = = = (tana) -
cateto opuesto tan o a

Pedro José Hernando Oter
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Representacion Grafica de las Inversas de las Funciones Trigonométricas

Yy =csc x

\
/

O £ S

________tS\'DL__________

Funciones Inversas de las Funciones Trigonométricas

Las funciones inversas de las funciones trigonométricas de un determinado valor x, corresponden con los dngulos
que tienen por seno, coseno o tangente dicho valor z. La siguiente tabla define las funciones inversas mas usuales.

Nombre Funcion Abreviatura Consecuencia Dominio
arcoseno arcsen(z) = sen~1(z) = a = sena = x x € [-1,1]
arcocoseno arccos(z) = cos (z) = a = cosa =z x € [-1,1]
arcotangente arctan(x) = tan~1(x) = a = tana = re€R
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Representacion Grafica de las Funciones Trigonométricas Inversas

y y
. y=cosluw
y=sen 1z T+

B

’
’
’
v
¢

1 -+ . _--y=sen x
.

Y

3 +y=tan x

B

Ejercicio A.14. Determinar los siguientes valores de las funciones trigonométricas inversas:
1 1
a) arcsen 3 b) arccos —o ¢) arctan /3

Utilizando los valores de la Figura A.3, pagina 311, comprobamos que hay dos posibles soluciones simples
en cada caso. La solucién apropiada dependera de consideraciones geométricas adicionales.

) _1:> _77571' ) b) _1:> _71'27r
asenoz—2 o= 676 ) COSCY—2 a = 3’3

LS

¢) tana = /3 = 04:{z 4—7T}
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Relaciones Trigonométricas Basicas

Relacion Fundamental y Derivadas de ella

e a?+0b?>=h%? (Teorema Pitagoras)

1

e 1 + tan’z = 5
cos? x

o sen’z+cos’z=1

e 1 + cot’z =

sen? x

Angulo Suma, Resta y Doble

e sen(zty)=senzcosy =+ cosxseny

e cos(x ty)=coszcosy Fsenxzseny

o tan(z+y) tanz + tany
n(x ==
Y 1 Ftanztany

e sen(2x) = 2senxcosx

e cos(2x) = cos® x —sen’ x

2tanx
e g

Angulo Mitad

1 1 — cos 0
=9 = £ 4f———
° sen2 5 .

cos =0 =

1 n /1 4+ cos 0
2 2

. 19 n 1 — cos 0 . 19 1 — cos 0 sen 0
e tan =0 = \ | ———— e tan =0 = =
2 1 + cos 6 2 sen 0 1 + cos 0
Transformaciones de Sumas en Productos
e sena-+senf = 2sena—;ﬂ-cosagﬁ e cosa+cosf = ZCosa;ﬁ-cosa;ﬁ
a+p a—p a+p a—pf
e sena—senf = 2cos 5 - sen 5 e cosa—cosfS = —2sen 5 - sen 5

Transformaciones de Productos en Sumas

e sena-senf3 = —%[COS(Q + B3) — cos(a — )]

e cosa-cosf3= %[cos(a + B3) + cos(a — )]

e sena-cosf = % [sen(a + B) + sen(a — 3)]

Equivalencias Utiles en Integracion

e cos2a = 1 — 2sen’a
9 1 — cos2a 9
e sen“a = — 3 e cos‘a =

o cos2a = 2cos’a — 1

1 + cos2a tan? 1 — cos2a
_ . n“oo = ————
2 1 + cos2a

Clases de Caloulo |
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Ejercicio A.15. Determinar los siguientes valores:

a) sen T b) cos —— ¢) tan —
12 12 12

Utilizando las relaciones trigonométricas vistas anteriormente se tiene:

1
a) Como T _ ,E’ utilizando la féormula del seno del d4ngulo mitad'® se tiene:

12 26

senQ::I: 1—cosd e een T ll—cos(7r/6):i 1—\/5/2:i 23
2 2 12 2 2 4

El signo depende del cuadrante donde se encuentre el angulo 6. Como 7/12 = 15° esté en el primer
cuadrante y ahi el seno siempre es positivo, se tiene:

2—43
T V2-V3
12 2

5 6
b) Como AT _I_I_ 1, utilizando la férmula del coseno de una diferencia se tiene:
12 1212 2 12

cos(x — y) = cosx cosy + senx seny =
cos(m/2 — w/12) = cos(n/2) cos(m/12) + sen(w/2) sen(n/12) = O cos(n/12) + 1sen(w/12) =

2—+/3
2

= +sen(w/12) =+

donde el valor de sen(7/12) se ha obtenido del apartado a).

7
¢) Como 1—7; =7 — %, utilizando la férmula de la tangente de una diferencia se tiene:
tanz — tany tan(m) — tan(b7/12)
tan(z —y) = —— Y = tan(m — 57/12) = =
an(z —y) 1+ tanztany an(m —5/12) 1 + tan(r) tan(57/12)
_ 0 tan(5m/12) ~ _tan(5n/12) = _ sen(5m/12) _ sen(bm/12) _
1+ 0tan(57/12) cos(5m/12) 1 —sen2(5m/12)

2-3

Vi 243

donde el valor de sen(57/12) se ha obtenido del apartado b).

10Ver el Apéndice A.7.2, pagina 316.
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A.8. Funciones Hiperbdlicas

Definicion A.22.

Funciones Hiperbolicas

Las funciones hiperboélicas estan basadas en la funcién exponencial f(z) =
operaciones racionales y presentan unas propiedades analogas a las funciones trigonométricas.

€

T a través de

Seno hiperboélico

et —e”
senhy = ——

x

2

Coseno hiperbolico

coshz =

et +e "
2

Inversar de las Funciones Hiperbdlicas

Secante hiperbolica

sechz =

1
cosh x

Funciones Hiperbélicas Inversas

Arcoseno hiperbolico

Cosecante hiperbodlica

cosechx =

1
senh z

Arcocoseno hiperbolico (z > 1)

arcsenh z = In (1: +Vz2+ 1)

arccoshz = In (x +\z2 — 1)

Representacion Grafica de las Funciones Hiperbdlicas

Tangente hiperbélica

senh x
tanhz =

et —e *

cosh x

et 4 e %

Cotangente hiperbolica

cotanhz =

1
tanh x

Arcotangente hiperbdlica (Jz| < 1)

1 1
arctanh x = 5 In < +x>

1—2z

cosh x .
2
, tanh x , cotanh x
sech x ! arccosh x
0 0 0
arcsenh x
-2 2 cosech x
senh x 2 arctanh x
-4 -4
-3
-4 2 2 4 -4 2 2 4 -4 2 2 4

Relaciones Hiperbdlicas Basicas

e tanh(z +y)

e Ecuacion Fundamental:

e 1 — tanh®’x = sech’zx

tanh xz + tany

cosh? 2 —senh? 2 = 1

e senh(x &+ y) = senh z coshy £ senh y cosh z

e cosh(z +y) = coshz coshy + senh x senh y

~ 1 Ftanhaztanhy

cotanh®z — 1 = cosech?z

senh(2z) = 2senh z cosh

cosh(2z) = cosh? z + senh? z

2 tanh x

tanh(2x) =

1+ tanh? x

o ¢*=coshz +senhzx

e —senhx = coshzx
dx

e * =coshz — senhx

— coshx = senh z
dx
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Ejercicio A.16. Demostrar las féormulas correspondientes a las funciones hiperbdlicas inversas.

1 1
a) arcsenhz =In (z+ V22 +1)  b) arccoshz =In(z++v22—1)  c¢) arctanhz = o (1 i— i)

a) Viendo la grafica de la funcion senh(x) vemos que es biyectiva y por tanto existe su funcion inversa
en todo R.

Buscamos un valor A tal que:

A _ oA
arccenhz=A ; x=senhA= 5 c o 2x=et—e4
Llamando B = e se tiene:
1 2r + v4x? + 4
2x:B—E : 2B=B*>-1 ; B?’-2B-1=0 ; B:%:xivyﬂ—i—l

Como:
IhB=A4 = Azln(:r:l: m2+1>

Notar que vz2+ 1>z y como no existe en R el logaritmo de niimeros negativos se tiene:

arcsenh z = In (m + v z?+ 1)

b) Viendo la grafica de funcion cosh(z) vemos que no es inyectiva. Para encontrar su funcion inversa
tomamos solo valores x > 0, donde este tramo si es una funcién inyectiva. Claramente para estos
valores = > 0 el resultado de la funcion inversa de cosh(x) tiene que ser mayor o igual que 0.
Siguiendo el mismo proceso del apartado anterior se tiene:

e e A

arccoshxr =A ; x=coshA= — o =t e 4

Llamando B = e”* se tiene:

1
20 =B+— : 22eB=DB>4+1 ; B?-2zB+1=0 ; B =zd+v22 -1

B 20 + VA4z2 — 4
B a 2

Como:

hB=A4 — A:ln(xi\/x2—1>

Notar que para que exista el valor de la rafz es necesario que |z| > 1y en este caso Va2 —1<uz ,
para que el argumento del logaritmo sea positivo es necesario que = > 1.

En principio los dos signos delante de la raiz serfan validos, sin embargo para que los valores obtenidos
sean mayores o iguales que cero es necesario que el argumento del logaritmo sea mayor que 1 y por
tanto solo se toma el signo positivo, de forma que:

arccoshz = In (x + Va2 — 1) ;oo >1

¢) Siguiendo el mismo proceso que en los apartados anteriores se tiene:

A A

arctanhx = A ; x=tanhA= % e
et + e
Llamando B = e” se tiene:
T 1 . 2 2 ) 2 _ _ 14z
xB—l—B—B 5 xB°+x=B*"-1 ; B°(l—-z)=14z ; B= T
Como:
1 1 1 1
mB=A = -In Rk — | arctanhz = - In R ;o Jz <1
2 11—z 2 11—z
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B.1. Introduccién

Se puede pensar en principio que los nimeros complejos solo estéan relacionados con problemas que de alguna
forma no tienen solucién y que por tanto su utilidad basica radica en separar lo tutil (real) de lo irreal
(imaginario). Sin embargo, los nimeros complejos son una herramienta mateméatica muy apropiada y natural en
el estudio y resolucion de una gran cantidad de problemas practicos que aparecen en la ciencia y la tecnologia.
En este tema se veran los principios béasicos de estos nimeros.

B.2. Formas de los Niimeros Complejos
A los nimeros complejos se les puede tratar como puntos, como vectores, como pares ordenados o como niumeros,

ya que comparten propiedades con varias areas.
Vamos a ver primeramente dos formas distintas de expresar los nimeros complejos junto con sus propiedades.

B.2.1. Forma Cartesiana, z = (a,b)

Definicion B.1. Forma Cartesiana

Un niimero complejo z se define como un par ordenado' de niimeros reales (a,b), donde:
e La primera componente a se denomina parte real y se representa por Re(z) = a.

e La segunda componente b se denomina parte imaginaria y se representa por Im(z) = b.

Definicion de suma y producto de nimeros complejos en la forma cartesiana:

(a,b) +(c,d) = (a+c, b+d)| ; (a,b)(c,d) = (ac—bd , ad + be)| (B.1)

Definicion B.2. Cuerpo de los Numeros Complejos

El conjunto de todos los pares ordenados junto con las propiedades de suma y producto tiene estructura
de cuerpo?.

Definicion B.3. Unidad Imaginaria

Se define la unidad imaginaria y se representa por® i al niimero complejo:

(0,1)

Teniendo en cuenta la definicion de la unidad imaginaria ¢ y el producto de ntmeros complejos en forma
cartesiana (B.1), se tiene:

i =ii=(0,1)(0,1) = (0~ 1,0+0) = (=1,0)|

La forma cartesiana tiene un interés puramente teérico, siendo mas interesantes desde el punto de vista practico
otras formas de los niimero complejos.

1Se llama par ordenado a un conjunto formado por dos elementos y un criterio de ordenacién que establece cual es primer
elemento y cudl el segundo.

2En Mateméticas un cuerpo o campo es una estructura algebraica en la cual las operaciones de adicién y producto cumplen las
propiedades: asociativa, conmutativa y distributiva del producto respecto de la adicién, ademas de la existencia de inverso aditivo,
de inverso multiplicativo y de un elemento neutro para la adicién y otro para la multiplicacién, los cuales permiten efectuar ademas
las operaciones de sustraccion y division.

3En algunos textos y aplicaciones se acostumbra a utilizar la letra j en lugar de la i para identificar la unidad imaginaria.
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B.2.2. Forma Bindmica, z = a + bi

Definicion B.4. Forma Binémica

Se denomina forma binémica de un ntimero complejo z = (a,b) al siguiente modo de expresar sus
partes real y compleja:

donde a € R Parte Real : Re(z) =a
— beR Parte Imaginaria : Im(z) =b
Definicion B.5. Imaginario Puro

Se denominan imaginarios puros a los nimeros complejos z = bi con parte real a = 0 y parte
imaginaria b # 0.

Definiciéon B.6. Conjunto de los Numeros Complejos, C

El conjunto de todos los numeros complejos se representa por € y se define como:

C={a+bi : a,heR}

El conjunto de los ntumeros reales R es un (pequernio) subconjunto
de C y puede definirse como aquellos nimeros complejos que ® RcC
tienen su parte imaginaria nula.

B.3. Operaciones Basicas en C

‘La forma binomica es la forma preferida para realizar las operaciones bésicas entre nimeros complejos.

B.3.1. Suma de Ndmeros Complejos

Definicion B.7. Suma en C

Dados dos ntimeros complejos z; = ay + byi y 22 = as + byi se define la suma (4) de z; y 25 como el
nimero complejo dado por:

‘21 + 2o = (a1 + b1%) + (ag + bai) = (a1 + as) + (b1 + 52)1"

Propiedades de la Suma

e Conmutativa: z; + 29 = 29 + 21
e Asociativa: (z1 + 23) + 25 = 21 + (22 + 23)

e Elemento Neutro (0): z; + 0 =0+ z; = z;

e Elemento Opuesto (—z):Vz=a+bi I —2z2=—-a—0bi : z+(—2)=0

4Por tanto la resta no se considera una operacién distinta, sino como una suma particular.
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Definicion B.8. Resta o Diferencia en C

Se definen la resta (—) de dos nimeros complejos z1 — z5 como la suma del primero mas el opuesto del
segundo?.

‘21—222214‘(—22)‘

B.3.2. Producto de Nameros Complejos
Definiciéon B.9. Producto en C

Dados dos ntimeros complejos z1 = a; + b15 ¥ 22 = as + bai se define la producto® de z; y 25 como el
numero complejo dado por:

‘2’12:2 = (a1 + b1t) (ag ol bzi) = aias + tayas + ibjas + i2b1b2 = (a1a2 — blbg) a4 i(a1b2 ar agbl) ‘

Ejercicio B.1. Dados los ntimeros complejos z; = 1+ y 2o = 2 — 2¢ calcular su suma, resta y producto.

2142 = (14+4)+(2-2))=3—1
zZ1 — 22 = (1+i)—(2—2i):—1+3i
2122 = 1+92-2))=2+2)+(-2+2)i=4

B.3.3. Potencias Enteras de i

Las primeras potencias enteras no negativas de la unidad imaginaria 4 tienen los siguientes valores®:

=1 =il 2=-1] [B=i=—i|  |if==1

donde % es el operador mddulo, que da como resultado el resto de una divisién entera’. El valor de r = n%4
solo puede ser algin natural del conjunto {0, 1,2, 3}.
La siguiente tabla muestra los posibles casos agrupados en los cuatro posibles resultados.

Ejercicio B.2. Calcular i2°1°.

Como 2010 = 502 4 + 2, por tanto 2010%4 = 2 — §2010 — 42 = 1

5Es habitual representar el producto de numéros (complejos y reales) sin utilizar ningtin simbolo entre ellos.

6Notar que segin se vio en el Apéndice B.2, pagina 323 i2 = —1, lo cual implica que i = ++/—1. Esto no puede servir para la
definicion de i, ya que éste es anico.

"En este caso una division entre 4.
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B.3.4. Elemento Inverso, 2!

Definicion B.10. Elemento Inverso en C

Dado un z € C, se define (en caso de que exista) el elemento inverso de z y se representa por z~
nimero complejo que verifica: zz~! = 1.

1
, al

i _ % _bi
a2+ b2 a2+ b2

z=a+bi (a,b#0) = z

Ejercicio B.3. Demostrar la férmula de z~! para z = a + bi.

1

Sea 27" =z + yi, donde z,y € R son los valores a determinar.

\
—

ax — by
ay + bx

|
=

zz7'=1 = (a+bi)(x+yi)=(axz—by)+ (ay+bz)i=1 = {

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (z,y). Vamos a resolverlo por el método de
igualacion.

1+by —ay —b
14 by = . p1r b2y = —a? — =
- = - o 5 by =—d’y Y=
- % —ay a
x - Ty — = — =
b Ty T ezt
—a+bi (a,b -1 ¢ = .
z=a+bi (a,b+#0) = z _a2+b2+a2+bQZ

B.3.5. Divisién en C

Definicion B.11. Division en C

Dados z1, 22 € €, se define la operacion division 21 /29 como el producto® z; Zy L

21 1 . a2
— =2125 = (a1 + b1t +
w e = 1)<a§+b§

—by Z) _a1as + b1bsy —a1by + agby ;
a3 + b3 a3 + b3 a3 + b3

Nota B.1. En el Apéndice B.4.2 y Apéndice B.5.2 se vera una forma mas practica de calcular la divisiéon entre ntmeros
complejos sin necesidad de utilizar ninguna férmula.

Ejercicio B.4. Dados los ntumeros complejos z = 1+ 2i y w = 2 — 24, calcular z/w y w/z, comprobando
que el producto de ambos es igual a la unidad.

z  1(2)+2(-2)  —1(-2)+2(2). | 1 3.
w2y g2 T 'Y
Aplicando la formula de la Definicion B.11 se tiene:
2(1)+(-2)2  —2(2) +1(-2). 2 6.
— = i=|—=—=i
z 12 4 22 12 4 22 5

@O -3 (55) 5w n-0

8Por tanto la divisién no se considera una operacién nueva, sino un producto particular.
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Propiedades del Producto

e Conmutativa: zw = wz, Vz,w e C

e Asociativa: (zw)s = z(ws), Vz,w,s € C

e Elemento Neutro: 1 =140i: 21 =1z2=2, Vz € C
e Elemento Inverso: Vz € C — {0}, 327! : 227! =1

e Distributiva respecto a la suma: z(z + s) = zw + zs, Vz,w,s € C

B.3.6. El Cuerpo de los Nameros Complejo

Debido a las propiedades de la suma y producto de niimeros complejos, se dice que € junto con las operaciones
suma y producto, (C, +, *), es un cuerpo’

B.4. Conjugado de un Nimero Complejo

Definicion B.12. Complejo Conjugado

Dado z = a + bi, se define el conjugado de z, y se escribe z, al nimero complejo z = a — bi.

B.4.1. Propiedades del Conjugado

e 2 tw=z+w, Vz,weCC

e zw=2zw, Vz,weC

e SiZ=—z = 2z es imaginario puro

Ejercicio B.5. Dados 2 =5—-3ty w = —4+ 83,
a) Calcular: z, w, 2+ w, Z+ Wy z + w.

b) Comprobar que zZw = Zw.

Zw=(5—3i)(—4+8i) = —20+ (40 + 12)i + 24 =4 1 52i =

zw = (5 + 3i)(—4 — 8i) = —20 + (—40 — 12)i 4 24 = [4-52

b)

B.4.2. Conjugado y Divisién de Nameros Complejos

La férmula para realizar la divisién de nimeros complejos en la férma binémica!'’

el concepto del conjugado complejo de la siguiente forma:

se puede simplificar utilizando

9E] conjunto € no es un cuerpo ordenado, ya que no tiene sentido por ejemplo 0 < ¢ 6 0 < 4.
10Ver la Definiciéon B.11, pagina 326.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céleulo |



328

TEMA B: Nameros Complejos

Demostraciéon

w = (a+bi)(a—bi) = a® —abi+abi+b* = > +b* = wl= - = =

z 1 2w
— = ZW = —
ww

z
w

w
z

Ejercicio B.6. Calcular las divisiones del Ejemplo B.4, péagina 326 utilizando la férmula del
Apéndice B.4.2, pagina 327.

C(420)2+2)  -246i | 1 3.
e-2)2+2) 8 | a7
2-2)(1-2) -2-6i | 2 6.
1+r2)1-2) 5 | 5 5

Debido a su simplicidad, la forma bindmica es muy utilizada sobre todo en operaciones sencillas. Sin embargo
en calculos més avanzados esta forma no resulta practica, utilizandose las formas polar, trigonomeétrica y/o
exponencial.

B.5. Representacion Geométrica de C

B.5.1. El Plano Complejo

Un namero complejo z = a + bi se puede representar graficamente a través de un punto en un sistema
de ejes coordenados, donde en el eje X, denominado eje real (Re), se coloca la parte real Re(z) = a y
en el eje Y, denominado eje imaginario (Im), la parte imaginaria Im(z) = b.

El plano formado por este sistema de ejes cartesianos se denomina plano complejo.

Cada uno de los puntos del plano complejo se denominan afijos y sus coordenadas corresponden con sus
partes real y compleja (a, b).

Se denomina médulo de un ntmero complejo a la distancia del segmento que une el origen del plano

complejo con su afijo.

Se denomina argumento de un nimero complejo al &ngulo que forma el segmento que define su moédulo

y el semieje real positivo.

1
m b (av b)
b
RN
0
—6 a Re
&2
—b
z=(a,—b)

Re : Eje real

Im : Eje imaginario

Afijo: punto del plano complejo con coordenadas (a, b)
Modulo |z| : distancia del origen al afijo.

Argumento 6 : 4ngulo del segmento del modulo.

Figura B.1: Representacion gréafica en el plano complejo y conceptos asociados.

Nota B.2. El conjunto de los numeros reales R se representa a través de la recta real y ésta aparece en el plano complejo
representada por el eje horizontal.
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B.5.2. Médulo de un Nimero Complejo

Definicion B.13. Modulo

El médulo de un ntimero complejo z = a+ bi se representa por |z| o por p y corresponde con el nimero
real no negativo tal que: |z| = p = Va2 + b2.

Im
z=(a,b)
VA ‘ Re(z) = a = |z| cosf = p cosd
9 2 n Z=0% 5 {Im(z):b:|z|sen9:psen0
a

Propiedades del Médulo, |z

Sean z,w € C, entonces se cumplen las siguientes propiedades:
e 2| >0 Vz#0 ; [0]=0

o 2z=0a’+b =22 = |z|=V2Z

o | —z| =7
° 2] = 7|
o |2w| = |2 |w]
L,z 1
= — M = — O
oz Eeik |27 El (2 #£0)

|z +w| < |z| + |w|  (Desigualdad Triangular)

El ntmero complejo Z tiene modulo unidad, (z # 0).

||

Ejercicio B.7. Dado z = 1 + /3, calcular su médulo, conjugado e inverso.

/ _ . _ z 1—1iv3
|z| = 12—|—(\/§) :\/ZI: ; Z: ; lesz:

Comprobacion del inverso:

N
~ S

Médulo y Divisiéon de Nameros Complejos

Atendiendo a las propiedades del producto'!, conjugado'? y médulo en € podemos llegar a las siguientes
relaciones practicas:

20

z =il 20 20
ww  |wl|?

= ZW =

11Ver el Apéndice B.3.2, pagina 325.
12Ver el Apéndice B.4.1, pagina 327.
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B.5.3. Argumento de un Niamero Complejo

Definicion B.14. Argumento

Si las partes real e imaginaria de un ntiimero complejo z = a + bi son ambas positivas, el argumento'®

6 de z expresado en radianes verifica la siguiente expresion'*:
Im
z = (a,b)
\7:\ b
b tanf = — ;0 a,b>0
0 R a
a €

Determinacién General del Argumento

La forma general de calcular el argumento 6 de cualquier nimero complejo z = a + bi depende del cuadrante'®
del plano complejo'® en el que esté situado z. Para ello primero determinamos el siguiente angulo'®:

14

« = arctan —
|al
que corresponde con el angulo (argumento) que tendria si z estuviera en el primer cuadrante (valores positivos
de a y b). En funcion del cuadrante en que se encuentre z, que dependeré de la posicion del punto (a,b) en el
plano complejo, asi tendremos que modificar el valor de o para determinar el argumento.

En las siguientes figuras se ha representado los cuatro casos posibles en los que se puede encontrar z
(primer cuadrante, segundo, tercero o cuarto) y la modificacion que hay que hacer para obtener el valor del
correspondiente argumento 6.

Im Im Im Im

Re
(0%

XN o o
(R

z = (a,b) 0 z = (a,b)

=r=a

Notar que en todos estos casos se calcula un valor positivo del argumento 6 € [0, 27], de los infinitos valores que
tiene z.
En los siguientes ejercicios se muestran un par de ejemplos de este calculo.

13Ver el Apéndice B.5.1, pagina 328

14Ver el Apéndice A.7.2, pagina 309.

15Ver el Apéndice A.7.2, pagina 311.

16En los casos practicos, sin calculadora, es bueno recordar los valores de la tabla dada en el Apéndice A.7.2, pagina 311, para
los valores trigonométricos de angulos sencillos del primer cuadrante.
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Ejercicio B.8. Dado z = —1 + i1/3, determinar arg(z).

En este caso el afijo de z se encuentra en el segundo cuadrante del plano complejo. Teniendo en cuenta
los valores trigonométricos dados en el Apéndice A.7.2, pagina 310 se tiene:

bl _ V3 T .
z=(-1,V/3) fm tano‘:m:T - Oéig (60°)
2
sz—azw_zzl (1200)
3 3
o 0
2
o arg(z) = 5 +2kn | ; kel

Ejercicio B.9. Dado z = —3 — i/3, determinar arg(z).

En este caso el afijo de z se encuentra en el tercer cuadrante del plano complejo. Teniendo en cuenta los
valores trigonométricos dados en el Apéndice A.7.2, pagina 310 se tiene:

Im

6 tan « = V3 — o= u (30°)

z=(=3,-3)

Si 6 es el argumento de un ntimero complejo z, entonces 4 2k para cualquier entero k también lo sera'”, por

tanto existen infinitos argumentos asociados a todo ntimero complejo z y el conjunto de todos ellos se denota

por arg(z).
‘arg(z):0+2k7r‘ i kel

Definiciéon B.15. Argumento Principal

Se denomina argumento principal'® de un nimero complejo z, al
0 € (—m,m]. Se representa por Arg(z).

unico angulo 6 € arg(z) tal que

Im

27 b)) 27
T T

|
N
(e}
> @
:]LJ

El argumento principal es un elemento clave en la identificacion de un nimero complejo, y es utilizado de

forma habitual para identificar un nimero complejo y hacer operaciones con él.

17Tener en cuenta que 2k7 radianes corresponde con k vueltas completas de 360°, en el sentido positivo (contrario a las agujas

del reloj) si k > 0y en el sentido negativo (a favor de las agujas del reloj) si k < 0.
18 A veces, por abuso del lenguaje, se denomina simplemente argumento al argumento principal.
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Ejercicio B.10. Baséandose en lo realizado en el Ejemplo B.8 y Ejemplo B.9 determinar el argumento
principal de los nimeros complejos 21 = —1 +iv/3 y 20 = —3 — iV/3.

Teniendo en cuenta que el argumento principal debe cumplir: —7 < Arg(z) < m, se tiene:

a) 21 =—-14iV3

2
Segun el resultado del Ejemplo B.8, pagina 331 = arg(z) = g + 2km
U # o 8n 2
3 " 0 3 3 Arg(z) = ?ﬂ
b) 20 = -3 —iV3
7
Segtn el resultado del Ejemplo B.9, pagina 331 = arg(z) = % + 2km
o _bm % x in 197 5
"% 0 6 3 Arg(zs) = —%

B.6. Otras Formas de los Nameros Complejos

Ademas de las formas'? cartesiana y binémica, existen otras formas de representar los nimeros complejos, que
son muy utilizadas en la préctica, en funcién de la aplicaciéon u operaciones que se realicen. Estas formas son:

e Forma trigonométrica y polar.

e Forma exponencial.

Vamos a ver cada una de ellas, explicando sus aplicaciones, ventajas e inconvenientes.

B.7. Forma Trigonométrica y Polar

Definicion B.16. Forma Trigonométrica o Polar

Teniendo en cuenta la geometria de un nimero complejo en el plano complejo®’ se puede definir un
ntimero complejo a través de su forma trigonométrica y/o polar como sigue:

‘z:a—i—bi:p cosf+1ip Sen9:p(cos9+isen9)=pg‘

p (cosf + isend)
[Nota: 6 esta en el subindice]

Forma Trigonométrica de z

A GR { Forma Polar de z : po

La razon fundamental de expresar un namero complejo z a través de su forma trigonométrica y/o polar es la
sencillez de operaciones: multiplicacion, division, potenciacion y raiz n-ésima, como se vera en el Apéndice B.7.2
y Apéndice B.11. Sin embargo, las operaciones de suma y resta de ntimeros complejos es mucho mas sencillo
de realizar en la forma binémica o cartesiana.

19Ver el Apéndice B.2.1, pagina 323.
20Ver el Apéndice B.5.1, pagina 328.
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Ejercicio B.11. Pasar a la forma trigonométrica y polar los siguientes nimeros complejos: z; =1 —14 ;
zo = —1+4V3.
a)
1 21| = VA2 + (-1)2 = V2
e 6 = arctan “ || = arctan(l) z

™
Como el afijo de z; cae en el cuatro cuadrante, el valor del argumento sera: 67 = —0 = 1

|-

zlzl—i:\/i<cos4ﬂ+iscn4ﬂ> :\/ﬁ(cosg—isen

i = <‘} (V3= V=2

§ = arctan 2! = arctan v/3 =

2w

En este caso el afijo de z5 cae en el segundo cuadrante y por tanto su argumento seré: 6y = 71—60 = —

2r . 2
2 (cos? +zsen?> = 2%”

Zzz—l—i\/§=

Ejercicio B.12. Dar la forma polar de un numero real y de un imaginario puro, tanto positivo como

negativo.

ea+0i=ap| ; —a+0i=]ar]
o0—|—bz’: : O—bi:

B.7.1. Propiedades y Operaciones Basicas de la Forma Polar

® —2=poir

® iz =pyiz

e Z=p_p

Multiplicacién y Division en Forma Polar

Sean z=a+bi=py ; 2 =d+Vi=/p,

o 22" = (pp')o+0)
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Demostraciéon

Teniendo en cuenta que:

cos(a+b) = cosacosb—senasenb ; cos(a—b)=cosacosb+senasenb
sen(a +b) =senacosb+ cosasendb ; sen(a—0b) =senacosb— cosasenb

Tenemos que:
z122 = (pg)(pp) = p(cosB + isen)p'(cos @' + isend’) =
= pp'[cosfcosf — senfsend + (cosBsend + senf cosf')i] =
= pp'[cos(0 + ') +isen(0 +6')] = (pp) (011 -

Siguiendo el mismo procedimiento se puede demostrar la formula para el cociente de niimeros complejos
en forma polar, utilizando en este caso las féormulas de coseno y seno de diferencia de dngulos.

Ejercicio B.13. Dados los ntimeros complejos z; = —1 — i y 2z = 1 + i1/3, deteminar su producto z;2;
y su cociente z1/z9 en forma polar.

Primero pasamos los complejos a su forma polar:

2] = V(12 + (12 = V2

—-1—3 zZ1 = 257”
1

21

0 + arct 1 n T oT
= arctan — = - =—
L= 1~ "1
2] =/ (1)2 + (V3)2 =2
zo =1+ ’L\/g 29 = 2%
0 + 3 0w
= arctan — = —
2 1 3
o« 21z = (VO(2) (54 5) = | 2V205p
A _ e _ V2
= (8T 3 g
B.7.2. Potencia n-ésima en Forma Polar
Definicion B.17. Potencia n-ésima de un Complejo
Dado z = a + bi se define la potencia n-ésima de z como:
‘z":(a—i-bi)":(a—l—bi)(a—i—bi).’.‘.(a—i—bi)‘ ; neN

Teniendo en cuenta la férmula de De Moivre?" es facil comprobar que:

2" = ool = Pl

Ejercicio B.14. Demostrar la féormula de potenciaciéon en forma polar.

2" = [po]” = [p(cos O + isenB)]" = p"(cosf + isend)"™ = p™[cos(nb) + isen(nd)] = pry

21Ver el Teorema B.2, pagina 336.
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Ejercicio B.15. Calcular 2% siendo z = 1 + i, dando el resultado en forma binémica.

A través de la forma tradicional:
S=0+)=0+)A+)A+)A+)A+i)(1+0) ="

En forma polar:

z=14i= {p - m:ﬁ} =V2: 5 =V = (2

_ 1 _
0 = arctany =7

3 3
25 =8 (cosQ7r —i—isen;) =8(0—1)=|—8i

B.8. Forma Exponencial

B.8.1. Exponencial Compleja. Férmula de Euler

Definicion B.18. Funcién Exponencial en R

La funcién exponencial es la funcion f : R — R definida por:

F(z) = € T € IR,
e = numero e = 2, 718281828459...

Por claridad en la notacion, a veces la funciéon exponencial suele expresarse mediante el término ezp de la
siguiente forma:
e” = exp(x)

Teorema B.1. Exponencial Compleja: Formula de Euler

Para todo = € R se cumple®:

‘em:cosx—l—isenx‘ ; r€eR

denominada exponencial compleja o formula de Euler?’.

22La expresiéon cosx + isenx a veces se denota por cis .
23Con este nombre es también conocida la ecuacion:
e +1=0

que corresponde al caso particular x = m y que es considerada la ecuacion mds bella del mundo.
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Demostracion B.1.

La funcién exponencial puede definirse a través de su desarrollo de McLaurin®* de la siguiente forma:

co 2 3

- 1 - X X X
el = 7?07‘% = 1+ﬁ+_!+_!+... r e R
Por tanto:
Tl _ E:Znn _ i 1 2 i 3 1 4 i 5 1 6 i 7
e E”L ]__|_Fx__'x ——!{E -|-—'£E ——!.’E ——!{E ——!LE —+ ..

:1]2 .'L'4 176 :1]3 2175 177
:<1—E+I—E+"'>+Z<x—§+a—ﬁ+"'>

Teniendo en cuenta los desarrollos de McLaurin de las funciones seno y coseno:

_ - (_1)11 2n  __ $2 $4 ‘/BG
COS%-Z(Qn)!m _1—54_5_54_... rc R
n=0
B o) (71)% omtl 1.3 $5 1,7

n=0

se obtiene la formula de Euler:
e = cosx +isenx

Definicion B.19. Exponencial de un Complejo

Si z € C se tiene que la exponencial de un nimero complejo es:

e* = e = %% = ¢ (cosb + isenb) ‘

En la forma polar/trigonométrica:

e = exp (pg) = exp[p(cos  + isen B)] = exp(pcos ) exp(ipsen ) = e” > [cos(psen §) + isen(psen )]

B.8.2. Férmula de De Moivre

Teorema B.2. Foérmula de De Moivre

‘ (cosf + isen )™ = cos(nb) + isen(nb) ‘

Demostracion B.2.

Aplicando la Formula de Euler y teniendo en cuenta que (a®)¥ = a*¥ tenemos :

(cosf +isenf)™ =T () =¥ T2 cos(nb) + isen(nd)

24Correspondiente al desarrollo de Taylor en torno al punto z = 0. Ver el concepto en algin texto de Calculo Infinitesimal.
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B.8.3. Forma Exponencial

Definicion B.20. Forma Exponencial

Un niamero z € C se puede expresar en la forma exponencial como sigue:

zza—i-bi:pg:p(cost9+isen9):m

Las utilidades de la forma exponencial son las mismas que las de la forma polar.

B.8.4. Operaciones en Forma Exponencial

Sean z=a+bi=ps=pe® ; Z=d +bi=py =pe?
o mdf = (pp/)e(6+6')i
2 (Y 0—0")i
=l
° Zn:pnenOi

Nota B.3. La demostraciéon es inmediata en base a el Apéndice B.7.1, pagina 333 y Apéndice B.7.2, pagina 334.

Ejercicio B.16. Dados los nimeros z; = 14y 2o = 1 —4 calcular 2129, 21/22 y Z%OO utilizando la forma,
exponencial.

z:l—&—i:\/ie%r ; z=1—1i=+2e
2129 = (\/5)(\/5)@(%7%)1 — 260 B

% - ge(wz)i _eE_

11007 . ; :
Z%oo _ (\/5)100674 — 950,257 _ 950 ,i[12(2m)+7] _ 950 im _ | _950

B.9. Logaritmo Complejo

Teorema B.3. Logaritmo Complejo

Dado un ntimero complejo z = a + bi = pg = pe’?, con z # 0, se define el logaritmo (natural o
neperiano) complejo de la siguiente forma:

‘logz:log(pg):logp+(0+2k7r)i‘ ;o kel

Demostracion B.3.

Sea z = py y queremos calcular log z = x + yi. Despejando de esta ultima expresion se tiene:

| p o= & = a=logp
z=e"tV = e”(cosy +iseny) = e —

0 = y+2kn = y=0-2kn

Notar que k € Z y por tanto es indiferente que aparezca como positivo o negativo.
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Existen infinitos valores del logaritmo de un z # 0, que se obtienen a través de la formula del Teorema B.3,
dando valores a k.

El cambio de base®® en los logaritmos complejos se hace de forma analoga al de los logaritmos reales:

‘ log, z = log; z - log,, b ‘ (Formula de Cambio de Base)

Definicion B.21. Logaritmo Principal

El logaritmo principal de un namero complejo z se define como:

‘logz:10g|z|+iargz‘ ; z#0

donde arg z es el argumento principal®® de z.

Ejercicio B.17. Calcular el logaritmo principal del nimero z = /3 + .

z=\/§+i=2%

log(z) = log 2 + (% Y%m)i 3 ke

Tenemos que encontrar el valor de k que hace (6 4+ 2k7), es positiva y lo mas pequena posible.

T
k=0 0)=|—
) () 6
k=1 ; (9+2m) =211
k=2 ; (0+4m) =28

Por tanto, en este caso el logaritmo principal es:

log (V3 +1i) = log 2 + %z

Una forma mucho més efectiva de calcular el valor principal de un nimero complejo es expresar el nimero
complejo en forma exponencial y aplicar las propiedades de las potencias y logaritmos, de la siguiente
forma:

log(V3 + 1) = log 2¢"™/% = log 2 + log ¢'™/% = log 2 + %iloge =|log2 + %z

25E] logaritmo en base b de un nimero z se define como:

logpz=y = b ==z
26Ver la Definicién B.15, pagina 331.
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Ejercicio B.18. Comprobar la veracidad del resultado del ejemplo anterior.

Como por definiciéon de logaritmo:
logpz =y = b ==z

En nuestro caso la base es el niimero e y por tanto:
log (V3 + i) = log 2 + %z —  eloeTi = /31
Vamos a comprobarlo:

elog2+gz _ elog2egz — 26t =29

T, 7 V3 1. :
z ZQ(COSngZSGHg):?(T*‘y):

Por tanto, el resultado es correcto.

B.10. Potencia Compleja

Definicion B.22. Potencia Compleja

Zw:ewlogz : z;«éO

Dados dos ntimeros complejos z # 0 y w, se define la potencia compleja z* de la siguiente forma:

a una potencia compleja.

Ya que existen infinitos valores del logaritmo de un nimero complejo, también existen infinitos valores asociados

Definicion B.23. Valor Principal de una Potencia Compleja

logaritmo principal®® de z en la definiciéon de potencia compleja.

Se denomina walor principal’” de una potencia compleja z* al Gnico valor resultante de tomar el

Ejercicio B.19. Calcular el valor principal de la siguiente potencia compleja (1 + i\/g)l‘i.

Aplicando la definicion de potencia de un ntmero complejo, se tiene:

_ (1=D(log2+ix) _ (log2+3)+i(§—log2) _ Jog2,m/3i(r/3—log2) _ ‘ 9¢™/3 i(m/3-10g2) ‘

un unico resultado correspondiente al valor principal del logaritmo.

27También se le denomina rama principal.
28Ver la Definicién B.21, pagina 338.

(1 +i\/§)17i — e(lfi) log(14+iv/3) — e(l—i) log(Ze“'/S) _ e(l—i)(logZ—Hoge”/B) _ 6(1—1')(10g2+%’loge) —

Notar que esta forma de calcular el logaritmo, siguiendo las reglas habituales de los ntimeros reales, produce
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B.11. Raiz n-ésima de un Nimero Complejo

Definicion B.24. Raiz n-ésima de un Numero Complejo

Un ntmero complejo no nulo z = py = pe’? tiene n raices n-ésimas, que pueden ser expresadas a
través la siguiente formula?:

r = {/p>0 (siempre existe y es tinico)
JL/n %:rei¢ — 0+ 2o ; ne€N (B.2)
6 = —7 0 k=0,1,2,..,n—1
n

En forma exponencial:

Demostracion B.3.

o= p = r=3p
Si ¢pg=1, = (ro)"=py =
npg = 0+2knr = =02

n

El valor principal de la raiz n-¢sima de z = pg es {/z = (%/p)o/n donde @ es el argumento principal de z y
corresponde con tomar el valor £ = 0 en la Ecuacion (B.2).

Ejercicio B.20. Calcular 1+

Como es una raiz cuadrada tendra dos soluciones z; y zs.

P= \/52\4/5 4 4
1+1i=v2s = Vi+i g miaszke [ k=0 61 =m/8 Viti={V2z,V2e}
T2 k=1 6,=97/8

En este caso, las dos raices solucién son ntimeros complejos, cuyo valor puede dejarse en forma polar.
Notar que ambas soluciones son complejos opuestos®!, ya que 0 = 0; + m y por tanto®? z; = —zs.

Ejercicio B.21. Calcular /—1

En este caso al ser una raiz cibica tendra tres soluciones 21, 25 y 23.

. 3 k:() 0111 3 _
-1+0=1; = v-1 g — 7,+32,m k=1 92:7?; \/—1_{1%,1,,,1%”}
k=2 03=23T

Notar que 1, es el nimero real —1, por tanto /—1 tiene dos soluciones complejas (1§ , 1

(-1).

3z ) y una real

29Notar que 6 representa el argumento principal de z, 8 = Arg(z).
30Ver la Definicion B.20, pagina 337.
31Ver el Apéndice B.3.1, pagina 324.
32Ver el Apéndice B.7.1, pagina 333.
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Ejercicio B.22. Calcular /(1 + )2
Primeramente calculamos el valor interior de la raiz:
l+i=V2y = (14+19)%=2
p=v2

(1+1)2 ezﬁ/%gkﬂ{k:o 91:7r/4/1 \/(1—1—1')2:{\/5%,\/55%}
2 k=1 60y =>57/4

Notar que este resultado es igual al obtenido mediante la operacién tradicional con niimeros reales:

A+i2=+(1+i)=

~1—i = V2

Geometria de las Raices n-ésimas

Sin > 2, las n raices n-ésimas de un complejo z forman al representarlas en el plano complejo un poligono
regular®® de n lados inscrito en una circunferencia de radio {/|z|.

En la siguiente figura se muestra graficamente las cinco raices zp con k =
{0,1,2,3,4} de ¥/z, siendo z = 4 + 3i. Vemos que las raices forman en el plano
complejo un pentigono inscrito en una circunferencia de radio \5/|?| y centro
el origen.

Notar que el argumento de zg es 0/5, siendo 6 el argumento de z, y el argumento
del resto zy es (8 + 2km)/5.

Ejercicio B.23. Representar graficamente en el plano complejo las raices segunda, tercera, cuarta y
quinta de la unidad.
Im(z) 4 Im(z) o Im(z)
V1 . . 1
22
A1 <0 Z Z 0 \
Re(z) ) Re(2)
Z3
z2 24

Ejercicio B.24. Calcular {/z con z = 2,3 y representar el resultado en el plano complejo.

p=+v2~115

k=0 6 =%

2

k=1 0,=12

23 15
21 \5/ 271'/3
Re 0 — 7/34+2kT k=2 03 _ %
5

k=3  0,=1%F

24 Z5

k=4  60;=23T

3331 n = 2 se obtiene una recta.
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B.11.1. Raiz Cuadrada Generalizada

La formula general Ecuacion (B.2) no siempre resulta una forma préactica para determinar las raices de un
nimero complejo, principalmente cuando los argumentos de las raices no son dngulos simples conocidos. Vamos
a ver una forma més general de determinar las raices cuadradas de un nimero complejo.

Sea:
Va+bi=z+1iy

donde a + bi es un numero complejo conocido y x + iy los valores desconocidos de su correspondiente raiz
cuadrada. Entonces despejando:

a+bi=(z+iy)? =22 —y® +20yi —> P -yt =a
N vy = 4 4 20y =b
dando lugar a un sistema no lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas, cuya resolucion:

b 2
y=5 == x2—y2:$2—@:a = 'V =4da2® = 2'—4dax® - =0

da lugar a una ecuaciéon bicuadrdtica. Para resolverla podemos hacer un cambio de variable:

4a + /16a? + 4b2
2 = 2 dat-b=0 = t= a4 2a+ = 2a + /4a? + b?

t==x

De estos dos valores de t, solo el positivo tiene sentido al deshacer el cambio de variable, obteniéndose los valores

z,y € R:
b i :
Ty = +it = Yy = E —> Raices: |xy +iys

Ejercicio B.25. Encontrar las soluciones de la siguiente ecuaciéon cuadratica compleja:

224 diz—T+4i=0

Aplicando la conocida formula para la resolucion de ecuaciones cuadraticas reales a este caso se tiene®*:

—4i 16 — 4(=T7+4i) —4di+/—16+28 —16i) —4i —16i
L i+ 62 (=7 +4i) _ —4i+ 625+8 6i) _ —4i+ 212 T T

Notar que en este caso al pasar el namero complejo 3 — 4 a su forma polar, el argumento no es uno de los
valores conocidos sencillos. Por tanto vamos a calcular la raiz cuadrada a través de la forma generalizada.

V3—di=z+4iy = 3—di=(x+iy)?=2>-9y"+2yi — {giy__yz_zg: y= =2
xQ—%zi’» oot —4=322 ; 2'—322-4=0 =AY t = 22
t?—3t—-4=0 = t:3iv29+16:3:2t5:{—1,4}

Deshaciendo el cambio de variable:
s Vi — {iz\/\/i:& : iiisilzlti:d(f{zziqlliexelf{

Por tanto, los valores de la raiz cuadrada buscados son:
V3—4i={2—1i,—2+1}

Por tanto las soluciones buscadas de la ecuacion cuadratica compleja original son:

z=—-21+V3—-4di=

1 =-2+2—i=2-3i
Zp=-2—2+i=-2—i
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B.12. Seno y Coseno Complejo

Teniendo en cuenta la formula de Euler®, las funciones trigonométricas seno y coseno de un ntimero real 6 se
pueden definir como:

B cosf +isenf +cosf —isenf  2cosf
cos = —— | = = = cosf
2 2 2
@ — = senf +isenf —cosf +isenf  2isenf
sen = ——— | = - = — =senf
21 21 21

Siguiendo estas formulas se pueden definir las funciones trigonométricas semo y coseno en el campo de los
nimeros complejos de la siguiente forma.

Definicion B.25. Seno y Coseno Complejo

Las funciones trigonométricas seno, coseno y tangente se definen en el plano complejo de la siguiente

forma:
ezi + et
Ccos 2z = 5
senz eZl _ e—Zl ) ezz _ e—zz
tan z = = - - & = 0| =7—=
‘ , cosz  i(e* + e %) e¥ 4 e=%
e?t _ o7t
sen z = -
21

Demostracion B.3.

Comprobamos las féormulas del coseno y seno complejo usando la formula de Euler y teniendo en cuenta

que cos(—a) = cos(a) y que sen(—a) = —sen(«).

e” + e *  cos(z) +isen(z) + cos(—z) +isen(—z)  cos(z) + isen(z) + cos(z) —isen(z)  2cos(z) cos(2)
2 B 2 B 2 2

e” —e *"  cos(z) 4 isen(z) — cos(—z) —isen(—z)  cos(z) +isen(z) — cos(z) + isen(z)  2isen(z) sen(z)
2 2i - 2i %

7

Ejercicio B.26. Expresar en forma binémica el valor de cos(1 + 7).
Aplicando la definicion del coseno de un ntimero complejo se tiene:

e o= (i o=l g el ool et e l(cos 1 +isen 1) + efcos(—1) +isen(—1)]
cos(1+i) = 5 = 5 = 5 = 5

-1, —1 -1 1 : 1 1—3 1 -1 -1 _
_e e;—ee _e (cos 1+ isen )2—|—e(cos isen ): e—l—; casl o 12 . € enl

34Notar que en la férmula no aparece el doble signo & delante de la raiz, ya que en este caso se obtendran dos soluciones complejas
cualesquiera, no necesariamente la misma con signos opuestos.
35Ver el Teorema B.1, pagina 335.
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Nota B.4. Basadas en las formulas anteriores, se definen las Funciones Hiperbdlicas: seno hiperbélico, coseno hiperbodlico y
tangente hiperbodlica, de un ntmero = € R, de la siguiente forma:

T _ —x T —x x
senh (z) = c-° ;| cosh(z) = ete”

] senh () e” —e”
2 2 ’

cosh (z) e® +e~ 7

tanh (z) =

Verificandose, entre otras, la siguiente propiedad béasica: cosh 2(90) - senhQ(x) = i,
En base a ellas se definen también las siguientes funciones hiperbélicas complejas para cualquier nimero z € C:

z_ ,—z z —z z
senh (z) = % ;| cosh(z) = %

senh (z) e* —e”

g tanh = =
anh (2) cosh(z) e*+e*
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C.0. Software Matematico

Existe un gran nimero de programas matematicos' que permiten resolver o ayudar a resolver e ilustrar problemas
matematicos de muy diferentes tipos. Estos programas cubren las necesidades de multitud de campos dentro de
las ciencias e ingenierfas. Algunos de ellos son de tipo software libre® o gratuitos (freeware), mientras que otros
son comerciales. A grandes rasgos todos los programas matematicos los podemos clasificar en tres tipos®:

e Numéricos: se utilizan cuando se necesita obtener resultados numéricos de nuestros problemas. Las
operaciones son realizadas con la precision de la méquina, de forma que los resultados obtenidos
son generalmente aproximados®. Generalmente permiten la creacién de programas, en lenguajes de
programacion sencillos propios del programa y suelen ser tutiles para el tratamiento de grandes cantidades
de datos mediante la utilizacién de vectores y matrices. Programas caracteristicos de este tipo son Matlab?®
(comercial) y Octave® (software libre).

e Simbélicos”: Permite el tratamiento tanto de nimeros como de simbolos, expresiones y féormulas de
manera exacta, al contrario que los programas numéricos®. Entre las operaciones tipicas que permiten se
incluye la diferencion, integraciéon y el calculo de limites de funciones de una y varias variables, resolucion
de ecuaciones de diferentes tipos, operaciones vectoriales y matriciales, etc. Dentro de este tipo los més
conocidos son Mathematica® (comercial), Maple'" (comercial) y SageMath'! (software libre).

e Graficos: Permiten la visualizacion y el tratamiento de entes geométricos definidos mediante férmulas

matematicas. Uno de los mas conocidos de este tipo de programas en GeoGebra'? (freeware).

En la Figura C.1, pagina 347 se muestra el funcionamiento tipico de estos programas.

C.1. Introduccién a GeoGebra

Originalmente en sus inicios el programa GeoGebra'® era un programa interactivo para el uso exclusivo
de problemas geométricos en 2D, pero a lo largo de estos anos ha ido evolucionando y aumentando sus
funcionalidades, siendo en la actualidad:

e Calculadora grafica en 2D

e Representacion grafica en 3D

Calculo Simbolico (CAS)

Geometria

Probabilidad

Hoja de Calculo

En este capitulo vamos a ver el uso de GeoGebra en la asignatura de Célculo I donde se utilizaran sus
funcionalidades de representacion grafica en 2D y calculo simbdlico.

IVer por ejemplo https://es.wikipedia.org/wiki/Software_matem%C3%A1tico.

2El software libre o de dominio piblico es un software que no tiene un propietario (pero si autor/es), y no existen derechos de
autor, licencias o restricciones de distribucion. Por este concepto, el software de dominio publico se diferencia de un freeware, el
cual que aun siendo gratuito conserva los derechos de autor. El software de dominio piblico puede ser libremente utilizado, copiado
o alterado, ya que legalmente nadie es duefio de los derechos de restringir su uso.

3La mayorfa de los programas cubren varios de estos tipos en mayor o menor medida y se encuentran disponibles para distintas
plataformas (Windows, Linux, Mac OS, Android, etc.).

4Para un procesador de 32 bits se obtienen 19 digitos decimales en precisién doble, mientras que para los procesadores de 64
bits se obtienen 38 digitos.

Shttps://es.mathworks.com/products/matlab.html.

Shttps://www.gnu.org/software/octave/.

"En terminologia inglesa se los denomina SAC cuya traduccién es Sistema de Algebra Computacional (SAC en espafiol).

8Naturalmente esto tiene un coste que afecta a la velocidad de los célculos, de forma que los programas simboélicos suelen ser
mucho mas lentos que los programas numeéricos para la realizacion de una misma tarea.

9nttps://www.wolfram.com/mathematica/.

Ohttps://www.maplesoft.com/products/maple/.

Hhttp://www.sagemath.org/.

2http://https://www.geogebra.org/.

13E] proyecto fue creado por Markus Hohenwarter en 2001 como parte de su tesis doctoral.
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Erd

Figura C.1: Entornos de programas matematicos. Comerciales: Matlab (superior izquierda), Mathematica
(superior centro) y Maple (superior derecha). Software libre y freeware: Octave (inferior izquierda), SageMath
(inferior centro) y GeoGebra (inferior derecha).

C.1.1. Formas de Ejecutar el Programa

En la actualidad'® el programa se puede ejecutar libremente de dos formas:

e Descargando la version Classic del programa para la plataforma adecuada'®, instalandola y ejecutando la
aplicacion de forma local desde nuestro dispositivo.

e Ejecutando la aplicaciéon de forma online desde la web: https://www.geogebra.org.

Aqui vamos a ver la ejecucion del programa de forma online al resultar mas sencilla y practica desde cualquier
plataforma. En la siguiente figura se muestra la pagina principal desde donde se puede acceder a las distintas
opciones del programa entre las que se encuentran las dos que utilizaceros: Calculadora Grifica y la Calculadora
CAS (marcadas en amarillo).

-0 nmme vy =

D | @ htosi/wawgeogetra org

= GeaGebra H  CONECTAR
A i
B s GeoGebra - Aplicaciones
B sone matematicas
. Jsa nuestra matematicas en linea
- Partil y pa metria, 30 iy m
a5 Persosas
@ anpes
RECURSOS PARA EL AULA
L0 Descangar aphcaciones

Nuevas aplicaciones matematicas Mas aplicaciones Aplicaciones fuera de linea
[CiEsys riner] «——
[CERsRTs ] «—

14Version 6 del afio 2020.
15Hay versiones disponibles para Linux, Windows, Mac, Ipad, Android, Chrome y Rasperry a través de la siguiente web:

https://wiki.geogebra.org/en/Reference:GeoGebra_Installation#GeoGebra_Classic_6.
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C.1.2. Calculadora Gréafica

23 Iy BT oy
L : ' o | i EEREN =

La ventana de esta aplicaciéon muestra en la parte izquierda un panel de entradas cuyos resultados se muestran

en la parte derecha sobre unos ejes coordenados.
En el panel de entrada se puede escribir las funciones a representar directamente con el teclado del dispositivo

o bien utilizando el ratén y el teclado que aparece en la parte inferior de la ventana. Algunas caracteristicas de

su uso son las siguientes:

e Las inecuaciones!'® de diferentes tipos'” se pueden resolver facilmente de forma grafica'®, mostrandose
en zonas sombreadas'® y con lineas continuas®’ la solucién de las mismas.

Vamos a ver algunos ejemplos.

Ejemplo C.1. Inecuaciones con Valor Absoluto

abs ((x~2+1) /2)<=abs (3x-2)

2 +1

H BE | [SSS

10

=]

La zona sombreada en azul (el color se puede configurar en los ajustes) indican los puntos que
pertenecen a la solucién. Las lineas continuas azules indican los puntos frontera que también
pertenecen a la solucién.

Como en este caso es una inecuaciéon con una unica variable x, solo hay que tener en cuenta los puntos
del eje X que estan dentro de la zona sombreada®'. Ademas las lineas continuas azules indican que

16Ver la Seccién 1.3, pagina 36.

17Lineales, polinémicas, con y sin valores absolutos y con una o dos variables.

18En la Seccion C.1.3, pagina 360 se muestra cémo encontrar soluciones simbolicas de inecuaciones.

19En caso de no mostrarse ninguna zona sombreada, haciendo un zoom apropiado, significara que la inecuacién no tiene solucién.

20Las lineas discontinuas en las fronteras indican que esos puntos no pertenecen a la solucién.
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esos puntos frontera®® también pertenecen a la solucién. Para determinar el valor aproximado de
los extremos se puede hacer zoom con el ratén sobre la zona de interés. Para determinar de forma
precisa los intervalos solucion del problema se puede utilizar el comando Resolver??.

Ejemplo C.2. Inecuaciones Cuadraticas de dos Variables

X"2 + y72 + xy <=4

= GeoGsba

B em | - ; o
@ eyl : &

+

2+l tay<4

)

La ecuacion x? + y? + 2y = 4 corresponde con una elipse centrada en el origen y girada,
correspondiendo la solucion de la inecuacion a su interior y frontera, como muestra la representaciéon
grafica mostrada por GeoGebra.

Ejemplo C.3. Inecuaciones No Lineales de Dos Variables

x + y~2 + sen(y) > 4

4w -~ | o

D aixiy senfy) = 4

z + y* + sen(y) >4‘

En este caso la ecuacion x+y%+sen(y) = 4 define una curva de forma implicita que est4 representada
en linea discontinua azul. Como la desigualdad es > la solucién de la inecuacion es el exterior de la
curva (region azul).

21Por defecto GeoGebra considera que es una inecuaciéon en dos variables x e y, mostrando superficies de solucién. Como en esta
inecuacién no aparece la variable y, todos los valores del eje Y son validos y de ahi que aparezcan franjas verticales como solucién.

22Ver la Seccion 1.2.1, pagina 31.

23Ver la Secciéon C.1.3, pagina 360.
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e Las funciones se pueden escribir de forma natural como se hace al escribir en un papel sin necesidad de
poner el signo de multiplicar?*. Si no se da nombre a las funciones, GeoGebra las va nombrando de forma
automética empezando por f(z) la primera, g(z) la segunda y asi sucesivamente. Por defecto la variable
independiente es x pero puede ser cualquier otra. Ademés los nombres de las funciones pueden darse en
espanol, como por ejemplo la funcién trigonométrica seno como sen(x).

Ejemplo C.4. Funcién Real de Variable Real

x~2+x-1n(x"2+1) / (x~2+1)

= GeoGebra Calculadora grafica “ 3 ABRIR SESION

I / o |

3 In(z% + 1) : !

_ .2
f(x) =z"+z 1:2 L 1 B T 1 7 | ey et :

e Cada vez que se introduce una funcion en una linea del panel de comandas y se apreta Enter, se muestra
una representacién grafica de la funcién con un color determinado?®, pudiéndose hacer zoom sobre
cualquier parte de la gréafica a través del raton.

<, B ABRIRSESION

I / % |

| @ s =) ) \ /

e Fn la representacion grafica aparece de forma automatica sus puntos caracteristicos como extremos
relativos y ceros. Si hay mas de una funcién también se muestran los puntos de corte entre ellas. Acercando
el puntero del ratéon a estos puntos se puede ver una valor numérico de los mismos.

24
25

De forma que por ejemplo 3z es lo mismo que 3 * .
Seleccionando la grafica con el botén derecho del ratén en la representacion grafica de la funcion se puede acceder a sus ajustes

pudiendo cambiar entre otras caracteristicas su color, grosor y tipo de linea.
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= GeoGebra Calculadora gréafica <, H ABRIRSESION

Ti T

1)

s In{x
flx) = 2 45— X

@ ) = o ViTET) ’ \ / |

. UEIEREEY

Extremo & |
{4 BomOoInOR4308, -1} a

e Se pueden definir parametros para utilizarlos en la declaracién de funciones. El valor de estos parametros
se puede modificar de forma interactiva a través de deslizadores. Para definir pardmetros basta con elegir
su nombre (una o varias letras y/o ntmeros) e igualarla a un determinado valor. Al dar Enter se crea el
deslizador, por defecto entre —5 y 5 pero que posteriormente en ajustes se pueden modificar estos valores.

= GeeGebra Calculadora grafica =, E ABRIRSESION

E & m i - 5 L]
a=17
5 — 5D

flx] = g’ —a)

e Se pueden definir funciones a trozos a través de la instruccion®® Si%:

Si(condicién,funl,fun2)

donde condicién es una relacion de orden®® del estilo x > 2, la funcién funl se cumple en el intervalo
definido por la condicién y la funcién fun2 cuando no se cumple la condicién. Se pueden encadenar
varias sentencias Si para definir funciones con méas de dos trozos.

26 Al escribir una instruccion en la linea de comandos de GeoGebra, el programa muestra una lista de posibilidades disponibles.
27Todas las instrucciones tienen su versién en espaifiol y su versiéon en inglés, en este caso If pudiéndose utilizar indistintamente
cualquiera de ellas, aunque en algunos casos resulta més cémodo utilizar la versién en inglés por ser més corta o sencilla. En el

caso de la instrucciéon Si/If también se puede escribir en minisculas aunque de forma general hay que utilizar las mindsculas y
mayusculas apropiadas.

28Ver la Definicion 1.23, pagina 36.
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Ejemplo C.5. Funcién Definida a Trozos

Si(x<=2,x+1,x/(x~2+1))

= GeeGebra Calculadora gréafica «<X @ ABRIR SESION
xb1 ixs2 : B
z+1 <2 g
xT
S e e
211 x> 2 e

Ejemplo C.6. Funcion Definida a Trozos (més de dos)

Si(x<=0,a-x"2,Si(0<x<1,2,x"~2-2x+b))

= GeoGebra Calculadora griafica < # ABRIR SESION !
|
E & m < o : o
. a=1 H ]
e B ——s 5 (F)
. b=l : : |
5 o ., A - i |
= vzl | 3 : |
2 0<z<l1 ° rtx:—{z Mgy |
o 2x+ 1 en caso cantraric
2?2 —2x4+b z>1 i e ]
|
L
|
=1

e Las funciones implicitas®’ se pueden definir escribiendo directamente una ecuacion®® en las variables
x e y de la forma:

funXY1l = funXY2

donde funXY1 y funXY2 son dos funciones cualquiera que pueden depender de las varibles x e y. De forma
alternativa también se puede usar el comando®:

CurvaImplicita(funXY)

donde funXY es una funcion f(z,y). Este comando declara una funcion implicita de la forma f(z,y) = 0.

29Ver la Seccién 2.9.2, pagina 67.
30Expresion que contiene un signo igual (=).
31Notar que el comando lleva tilde en la palabra Implicita. También se puede usar el comando en inglés ImplicitCurve.
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Ejemplo C.7. Funcién Implicita
X"2y=y~2-x
; = Ceobebra
. senm
B cuwv=v-ox
=
Py=9> -z
4
] . @
[=1
{ = LAOOPNSPRINPPRNRMIRN .5 o kit o i o R U B AT R A A e
La misma funciéon implicita del ejemplo anterior se puede definir de la siguiente formas:
Ejemplo C.8. Funcién Implicita
CurvaImplicita(x~2y+x-y~2)
= GeoaGebra Calculadora gréfica < E ABRIRSESION
8 & @™ - ; o |

Py+z—y =0

el | Curvalmpticnale® v + 5 — ') b H |

eely 5 .« a2 oz a o 1 2

e Las funciones en forma paramétrica’? se pueden definir usando la instruccion:

Curva(funX,funY,param,vall,val2)

donde funX es la funcion que define la variable independiente = en funciéon del parametro param, funY
es la funcién que define la variable dependiente y también en funcién del mismo pardmetro param y los
valores vall y val2 son los limites inferior y superior del parametro.

32Ver la Seccién 2.9.3, pagina 67.

Pedro José Hernando Oter
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Ejemplo C.9. Funcién en Coordenadas Paramétricas
Curva(e~tcos(t),e"tsen(t),t,-2pi,2pi)
= GeoGebra Calculadora grafica < i ABRIRSESION ,
f
: = =
a = Curvalo’ cos(t). o sanft).t, -2 7,2 )| 4 I
e Sl ""['!} 02031853071 796 - 1
y = sen(t)
2
. +
T = e"cost
— ot ; te [_27[-’27{]
y=-e"sent e o e T
-2 o {
il
a |
“
W = e m——

e Las funciones en coordenadas polares®® también se pueden definir usando la instruccién Curva

anterior®*. Dada por ejemplo una funcién en coordenadas polares r
angulo, teniendo en cuenta las relaciones entre las variables cartesianas y polares
entonces:

35.

f(t) donde r es el radio y ¢ el

T =rcostey =rsent,

Curva(f (t)*cos(t),f(t)*sen(t),t,0,2pi)

representa la funcion polar en el intervalo ¢ € [0, 27] (pudiendo ser cualquier otro).

Ejemplo C.10. Funcién en Coordenadas Polares

Curva((1-2sen(3t))cos(t), (1-2sen(3t))sen(t),t,0,2pi)

o . & |
i o m[l:}n-:ns.mxsisanﬁ |
r=1-—2sen(30) ; t6[0,27r]‘ | | '
“ |
& psi
e o

33Ver la Seccién 2.9.4, pagina 69.
34Ver la realacion entre las coordenadas polares y paramétricas en la Seccion 2.9.4, pagina 71.
35Ver la Ecuacién 2.1, pagina 69.
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C.1.3. Calculadora CAS

La calculadora CAS de GeoGebra realiza célculos simbolicos permitiendo entre otras multiples capacidades las
siguientes:

e Operaciones exactas con Nimeros, Fracciones, Variables y Funciones®®

e Operaciones con nimeros complejos®”
e Operaciones con Polinomios y Funciones Racionales®®

e Resolucion de Ecuaciones y Sistemas de Ccuaciones (lineales y no lineales)??

e Sucesiones y Series*’

e Calculo de Limites, Derivadas, Integrales y Desarrollos de Taylor de Funciones*!
e Operaciones con Vectores y Matrices

e Resolucion de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

e Transformadas de Laplace (directa e inversa)

Operaciones exactas con Nameros, Fracciones, Variables y Funciones

e Las funciones béasicas son: sqrt(), sen(), cos(), tan(), 1n(), log(base,x), abs(), asen(),
acos(), atan(), sec(), cosec(), cotan(), atan2(), sign(), senh(), cosh(), tanh(), sech(),
cosech(), cotanh(), asenh(), acosh(), atanh().

e El simbolo = se utiliza para definir ecuaciones mientras que el simbolo := se utiliza para asignaciones
(de valores a constantes, definicién de funciones, etc.)

e De forma general el resultado de una operacién es un valor exacto, para encontrar un valor numérico
aproximado se puede pinchar en el simbolo que aparece a la derecha de la linea de comandos del
resultado.

e La letra x estd reservada para las funciones y ecuaciones y no se permite su uso para nombre de
constantes.

e Para que GeoGebra muestra los resultados de dngulos en radianes (en lugar de grados sexagesimales)
es necesario especificarlo en Configuracién — Algebra.

e El comando Desarrolla realiza las operaciones indicadas y expande el resultado.
e El comando Simplifca intentara*? simplificar el resultado de una operaciéon. Puede utilizarse junto
con el comando Asumiendo para tener en cuenta alguna condicion.

43

e El comando Factoriza expresa un namero*’ como producto de factores primos.

Vamos a ver algunos ejemplos:

36Ver la Seccion C.1.3, pagina 355.

37Ver la Seccion C.1.3, pagina 357.

38Ver la Seccion C.1.3, pagina 358.

39Ver la Seccion C.1.3, pagina 360.

40Ver la Seccion C.1.3, pagina 361.

41Ver la Seccion C.1.3, pagina 363.

42No siempre se obtiene el resultado apropiado.

43También puede utilizarse con polinomios, ver el Seccion C.1.3, pagina 358. Para nameros complejos se utiliza el comando

FactorizaC, ver la Seccion C.1.3, pagina 357.
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3/(14+5/7)+ (6/7-5/4)/(6/4+8)

3
14 +

~o

+

Blot

+

(o]

o

5
7
4453
27398

Factoriza(360)

— 2%.3%2.5

Desarrolla((x+1) "5(x"2+3)
Desarrolla((z + 1)° (2* + 3))

— 2" +52% — 132° + 252 + 3352 + 312% + 152 + 3

f:=x"2sen(x)

—  z’sen(z)

g:=1n(x)/tan(x)

In(z)
%
tan(zx)
h:=fxg

In(z)

—  2°sen(x) tan(z)

Simplifica((2x"3 - 3x"2 - 62x - 105) / (2(x+5/2)))

e [ 22% —3x% — 622 — 105
Simplifica 5
2(z—3)

— 22 —d4zx—21

Simplifica(3x + 4x + ax)

— x(a+7)

Asumiendo (x<2,Simplifica(sqrt(x-2sqrt(x-1))))
Asumiendo (z < 2, Simplifica ( T — 2V — 1))

— r—1-1
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Operaciones con Nameros Complejos

357

La unidad imaginaria ¢ = +/—1 se representa mediante la letra i.

La parte real de un namero complejo z se puede obtener con real(z) o bien como x(z), mientras
que su parte imaginaria se puede obtener con imaginaria(z) o bien como y(z).

El médulo y argumento se obtienen con los comandos abs() y arg() respectivamente. El conjugado
se obtiene con el comando conjugado().

Se pueden realizar todas las operaciones con niimeros complejos de la misma forma que con los reales.

Todas las n raices complejas de {/z se pueden calcular usando el comando Secuencia, (ver la
Seccion C.1.3, pagina 361), de la siguiente forma:

Secuencia(Simplifica(abs(z)~(1/n)*e” ((arg(z)+2*k*pi)*i/n)),k,0,n-1)

z_1=2-sqrt(3)i

— lel—\/gi

z_2=2e" (3pi/41i)

5
2o = 2e4™

- (=1+49)v2
abs(z_1)
|21
— V7
arg(z_1)
arg(z1)
L

37r

conjugado(z_2)

- (-1-iV2

real(z_2)

real(z2)

- V2

Pedro José Hernando Oter
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y(z_2)

y(22)

N

Desarrolla(z_1"2*1n(z_2)/abs(z_1))

Desarrolla (zf . 1n(z2)>

|21

V3 3
- 3 el In(2) — Vi iv31n(2)

a=1+i*sqrt(3)

— V3 +1

n=5

Secuencia(Simplifica(abs(a)”~(1/n)*e” ((arg(a)+2*k*pi)*i/n)) ,k,0,n-1)

Secuencia (Simpliﬁca (|a|%e(a'g(“)+2k")%) Jk,0,n — 1)

N {%ei%’ %e”%, %6131‘;’—5’ \5/56191'%7 —i\/2§+1\5/§}

Operaciones con Polinomios y Funciones Racionales

Los polinomios se definen igual que las funciones a través de : =y pueden realizarse operaciones simples
(suma, resta, multiplicacion y division) con ellos.

El comando Divisidn permite obtener el cociente y resto de la division entre dos polinomios, mientras
que con los comandos Cociente y Resto se pueden obtener los correspondientes valores por separado.

El comando Factoriza permite factorizar un polinomio con raices reales racionales mientras que el
comando Factorizal permite factorizar un polinomio con raices reales irracionales.

El comando FactorizaC permite factorizar un polinomio con raices complejas racionales mientras
que el comando FactorizaCI permite factorizar un polinomio con raices complejas irracionales.

El comando FraccionesParciales descompone una funcién racional en suma de fracciones simples**.

p:=3x"2+x-1

- 3P 4+z—1

q:=(x+1)"5

44Ver la Seccion 11.1.1, pagina 267.
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— (m+1)5

359

Desarrolla(q)

— 2° -5zt —102° — 102® + 52 — 1

h:=Desarrolla(p~2*q)/(q+x+3)

2
h = Desarrolla P *q
g+z+3

92° + 5122 + 11527 + 1232° + 462° — 262* — 292° — 52?2 + 3z + 1

2% + 514 4+ 1023 + 1022 + 67 + 4

Division(q,p)

L [l 16, 109 47 1150 508
3 9 27 81 ’ 81 81

c=Cociente(q,p)

Lol 16, 109 427
3 9 27 81

r=Resto(q,p)

1159 508
81 81

Desarrolla(p*c+r)

— 2° -5zt —102° — 102® + 52 — 1

Factoriza(x"~5-3x"4+50x"2+24x-72)
Factoriza (ac5 — 3z + 5022 + 242 — 72)

= (z—1)(z+2)*@® - 6z + 18)

FactorizaI(p)

o (o LT (o /B E1)

FactorizaC(a"2+x"2,a)

— (a+iz)(a —ix)

FactorizaCI(x"2+x+1)

o (o 3L (4 BT

FraccionesParciales(x"2 / (x72 - 2x + 1))

Pedro José Hernando Oter
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2
FraccionesParciales (#ﬂm)

(=12 =z-1

Resolucién de Ecuaciones, Inecuaciones y Sistemas de Ecuaciones (lineales y no lineales)

e Los comandos Resuelve y Soluciones resuelven una ecuacién o un sistema de ecuaciones cuyas
soluciones sean niumeros reales. Para resolver numéricamente de forma aproximada se utiliza el

comando SolucionesN y para resolver ecuaciones con soluciones complejas se utilizan los comandos
SolucionesC y ResoluciénC.

e Los comandos Resuelve y Soluciones también resuelven inecuaciones o sistema de inecuaciones
reales.

e El simbolo V corresponde con el operador logico and y el simbolo A corresponde con el operador 16gico
or. Suelen aparecer en los resultados donde hay mas de una solucion.

Resuelve (x74-3x"2+2x=0)
Resuelve(z4 — 32+ 2z = O)

- {=-2,z=0, z=1}

Resuelve (x+2y=0,x"2-y=x)
Resuelve(z +2y =0, 2 —y = 2)

— {z=-2y}

Resuelve (3x+2y=7,5x-y=2z,z-x"2=y)
Resuelve(3z +2y =7, 5a —y=2, z — 2’ = y)

- {{1‘27,:1/:—772242},{£C=l,y:2,223}}

Soluciones({2a"2 + ba + 3 x= b, a + b = 3}, {a, b})

Soluciones({2a® + 5a+ 3z =b, a+b=3}, {a,b})

. {{\/T+25\/§—37_\/T42r5\/§+9}7{—\/rg5\/§—37JTJ;EM%+9}}

ResuelveN(cos (x)=x)
ResuelveN(cos(x) = x)

— {0.7390851332152}
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ResuelveN(a~4+34a~3=34, a=3)
ResuelveN (a4 +34a® = 34,a = 3)

—  {0.9904738885574}

SolucionesC(x"2=-1)
SolucionesC (ac2 =-1)

- {i,—i}

SolucionesC(t"2=-1/t)

SolucionesC (t2 = 7%)

R {_1, ’L\/§+1’ 71\/§+1}

2 2

Resuelve (x"2+1<3,x>0)

Resuelve(z® +1 < 3,z > 0)

— {x>0 A x<\/§}

Sucesiones y Series

361

e Las sucesiones

=4 B . ’, .,
45 se definen con el comando Secuencia que crea una lista a través de una expresién

que es funcién de un parametro que toma valores entre un valor inicial y otro final de la siguiente
forma:s:

Secuencia(fun(parametro) , parametro, ini, fin , [incremento])

donde el valor del incremento es optativo y por defecto vale 1. Se obtiene de esta forma una lista con
los siguientes valores:

{fun(ini) , fun(ini+inc) , fun(ini+2inc) , fun(ini+3inc) , ... , fun(ini+fin)}

Las series®® se definen con el comando Suma de la siguiente forma:

Suma (fun(parametro) , parémetro, ini, fin)

obteniéndose un valor de la siguiente forma:

fun(ini) + fun(ini+1) + fun(ini+2) + fun(ini+3) + ... + fun(ini+fin)
o bien en el caso de que sea posible una formula que depende del parametro.

El valor fin puede ser infinito, expresado como Infinity, asi como también puede ser infinito el
resultado de una suma.

Los comandos Suma y Secuencia se pueden combinar para sumar los términos de una sucesion
cualquiera.

45Ver la Definicién 8.1, pagina 183.
46Ver la Definicion 9.4, pagina 229.

Pedro José Hernando Oter
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Secuencia(a+n”2,2,5)
Secuencia(a +n”,n,2,5)

— {a+4,a+9, a+16, a+ 25}

Secuencia(x"k,k,1,10,2)
Secuencia (xk, k,1,10, 2)

— {x,x3,x5,:p7,m9}

Suma(n”2,n,1,100)

— 338350

Suma(r~k,k,0,n)

n
Dt
”
k=1

,r,n+1

T

_>
r—1 r—1

Suma((1/3)"n,n,0,Infinity)

>6)

1
| w

Suma (Sucuencia(n”2,n,0,1,0.1))

77
20
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Calculo de Limites, Derivadas, Integrales y Desarrollos de Taylor de Funciones

e El comando Limite®” permite calcular, en caso de que exista, el lémite de una funcion® para el valor
fijado de su variable dependiente, de la siguiente forma:

Limite(fun(var) , [var], valor)
La especificacion de la variable var solo es necesario en caso de confusiéon, por ejemplo en algunos

casos cuando la funcién dependa de varias variables o parametros.

e El valor al que tiende la variable en el limite puede ser un niimero o bien +oco a través del comando
+Infinity.

e Si el limite no existe o no puede ser determinado se devuelve como resultado un signo de interrogaciéon
(7).

o Los limites laterales® se pueden calcular de la misma forma a través de los comandos
LimiteIzquierda y LimiteDerecha.

o La derivada®® de una funcién se puede calcular con el comando Derivada de la siguiente forma:
Derivada(fun(var) , [var], [orden])
donde la especificacion de la variable es opcional y el orden en caso de no darse es 1.

e La funcién a derivar puede ser de tipo paramétrico®’ definida mediante el comando Curva.

e El comando DerivadaImplicita permite calcular la derivada de una funcién definida de forma
implicita®® de la siguiente forma:
DerivadalImplicita(fun(varl,var2) , [varl], [var2])
donde var1 es la variable dependiente y var2 la variable independiente. En caso de no indicarse, por
defecto x es la independiente e y la dependiente.

e La integral®® de una funcién puede calcularse con el comando Integral de la siguiente forma:
Integral (fun(var) , [var], [inil], [fin])

donde la variable independiente var es opcional. Si los valores ini y fin no se dan, se obtiene como
resultado una funcién correspondiente a la integral indefinida®* de la funcién, mientras que si se
especifican ambos (ini y fin) se obtiene el valor de la integral definida®.

o Algunas integrales impropias°® también pueden calcularse con este comando.

e El desarrollo de Taylor®™ de una funcién se puede calcular mediante el comando PolinomioTaylor
de la siguiente forma:
PolinomioTaylor (fun(var) , [var], pto, orden)

donde indicar la variable es opcional, pto es el valor del punto de desarrollo y orden es el orden del
mismo.

47Puede utilizarse el comando en inglés Limit.
48Ver la Definicion 3.1, pagina 75.
49Ver la Seccion 3.1.1, pagina 77.
50Ver la Seccién 5.1, pagina 111.
51Ver la Seccion 2.9.3, pagina 67.
52Ver la Seccién 2.9.2, pagina 67.
53Ver la Seccion 10.2, pagina 252.
54Ver la Definicién 10.4, pagina 255.
55Ver la Definicion 10.1, pagina 252.
56Ver la Definicién 11.1, pagina 276.
57Ver el Teorema 6.1, pagina 147.
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TEMA C: Software Matematico

Limite((x"2+x)/x,Infinity)

z
L|'mite<¥7 oo)
x

— 1

Limite((a*b(1-cos(x))/x"2+a,0)

Limite<w + a, 0)

1
— §ab+a

Limite ((w*sen(x)/x,w,0)

Limite <w ) ,w, O>
e

— 0

LimiteIzquierda(Si(x<1,x72,-2x),1)

Limitelzquierdo(Si(z < 1,2°, —2z),1)

Derivada(x~3+x"2+x)
Derivada (x3 + 2%+ )

= 3z +20+1

Derivada(a”“2b”3c,b,2)
Derivada (a2b3c7 b, 2)

—  6a’be

Derivada(Curva(cos(t),t*sen(t),t,0,pi))

Derivada(Curva(cos(t), t sen(t), t,0, )

— 2w +2y—2=0

DerivadaImplicita(x+2y)

DerivadaImplicita(u”2+v,u,v)
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Derivadalmplicita (u2 + v, u, v)

_1
2u

365

DerivadaImplicita(u™2+v,v,u)
Derivadalmplicita (u2 + 0,0, u)

— —2u

Integral (x"3)

/azgdx

= 1304—&—c
1 1

Integral(cos(t), t, a, b)

b
/ cos(t) dt

— —sen(a) + sen(b)

Integral(1n(x), 0, 1)

/01 In(z) dz

- -1

PolinomioTaylor(x"2, 3, 1)
PoIinomioTaonr(ac2, 3,1)

— 9+6(z—3)

Simplifica(PolinomioTaylor(x"3sen(y),y, 3, 2)

Simplifica (PolinomioTaylor(z* sen(y), 3,2))

S sen(3)y® — 6sen(3)y + 7sen(3) — 2y cos(3) + 6 cos(3)

2
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