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TEMA 1: Sistemas de Coordenadas
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1.1. El Espacio Euclideo R" 3

1.1. El Espacio Euclideo R"

Definiciéon 1.1. Espacio R"

El conjunto de todos los puntos de n componentes reales se representa por R™.

R" = {(x1, 22, -+ ,2n): 2; €ER, 1 <i<n, neN}

Ejemplo 1.1. Espacios R"

R? = {(z,y): z,y € R} —  (1,0) € R?
R® = {(z,y,2): x,y,2€ R} — (1,-1,1/3) e R®

Definicion 1.2. Vector

Un vector ¥ de dimensién n es una coleccién ordenada de n nimeros denominados componentes o
coordenadas.

17:[1)171}23"'71)71] ) 'UieR

A cada punto P = (z1,--- ,2,) € R" se le puede asociar un vector v = [z1, -+ ,2p] con punto inicial en el
origen de coordenadas y extremo en el punto P. De forma que R"™ también representa el conjunto de todos
los vectores de n componentes.

R"™ es un espacio vectorial' con las operaciones usuales de suma? de vectores y producto por un escalar.

e T+ y=1[z1,...,&u] + Y1, - yn] = [T1+ VY1, T + Yn]

.af:a[ml,...,xn]:[04561,-~,0495n] ; a€R

Definicién 1.3. Producto Escalar en R"

Dados dos vectores &,y € R", se define el producto escalar de & por ¢ y lo representamos por & - ¢/
como el escalar resultante de la siguiente operacion:

n
Fog= (w1, @] - (Y192, Yn] = T101 + Balp + -+ Tt = Y Tiys
=il

Definicién 1.4. Norma de un Vector en R"

La norma euclidea® de un vector ¥ = [z, ,2,] € R" inducida por el producto escalar se define
como:
|7l = VT &= Jai+ -+ 2}

La norma de un vector representa la distancia del origen al extremo del vector.

1Ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 179.
2La resta de vectores se define como una suma particular, de forma que Z—7 es la suma de Z mas el opuesto de 7: T—7 = T4 (—%).
3 Ademas de la norma 2 o euclidea se definen otras normas muy utilizadas, como son la norma 1, la norma n y la norma infinito,
las cuales tienen diferentes aplicaciones.
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TEMA 1: Sistemas de Coordenadas

Definicién 1.5. Espacio Euclideo

4;

Un espacio euclideo es un espacio vectorial normado sobre los nimeros reales de dimension finita, en

cual la norma esté asociada al producto escalar estandar.

La recta real (R), el plano euclideo (R?) y el espacio tridimensional euclideo (R*) son casos especiales de
espacios euclideos de dimensiones 1, 2 y 3 respectivamente. El concepto abstracto de espacio euclideo generaliza

estas construcciones a mas dimensiones (R").

1.1.1. Operaciones Vectoriales

Definicion 1.6. Distancia entre dos Vectores

Dados dos vectores T, 7 € R™ se define la distancia entre ellos como:

d(@,7) = |17 = gl = V(21— y1)? + ... + (20 — yn)?

Definicién 1.7. Angulo entre dos Vectores

Dados dos vectores &, 7 € R" se define el angulo* entre ellos como:

cosf= oV = |7 =7 7] cost
EINE]

Nota 1.1. El angulo 0 siempre se mide en radianes. La relacién entre grados sexagesimales y radianes viene dada mediante

la férmula: radianes = (grados x 2)/360

Definicion 1.8. Vectores Ortogonales

Se dice que dos vectores 7,y € R"™ son ortogonales si su producto escalar es cero.

‘ Z-y=0 <= I,y ortogonales

Nota 1.2. El vector nulo 0 = [0,---,0] € R™, es ortogonal a cualquier vector ya que: & - 0=0 ; VZeR"

e En R" dos vectores no nulos & y ¢ son ortogonales si el angulo entre ellos es 3 = £90°.

e En R? y R?, desde un punto de vista geométrico, los vectores ortogonales se dice que son perpendiculares.

4Desde un punto de vista geométrico, solo tiene sentido el angulo entre vectores de R? y R2, aunque desde un punto de vista

matematico, dicha expresiéon en R™ tiene miltiples aplicaciones.

Clases de Céleulo Il Pedro José Hernando Oter




1.1. El Espacio Euclideo R"

Producto Vectorial

Definicién 1.9. Producto Vectorial en R>

Dados dos vectores & = [x1, 2, 3] € 7 = [y1, 12, y3] de R?, se define el producto vectorial de ambos,
al vector de R? definido por el resultado del siguiente determinante’:

i j k
Txy=|m xz w3 |=(T2ys — x3y2)i+ (xay1 — 1y3)j + (z192 — z2y1)k
Yyr Y2 Y3

donde i, j, k son los vectores unitarios en las tres direcciones X,Y, Z de R3.

e1><h$

& El vector @ x b tiene la direccién perpendicular al plano formado por los vectores
Zy i/ v sentido siguiendo la conocida como regla de la mano derecha®.

#p

Area del paralelogramo

Area = base * altura = ||Z||h = ||Z]|||7]| sen 6 = ||Z]| ||7/]| sen 6 = ||Z x 7| ‘

Producto Mixto

Definicién 1.10. Producto Mixto en R?

Dados tres vectores & = [z1, 22, 3], ¥ = [y1,v2,y3] y @ = [w1,ws, ws] de R3, se define el producto
mixto de ellos al escalar dado por el siguiente determinante:

Tl T2 I3
Z-(UxW)=| y1 Y2 Y3 |=T1Yows + Yy1wWaT3 + W1LaYs — T3YoW1 — Y3WaL1 — W3L2Y1

w1 W2 Ws

Volumen del paralelepipedo

Volumen = Area * altura = ||Z x ¢||h = ||Z||||Z x ¥]| | cos 8] = |z - (Z x ¥)| ‘

Tres vectores son coplanarios” si su producto mizto es nulo.

5Ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 179.
6Disponemos la mano derecha de forma que el dedo indice apunte en la direccién del primer vector y el dedo corazén en la
direccion del segundo, entonces el dedo pulgar tendra el sentido del resultado del producto vectorial.

7Se encuentran en el mismo plano.
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TEMA 1: Sistemas de Coordenadas

1.2. Topologia en R"

Definicién 1.11. Bolas en R”

Sea a € R"™ un punto de R" y » € R con r > 0. Se denomina:

e Bola Abierta de centro a y radio r al conjunto B(a,r) = B,(a) = {x € R" : d(z,a) <}
e Bola Cerrada de centro a y radio 7 al conjunto  B(a,r) = B,.(a) = {z € R" : d(x,a) < r}

e Bola Reducida o Perforada de centro a y radio r al conjunto B*(a,r) = B(a) = B,(a) —{a}

Ejemplo 1.2. Bolas en R"
En funcion de la dimensiéon n de las bolas, éstas pueden ser:

n =1 Intervalo abierto o cerrado o ® ®

Ra \
( )
n =2 Disco abierto o cerrado N

n =3 Esfera abierta o cerrada

Definiciéon 1.12. Tipos de Puntos en R"

Sea A C R™ un conjunto de puntos de R"™ y a € R"™ un punto cualquiera. Se dice que a es:

Exterior /(

e Punto Interior de Asi Ir >0 : B,(a) C A

A

)\ Interior

Frontera

e Punto Exterior de Asi Ir >0 : B.(a)NA=10

e Punto Fronterade Asi Vr >0 : B.(a)NA#0 y B.(a)gZ A

Definicion 1.13. Partes de un Conjunto de R"

Sea A C R™ un conjunto de puntos de R". Se pueden definir las siguientes partes de A:

e Interior de A A= {z € R" :z es punto interior de A}
o Fronterade A 0A = {x € R" :z es punto frontera de A}
o Exterior de A FExt(A) = {x € R" :z es punto exterior de A}

e La clausura, cierre o adherencia® de A es A = AUOA

Ejemplo 1.3. Conjuntos en R? y sus Partes

A= A = {(z,y) x> 0} Y
ea A=1{(z SR 04 — {(%) x:O}
Sea A = {(z,y) € R > 0} Ext(4) = {(;z,z) r <0} x

8Corresponde al menor conjunto cerrado que contiene a A.
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1.2. Topologia en R"

Definicion 1.14. Tipos Basicos de Conjuntos en R"

Sea A C R™ un conjunto de puntos de R", entonces:
e A es Abierto si todos sus puntos son Interiores.
e A es Cerrado si su complementario es Abierto.

e Aes Acotadosi Ir>0 : AcC B,.(0) (0 es el punto (0,0,...,0) en R")

Propiedades de los Conjuntos Abiertos y Cerrados:

R" y 0 son Abiertos.
e Conjuntos Abiertos ¢ La unién arbitraria de Abiertos es un Abierto.
La interseccion finita de conjuntos Abiertos es un Abierto.

R" y () son Cerrados.
e Conjuntos Cerrados { La unioén finita de Cerrados es un Cerrado.
La interseccion arbitraria de conjuntos Cerrados es un Cerrado.

Definicién 1.15. Conjunto Convexo y Conexo

Im

Un conjunto es convexo si el segmento que une a cualquier pareja de puntos en z /Zl
el conjunto, esté totalmente contenido en él. Un pentagono regular es convexo.

Re
Im

Un conjunto es conexo si todo par de puntos z; y 2o de S se pueden unir S
por una linea poligonal formada por un numero finito de segmentos rectos, (]
contenida por completo en S.

Re
. g . 0 . Im L
Un conjunto conezro se dice que es simplemente conexo si todo camino .
cerrado simple contenido en él encierra solo puntos de él.

Un dominio que no es simplemente conero se denomina multiplemente 1

conexo.

Re

Los dominios simplemente coneros no tienen agujeros.

Y Y Y Y

@

r r r r

Simplemente C. Multiplemente C. Multiplemente C. Multiplemente C.

Definicién 1.16. Entorno, Compacto, Dominio y Region

e Un entorno de un punto a € R" es cualquier conjunto abierto que contenga a a.

e Un conjunto compacto es un conjunto cerrado y acotado.

e Dominio o regién® es un conjunto abierto y conezo.

9También denominada regidn abierta. El cierre de una regidn abierta es una region cerrada.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo Il



8 TEMA 1: Sistemas de Coordenadas

1.3. Sistemas de Coordenadas

Definiciéon 1.17. Sistema de Coordenadas

Un sistema de coordenadas es un conjunto de valores y puntos que permiten definir univocamente
la posicién de cualquier punto de un espacio euclideo.

e Un sistema de referencia viene dado por un punto de referencia denominado origen y un sistema
de coordenadas.

e El origen de coordenadas es el punto de referencia de un sistema de coordenadas y en él el valor
de todas las coordenadas del sistema es nulo.

1.3.1. Coordenadas Cartesianas o Rectangulares

Z
Las coordenadas cartesianas de un punto P = (z,y,z) se P(z,y, 2) Jo 7{’/
determinan a través de caminos rectos a través del origen: primero i !
a lo largo de eje X, luego paralelo al eje Y y finalmente paralelo zo Y
al eje Z. R
Sy | T
X

En los sistemas de coordenadas curvilineos, los caminos pueden ser curvados. Los sistemas curvilineos
basicos son tres: coordenadas polares en R? y coordenadas cilindricas y esféricas en R3.

1.3.2. Coordenadas Polares

Las coordenadas polares'® son un sistema de coordenadas bidimensional en el que cada punto del plano se
determina por una distancia y un angulo, P(r,0).

e 7 >0 es la distancia'' del punto P al origen de coordenadas.

e 0 <0 <27 es el angulo que forma con el eje X la recta que une P con el origen.

» P r=+/x%+ y>

T = 1cosb
y =r senf

¢ = arctan LA
T

Ejemplo 1.4. Coordenadas Polares
e 1 = ¢ circunferencia de centro origen y radio a.

e 0 = a recta que pasa por el origen y pendiente m = tan#.

e 7(0) = a + b espiral de Arquimedes.

10En la Seccion 4.2.5, pagina 101 se explica una generalizacién conocido como coordenadas elipticas.

11 A pesar de que r es una distancia y por tanto fisicamente siempre es un valor mayor o igual que cero, en la practica pueden
aparecer valores negativos de r, lo cual indica que la distancia se toma en la misma direccién pero en sentido contrario, es decir
con el mismo valor de r pero con un angulo 6 4+ 7. En estos casos se suelen deonomiar coordenadas polares generalizadas.

Clases de Céleulo Il Pedro José Hernando Oter



1.3. Sistemas de Coordenadas 9

1.3.3. Coordenadas Cilindricas

Las coordenadas cilindricas'? son un sistema de coordenadas tridimensional en el que cada punto del espacio
se determina por dos distancias y un angulo, P(r,0, z).

e 7 > 0 es la coordenada radial, definida como la distancia'® del punto P al eje Z.

e 0 <6 < 27 es la coordenada azimutal, definida como el angulo que forma con el eje X la recta que une P
con el origen.

e 2 coincide con la coordenada vertical o altura z de las coordenadas cartesianas tridimensionales.

r=+/x2 + y?
x =rcost
y =r senf = 6 = arctan 2
z=2z v
z=2z
r>0 0 € [0,2m) zeR

Ejemplo 1.5. Coordenadas Cilindricas
e r = g cilindro de radio a y eje el eje z.

e 0 = a plano que contiene al eje z.

e 2z = a plano paralelo al plano zy.

1.3.4. Coordenadas Esféricas (colatitud ¢)

Las coordenadas esféricas'* son un sistema de coordenadas tridimensional en el que cada punto del espacio

se determina por una distancia y dos angulos, P(r, 0, ¢).
e r >0 es la coordenada radial, definida como la distancia del punto P al origen.

e 0 < 27 es la coordenada azimutal, definida como el angulo que forma con el eje X la recta que une P con
el origen.

e 0 < ¢ < 7 coincide con la colatitud ¢ correspondiente al angulo que forma la recta que une el punto P
con el origen y el eje Z.

r= /$2+y2+22

T = r sen ¢ cosf

Y
%

r sen ¢ sen
7 COS

0 = arctan L4
i

z

@ = arccos

VaZ+y?+ 22

128e pueden entender como una version tridimensional de las coordenadas polares, al afadirle la variable altura z.

13A] igual que en el caso de polares y como también ocurre en coordenadas esféricas, este valor a veces puede ser negativo
indicando que se mide en la misma direccién pero sentido contrario del segmento que une el origen con el punto en cuestién.

14 Hay diferentes definiciones de las coordenadas esféricas, con diferentes nomenclaturas.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo Il



10 TEMA 1: Sistemas de Coordenadas

Ejemplo 1.6. Coordenadas Esféricas
e 1 = ¢ esfera de radio a y centro origen.

e 0 = a plano que contiene al eje z.

e ¢ = a plano que pasa por el origen.

1.3.5. Coordenadas Esféricas (latitud )

Hay una segunda version de las coordenadas esféricas donde en lugar del angulo de la colatitud ¢ se utiliza
el angulo de la latitud ¢.

e r > 0 es la coordenada radial, definida como la distancia del punto P al origen.

e 0 < 27 es la coordenada azimutal, definida como el angulo que forma con el eje X la recta que une P con
el origen.

e —7/2 < ¢ < m/2 coincide con la latitud ¢ correspondiente al angulo que forma la recta que une el punto
P con el origen y su proyecciéon en el plano XY

Z r= /x2+y2+22

x = 1 cos p cos 0
P _ 9/ 9 0 = arctan 2
r Y = T COoS p sen = x
zZ=rseny

z

© y p = arcsen ——————
K Vr? +y? + 22

™ T
>0 6eo,2 : [—7,7}
r > € [0,2m) p e =5

Ejemplo 1.7. Coordenadas Esféricas (latitud)
e 1 = ¢ esfera de radio a y centro origen.

e 6 = a plano que contiene al eje z.

e ¢ = a plano que pasa por el origen.
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2.1. Funciones de Varias Variables 13

2.1. Funciones de Varias Variables

Definicién 2.1. Funcién o Aplicacién

Dados dos conjuntos X e Y, se denomina funcién o aplicaciéon a toda regla que hace corresponder
a cada elemento = del conjunto inicial X (conjunto dominio), un y solo un elemento y del conjunto
final Y (conjunto imagen).

Se representa por:

f:X+—Y ; xi>y

Definicién 2.2. Dominio e Imagen de una Funcién

Dada una funciéon f : X — Y, se denomina:

e Dominio de f : al mayor conjunto D C X donde f esta definida.

e Imagen de f : conjunto f(z) CY Va € D.

2.1.1. Tipos de Funciones
Funciones Reales y Complejas

e Si X C IR se habla de variable real.

e Si X C C se habla de variable compleja.

e Si Y C IR se habla de funciones reales.

e Si Y C C se habla de funciones complejas.

Ejemplo 2.1. Tipos de funciones.

f:R+~—R Funcién Real de Variable Real. Ej: f(z)=22 ; z€eR
f:Cr— R Funcion Real de Variable Compleja. Ej: f(x)=1z|] ; z€C
f:R+— C Funcion Compleja de Variable Real. Ej: f(z) =iz ; z€R
f:C+— C Funcién Compleja de Variable Compleja. Ej: f(x) =22 ; 2¢€C

‘En este curso solo se estudiaran funciones reales de variable real.

Funciones Escalares y Vectoriales

Las funciones reales de variable real':
F:R" —R™

se clasifican en base a la dimension de los conjuntos dominio e imagen de la siguiente forma:

5 n =1 Funcién de una variable
n > 1 Funcién de varias variables.

gl m= 1 Funcién FEscalar
m > 1 Funcién Vectorial.

‘F($1,ZII2,...,IB"):[fl(lfl,{IZQ,...,l‘n) y fQ(ZZ?l,IEQ,...,fL‘n), ey fm(xl,l'g,...,l’n)]‘

LEn este texto se designaran a las funciones escalares con letras minusculas y a las funciones vectoriales con letras maytsculas.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo Il



14 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

Ejemplo 2.2. Ejemplos de Funciones Reales.

F:R? — R? F(z,y) = [x,sen(x,y)] Funcion Vectorial de varias variables.
g:R* — R g(z,y,2) =z +yz Funcion Escalar de varias variables.
H:R — R? H(z) = [z,22, 7] Funcion Vectorial de una variable, (curva® en R?).

2.1.2. Representacién Grafica de Funciones

Definicion 2.3. Grafica de una Funcion

Sea F': A CR"™ — R™. Se define la grafica de F(z1,- - ,2,) = [f1,- -+, fm] como el subconjunto de
R™™™ de la forma:

gT(F):{[‘Tlax27"'7$n7f17f2a"'7fm]GRn+m : (x17m2a"'7xn)€A}

e Para las funciones escalares:

Sin=1 = La gréfica es una curva en R?.
fR" =R Sin=2 = La gréafica es una superficie en R>.
Sin>3 == La gréafica no se puede visualizar directamente.

f:]R»—)]R

fR}—R

X
g ool
(B
R
\\\\\\\\\\‘{:\\;‘\\-“ o t“‘0o‘:‘c‘c,':,;,{l,’;,,l,,’",,’ll:,,’lu
R REORL
DR o

0
D,

e Las funciones vectoriales tipicas que se pueden dibujar son:

F:R?+— R? F:R—R?

T T

2.1.3. Conjuntos de Nivel

Definicién 2.4. Conjunto de Nivel

Sea f: A CR"™ — R una funcidn escalar y sea k € IR. Entonces el conjunto de nivel de valor k se
define como el conjunto de los puntos:

Cr ={(x1,22,...,2,) €A : f(x1,29,...,2,) =k}

2Ver la Seccién 5.2, pagina 123.
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2.2. Limites en R" 15

En funcién de la dimension del espacio dominio se tienen los siguientes conjuntos de nivel:

e Sin=2: Curva de Nivel®

e Sin =3 : Superficie de Nivel

e Sin=4: Volumen de Nivel

Superficie de Nivel Volumen de Nivel

Curva de Nivel

100
-15000
20000
25000
<0008

Ejercicio 2.1. Determinar las curvas de nivel de la funcién:
fla,y) = 2® + 4

Igualamos la funcion a una constante ¢ € R:
flx,y)=c = 2°+3y°=c

Las curvas de nivel de esta funcion son circunferencias de centro origen y radio 4/c.

g
3
5 500
W’ KD
ey,

En las siguientes secciones vamos a centrar fundamentalmente en funciones escalares del tipo:

f:R*=R y f:R*=>R

2.2. Limites en R"

Primeramente vamos a recordar la definicién € — § de limite en funciones reales de una tnica variable real.

Definicion 2.5. Limite de Funciones Reales de Variable Real

Sea f: ACR — Ry zo € A, entonces:

lim f(z)=(eR| < Ve>0 36>0 : Ve e A 0<|z—mo| <9 |flzx)—{<e

T—rxTo

3También denominadas lineas de contorno.
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16 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

Basicamente la definicién anterior nos dice que existe el limite ¢ € R de f(z)
una funcion cuando la variable independiente z tiende a un determinado
valor g del dominio, si podemos obtener valores de f(z) tan cercanos
a £ como queramos (distancia ¢) correspondientes a puntos x cercanos a 4

xo (distancia §). |
Hay que tener tener muy en cuenta que el limite de una funcién estudia = |
lo que ocurre en las cercanias de un punto del dominio, sin importar si
la funcién esta definida en ese punto o no.

To+0d O TE—0O x

Veamos ahora la generalizacion de la definicion de limite a funciones vectoriales de varias variables.

Definiciéon 2.6. Limite de Funciones de Varias Variables

Sea F: ACR" - R™ ysea zg€ A 6 ¥ye€ 0A. Entonces:

lim F(Z)=¢leR™| < Ve>0 36>0 : VicA O0<|Z—-2p|| <0 |F(@ —/{|<e

T—To

La definicion es muy parecida, teniendo en cuenta que ahora el valor del limite ¢ puede ser un vector (si m > 1)
y que las distancias se miden a través de la norma euclidea®.

En este caso, al ser el conjunto de funciones de varias variables muy variado, existen diferentes interpretaciones
de la definicion, pudiendo hacer una representacion grafica en algunos casos de dimension baja.

e Funciones Escalares de dos variables (superficie)
En este caso la grafica de la funcion corresponde con una
superficie, estando el parametro (distancia) ¢ en la imagen de la
funcién y § en su dominio, como muestra la figura de la derecha.

D

X (0, %0)
y 7
e Funciones Vectoriales de dos variables (campo vectorial en 2D) / i
En este caso la grafica de la funcién corresponde con un —
campo vectorial en dos dimensiones, determinando ¢ un radio / —
de circunferencia en cuyo interior los vectores distan del limite / v 7
(vector) menos que €. / -
2 2 I s
F:R"— R

e Funciones Vectoriales de una variable (curva en 3D)
En este caso la grafica de la funcién corresponde con una
curva en 3D, estando el pardametro (distancia) 6 en el dominio
unidimensional y € en la imagen formada por una curva en el
espacio, (cada punto de la curva viene dado por un vector 3D). X

4Ver la Definiciéon 1.6, pagina 4.
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2.2. Limites en R" 17

2.2.1. Propiedades Basicas de los Limites de Funciones Escalares

Los limites de funciones escalares de varias variables siguen las mismas reglas algebraicas que los limites de
funciones de una sola variable.
Dadas dos funciones f,g: A CR" — R con &y € A, si existen los limites lim fy lim g, se cample:

f—)fo w—)fo

o lm [f+g]= lim [ + lim g

T—To I—To T—To
e lim [cf] =¢ |:J1H1 f} : ceR
T—To T—T0
e lim [fg] = [}inz f] [Jinz .q}
x 0 T—To r—xo
f lim f
o lim = =20 ; si lim ¢g#0
F—To ¢ ﬂhHﬂl g T
Tr—To
lim g
o lim [f] = {ﬁlin} f]x—mo ; osi lim f>0
T—To T—To T—To
e lim [log, f] = log, [ lim f] ; st lim f>0
f—)fo i‘—>fo f—>fo

Ejemplo 2.3. Propiedades de los limites

e lim (2®*4+y+1) = [ lim 2%+ lim g +[ lim 1 = 124+2+1=4
(z,y)—(1,2) (z,y)—(1,2) (z,y)—(1,2) (z,y)—(1,2)
. x lim T
e$y (z y)i}{lo 71) € Y e(w,y)—>(0,—1) Y
[ ] lim ? == ’ ! == :L. =
(@y)=(0,-1) gen = — 1 lim sen® _1 sen lim - - lim 1
Y (z,9)—(0,—1) Yy (z,y)—=(0,-1) Yy  (z,y)—(0,-1)
0
sen( — 1 -1

2.2.2. Limite Infinito y en el Infinito

Definicién 2.7. Limite Infinito y en el Infinito

e Sea f: ACR" - R ysea € A. Entonces:

lim f(@) =400 < VM >0 36>0 : VFI€eAd 0<||Z—2y||<d f(@)>M

lim f(¥)=-c0| < VM >0 36>0 : VFI€A 0<||Z—2|| <d f(@)<-M

e Sea F:R — R™. ysea (€ R™. Entonces:

lim F(z)=0 <= VYe>0 3K>0 : VYoa>K |F(z)—{]|<e

T—r+00

lim F(z)=0 < VYe>0 3K >0 : Vo< -K |F(z)—{]|<e

r—r—00
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18 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

Ejemplo 2.4. Limite Infinito en una Superficie

1 ey 1

im —_— = — = 400

@y—00) z24+y2 0F

A medida que nos acercamos al origen (0, 0) en cualquier direccion
el valor de la funcién crece de forma cuadratica tendiendo a
infinito.

Ejemplo 2.5. Limite en el Infinito de una Curva en 3D

I ! £ ] Zp,10 ]
J&[mm ]—[,,]
Notar que esta funcion para ¢ = 0 empieza en el punto (0,0,1) y o
cuando t — oo la funcién tiende al punto (0,1,0) por la derecha == a=d
(valores positivos de z). De igual forma ocurre cuando t — —oo
pero por el lado izquierdo (valores negativos de z).

Las propiedades algebraicas del limite son también vélidas para el caso +oo, siguiendo las siguientes reglas:
eat+toco=00 ; a—oco=-00 , (Va€R)
e 0+00=00 ; —00—00=—00 ; ‘oo—oo = Indeterminado‘
+o00 si a>0 ([Fregelied) = (Gre0) .
® q 00= . ; (+00) - (—o0) = (—00) ; ‘oo -0 = Indeterminado
—oo si a<0
(=00) - (=00) = (+00)
e L0, (VacR) 0 —0.00) , X (=00:0) = Indeterminado
— = a o — (=0- — (=00 - = 1 T111111
00 ’ ’ 0 " o0
e 0% = s oa >0 (,) @ =+ ;00 =00 ; ‘ o = Indeterminado‘
0 si a<0 6 a=—-o0
400 si a>1
o a> = 0 si -l1<ax<l1 ; ‘00 , 1= Indeterminado‘
3 si a< -1 (# Indeterminado)
Nota 2.1.

e Indeterminado : Algo que en principio, no se sabe su valor, (si lo tiene).

e No existe: Algo que no tiene ningun valor definido.

Nota 2.2.
0+oo
0= b_ _bloga
+o0 =€
oo

No son Indeterminaciones

0
+oo i
I — se demuestra a partir de: a

0

o0~
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2.2.3. Infinitésimos Equivalentes

Definicion 2.8. Infinitésimo

Se dice que una funcién escalar f: A C R" — IR tiene un infinitésimo en un punto @ € A si

lim f(#) =0

F—a

Definicion 2.9. Infinitésimo Equivalentes

equivalentes en a si:

lim f(Z) =0 —

r—a . f(ﬂ?) _ &
— llm — = 1 —> f ~ g

lim ¢(Z) =0 z>a g(Z)

T—d

Sean f,g : A C R" — R dos infinitésimos en un punto @ € A. Se dice que son infinitésimos

a los siguientes:

sene(Z) ~ e(Z) ~ arcsene() tane(Z) ~ e(¥) ~ arctane()
1 —cose(T) ~ [E(f)] In[l +&(&)] ~ &(@)
14+e@)) -1 ~ pe(2) a*@ -1 ~ g(@)Ina (a>0)

Sea €: A CR" — R un infinitésimo en un punto @ € A, entonces también son infinitésimos equivalentes en

Teorema 2.1. Limites con Infinitésimos Equivalentes

Sean f,g9,h: ACR"™ — R.Si fy g son infinitésimos equivalentes en @ € A, entonces:
e lim f(@) h(@) = lim o(z) h(3)
r—a T—a

@ g@ Cm@ . h
1 YO TE T A

—
Q

li =
* 55 W@ | iow WD)

)

8

Ejercicio 2.2. Resolver los siguientes limites aplicando infinitésimos equivalentes.

c)

1
lim 3 = lim _— = lim =|—=
()21 (I1+z—-2y)3 -1 (zy)—(21) 3(z—2y) (y—@21) 3 |3

Pedro José Hernando Oter

2 In(1 — -2
a) lim sen’(zy) b) im n(+e-y) c lim S
(2,9)—(0,0) 1 — cos(z) (my)—(1,1)  tan(z —y) (zy)—=21) (1+z—2y)3—1
2 2
a) lim sen’(xy) = lim (fy) = lim 2% = @
(z.9)—(00) 1 —cos(x)  (z9)—(00) 52 (2,5)—(0,0)
In(1 — —
b)  lim m+zr-y) _ oy TV gy, 1=[1]
(zy)—(1,1)  tan(z —y) (zy)—=(1,1) T—Yy  (zy)—(1,1)
T — 2y T —2y
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20 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

2.2.4. Calculo de Limites de Funciones de Varias Variables

Teorema 2.2. Limite de Funciones de Varias Variables

Sea F': A CR" — R™, siendo F(Z) = [f1(Z), -, fm(Z)], con f; : ACR"™ — R. Si Zy € A entonces:

lim F@)=0=[t, - ,ln] < lim fi(@ =6 ; 1<i<m
T—XTo T—To
Por tanto el calculo del limite de una funcion vectorial de varias variables F': R" — R™ con F = [f1, -, fm],

se reduce a determinar m limites de funciones escalares de varias variables f; : R™ — R.

2.2.5. CAlculo de Limites de Funciones Escalares de Varias Variables

El elemento esencial en la determinacion de limites de funciones de varias variables es el concepto de
aproximacion a un punto, expresado como T — Tg.

Formas de aproximarse a un punto en R";

e En las funciones f : R — R la sentencia =z — xq significa que x se acerca a x en las dos direcciones
posibles de la recta real®.

e En las funciones f : R?* — R la sentencia (x,y) — (z0,%o) significa que nos acercamos al punto (g, o)
siguiendo todos los infinitos caminos posibles® del plano euclideo.

e En las funciones f : R* — R la sentencia (x,y,z) — (0,0, 20) significa que nos acercamos al punto
(70,0, 20) siguiendo todos los infinitos caminos posibles del espacio euclideo”

Las siguientes figuras esquematizan los posibles caminos que existen para acercarnos a un punto en R, en R? y
en R®. Las lineas zigzagueantes representan todas las diferentes formas de los caminos posibles en cada caso.

+
Zo 4 0)
A f(z) lim  f(z,y) im  f(zy.2)

(z,y)—(z0,y0) (z,y,2)—(20,Y0,20)

El nimero de caminos para acercarse de ¥ — T en funciones f : R™ — IR aumenta considerablemente al
aumentar la dimensién n, por ello:

e Nos vamos a centrar en el estudio de distintos métodos de calculo de limites para el caso particular de
funciones f : R? — R. La mayoria de estos métodos son utiles para demostrar la inexistencia de un
limite.

e Los conceptos y métodos para la determinacion de funciones de f : R? — R son facilmente extensibles a
funciones escalares generales f : R" — R.
Limites Reiterados

Consiste en calcular el limite siguiendo caminos que son paralelos a los ejes = e y.

Si lim flz,y)=1¢ = lim (lim f(x,y)) = lim (lim f(Ty)) = £

(z,y)—(z0,y0) Y—Yo \T—Zo T—To \ Y—Yo

5Los denominados limites laterales por la derecha lim _ + f(z)y por laizquierda lim _ __ f(z).
0 0

6Estos incluyen los caminos seguidos por todo tipo de curvas: rectas, parabolas, etc.
7Ser4 una cantidad muchisimo mas elevada que los posibles caminos que existen en el caso anterior del plano euclideo.
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2.2. Limites en R" 21

Para ir de un punto cualquiera del plano euclideo (z,y) al punto (zo, yo)
podemos seguir diferentes caminos:

i (.ﬁ,y) — (x()vy) - (Z’ano) : yli—>n?}o |:xll>nzlo f(l'7y):|
o (00) = (ow) = (o)l | i f(o,0)|

Correspondientes con los denominados limites reiterados.

Si los dos limites reiterados son distintos, el limite de la funcién en ese punto no existe, sin embargo si ambos
son iguales, el limite puede existir o no, ya que solo hemos comprobado el limite siguiendo dos caminos en
concreto, de los infinitos que existen.

2

Ejercicio 2.3. Probar que no existe  lim —_—
(@y)—(0,0) 22 +y?

Calculamos los limites reiterados:

2
lim (lim 29”—> — lm 1 = 1
z—0 \y—=0 X —|—y2 z—0

22
lim ( lim SR = lim 0 = 0
y—0 \z—0 x —|—y2 y—0

Como ambos limites son distintos el limite no existe

Limites a través de Rectas

El haz de rectas que pasa por el punto (g, yo) tiene por ecuacion:
. Yo
Yy =yo + m(x — xg) ; m : pendiente
De forma que:
xl')
p p p : Independientemente
Si lim z,y) =¥ = lim lim T =/
(z,y)—(z0,Y0) f( ’y) z—=x0 | y—yo+m(z—xzo) f( 7y> del valor de m

Si el valor de los limites a través de rectas depende de la pendiente m, el limite de la funcién en ese punto
no existe, sin embargo si todos son iguales independientemente de m, el limite puede existir o no, ya que hay
otros infinitas formas de para acercarse al punto por caminos que no corresponden con rectas.

Ejercicio 2.4. Probar que no existe  lim =
(@y)—(0,0) 22 +y?

Calculamos primeramente los limites reiterados:

lim <lim &) — Lm0 = 0

z—0 \y—0 2 —|—y2 z—0

nunuul,}jlj’
lim { lim - = lim0 = 0
y—0 \z—=0 x°+y y—0

Al ser iguales, no podemos determinar si este limite existe o no.
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22 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

Calculamos entonces los limites a través de rectas:

mm2 m

. . y L B
all—r}}) <y£rn2z x2—|—y2> _;l—r{%) xz(l—l—mQ) o 1+m?2

Como el valor de este limite depende del valor de la pendiente m, dicho limite no existe

Limites a través de Parabolas

El haz de parabolas que pasa por el punto (zg, o) tiene por ecuacién:

y =yo+m(z—x0)*

De forma que:

XO
. . . . Independientemente
' (m,y)ilg:lvo,yo) fl.y) rggo (y%yoJernH(lmwo)z f@, y)) del valor de m

Al igual que en los casos anteriores, si el valor de los limites a través de pardbolas depende del valor de m,
el limite de la funcién en ese punto no existe. Sin embargo si todos son iguales independientemente de m, el
limite puede existir o no, ya que existen otros infinitas formas de para acercarse al punto.

2

Ejercicio 2.5. Probar que no existe lim %
(z,y)—(0,0) = — Yy

Calculamos primeramente los limites reiterados:

2
lim (lim &) = lim 0 = 0

x—0 \ y—0 :174 — y2 z—0
2
. . -y .
lim ( lim —— = lim 0 = 0
y—0 \ z—0 2 — y2 y—0

Al ser iguales, no podemos determinar si este limite existe o no.
Determinamos entonces los limites a través de rectas:

. . 22y _ ma3 , ma?
z—=0 \y—=>+mz = — Yy z—0 X (.T —m ) =0 ¢ —m

El valor de este limite es independiente del valor de m y por tanto tampoco podemos asegurar la existencia
del mismo. Probamos entonces los limites a través de parabolas:

. ) 22y ) ma* m
lim lim VR = lim =

r—0 \ y—m?2x zd — Yy

‘ Como el valor de este limite depende del valor de m, podemos asegurar que dicho limite no existe ‘

‘Necesitamos una forma general de especificar todas las posibles formas de acercarnos a un punto. ‘
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2.2. Limites en R" 23

Limites en Coordenadas Polares

Y Cualquier curva en el plano euclideo se puede expresar en coordenadas polares (r,6),

de forma que para encontrar el posible limite de una funcion f(z,y) en un punto
(0, Yyo) podemos hacer el cambio de variable:

T =20+ rcosl
Yy =1y + rsend

(z,y) lim flz,y) = { } = lim f(r,0)
T (w,y)—)(wo,yo) r—=0

donde r > 0 es la distancia del punto (z,y) al punto (xo,y0) y 0 € [0,27) es el dngulo que forma el vector que
une (zo,yo) con (x,y), con el eje horizontal®. De esta forma podemos simular acercarnos al punto del limite
siguiendo un camino general de cualquier forma.

El valor que se obtiene al utilizar coordenadas polares (al igual que por rectas, parabolas, etc.) es solo un
posible valor del limite de la funcion, y para confirmarlo debemos demostrarlo, por ejemplo a través del
siguiente teorema.

Teorema 2.3. Existencia del Limite en Coordenadas Polares

Sea f(x,y) = f(xo +rcosl, yo+ rsend) = f(r,0). Si se cumple:

1. Existe el lir% f(r,0) =¢ independiente del valor de 6.

r—
2. Es posible determinar una funcién g(r) tal que:  |f(r,0) —¢| < g(r) V0 €0, 2m)
3. }1_% g(r)=0

Entonces en base a la definicion de limite de una funcién escalar?, se tiene:

lim flz,y) =1

(z,y) = (0,y0)

La existencia del limite se puede demostrar si se cumplen los puntos 2 y 3 del teorema. Las coordenadas polares
nos ayudan, en determinados casos, a encontrar una funcion g(r) que verifique el teorema.

Ejercicio 2.6. En caso de existir, calcular el valor del siguiente limite:
. ya?
lim —_—
(@y)—(0,0) 22 +y?

Calculamos el limite en coordenadas polares, verificando los tres puntos del teorema anterior:

2 _ 3 0 29
1. lim % = { m:rcosz }lim 2r 0025 Sen 5~ = lim r(cos@sen29):@v0
(z,9)—(0,0) =+ y Yy = rsen =0 12 (cos” 6 + sen” 0) r—0 %z—’[ T
| N — -1,

1

2. |rcos@sen?d — 0| = |rcosfsen® ] = |r||cosOsen? | < |r| =r = g(r) =7
—_———

[0,1]
3. limr=20
r—0
Por tanto cumple los tres puntos del teorema y podemos
asegurar:

ya?

lim e
(z,y)—(0,0) 22 + 42

8Se considera un giro positivo el contrario a las agujas del reloj.
9Ver la Definiciéon 2.5, pagina 15.
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24 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

Ejercicio 2.7. En caso de existir, calcular el valor del siguiente limite:

lim LAy 2
(z,y)—(0,0) T
Calculamos el limite en coordenadas polares:
. Y x =rcost
lim Va2 +y? = =
(z,y)—(0,0) T y =rsenf
. ) . 0 0 # {n/2,3n/2}
— 2 — — )
=l Vr®tan = lin T'“‘na{ +0-00 0= {m/2,37/2}

El valor de este limite es cero en todas las direcciones excepto en la direcciéon del eje y, donde el limite no
queda determinado en forma polar. Notar que en este caso la funcion g(r) = rtand no sirve para cumplir
el teorema. Probamos a calcular el valor del limite pedido a través de una recta en la direccion del eje y,
(donde queda indeterminado):

. Y [T — i Y Jor a1 ylyl [ 400 y>0 | _
(%y)—r{l(OO)I vy gt x Yy . —o00 y<0 ?

y—0

‘ Como este limite no existe, el valor del limite pedido tampoco existe ‘

Notar que si este ultimo limite hubiera quedado indeterminado o su valor hubiera sido 0, no podriamos
decir nada sobre el valor del limite pedido de la funcion.

2.3. Continuidad en Funciones de Varias Variables

Definicion 2.10. Continuidad de Funciones de Varias Variables

Sea FF: ACR" — R™ con Zj € A. Se dice que F(Z) es continua en ¥ = &y si:

lim F(Z) = F(&))

T—To

Una funcién es continua en A C R"™ si es continua en cada punto de A.

Las siguientes funciones escalares son continuas en su dominio:

e Funciones constantes. Ej:  f(z,y)=2

e Funciones polinémicas. Ej: f(z,y,2) =222y + 2z —y23 +1
e Funciones exponenciales. Ej:  f(x,y,2) ="V~ *

e Logaritmos Ej:  f(z,y) =log(z —y)

e Seno, coseno, tangente, ... Ej:  f(z,y) = sen(z? + )

Teorema 2.4. Propiedades de las Funciones Continuas

Sean las funciones vectoriales F,G : A CR"™ — R™ y la funcion escalar h: ACR" - R.Si F,Gyh
son continuas en @ € A, entonces:

e ||F|| es continua en a.

e aF + G, F -G y hF son continuas en a, Vo, 5 € R.

1
o s continua V& € A : h(Z) # 0.
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2.3. Continuidad en Funciones de Varias Variables 25

Teorema 2.5. Composicién de Funciones Continuas

Sea F:R" - R™ y G:R™ — R .SiF es continua en a'y G es continua en F(a) entonces:

(GoF):R" - RP es continua en a

Ejercicio 2.8. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones de varias variables.

®) fley) =yt b) f(ay) = <
sen(zy) -
c) f(z,y) = Y d) F(z,y,z)= prprpet cos(zyz), vV +y+z
1 zy =0
zy? Y
SN SRENG) x, 7é 0,0 T2 .2 (I,y)#(0,0)
o seyp=] e TUTOY H fay=q Y
0 (z,y) = (0,0) 0 (z,y) = (0,0)

a) ‘ Como esta funcion es de tipo polinémico, es continua en todo R? ‘

b) Como el numerador es una composicion de funciones continuas (seno y polinomio) y el denominador
es un polinomio, ambas partes por separado son continuas en todo R?. La funcion, cociente de
ambas, sera continua en todos los puntos donde no se anula el denominador. Por tanto:

‘f(x,y) es continua en {(z,y) € R? : zy # 0} ‘

Notar que los puntos del plano donde zy = 0 son los puntos que forman el eje z, (donde y = 0), y
el eje y, (donde = = 0).

sen(zy)
zy

c) Como: limgy ;o =1 = ‘ f(x,y) es continua en R? ‘

d) La continuidad de esta funcion vectorial dependera de la continuidad de cada una de las funciones
escalares componentes.

o fi(z,y,2)= —  continua en {(z,y,2) € R® : z+y #0}.

T+y
o fo(z,y,2) = cos(xyz) =  continua en R®.

o f3(z,y,2) =T Fy+z = continuaen {(z,y,2) €R® : z+y+2+#0}.

‘F(z,y,z) es continua en R® — {(z,y,2) € R® : z+y =0} U{(z,y,2) € R?® : x+y+z:0}‘

3 2
w = lim rcos(f)sen®(0) =0 = [f(z,y)—0| <r , limr =0

. oy
lim, o, F@v) = lim r—0 70

(z,y)—(0,0) r—0 r

Por tanto: lim =0=f(0,00 = ‘ f(z,y) continua en R? ‘
(z,9)—(0,0)

f)

. . 1% cos(0) sen(f) . 5 %
(a:,y%gn(0,0) flz,y) = }g% — 2 = }gr(l) cos(f)sen(f) =P — ‘f(:r,y) continua en R* — {(0,0)} ‘
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26 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

2.4. Derivabilidad en R”

Empezamos recordando el concepto de derivada de una funcién de una tunica variable.

Definicion 2.11. Derivada de una Funcién de Una Variable

Sea f: D CR — R continua en D con xy € D. Se dice que f(z) es derivable en = x si existe y es
finito el siguiente limite:

f(x) = f(zo) lim f(zo+h) = f(zo)

T—x( T — Xg h—0 h

fx)

f(XgHh) pmmmm

En el caso de que exista la derivada de una funcién en un punto,
su valor nos da la pendiente de la recta tangente a la funcién en
dicho punto. fX) =

f(x,+h) - f(xo)

=

><________
o
O><
Y R
-0
<

2.4.1. Derivada Parcial de Funciones Escalares

Definicion 2.12. Derivada Parcial de Funciones Escalares

Sea A C R" un abierto'’ y f : A — R. Se define la derivada parcial de f(Z) con respecto a la variable
x; en el punto Ty = (71,22, ...,7,), si existe y es finito el limite!!:

of ., o oy J@) = f(@e) L fly,eemi by xn) = f(@1, e T, X))
o (70) = fou(0) = Du f(G0) = iy === = limg h -
= lim f(@+ héi) = £(&) donde e =(0,...,1,...,0)

h—0 h

of
a{Ei

es la derivada de f con respecto a la variable x;, manteniendo constante el resto de las variables.

Interpretacion Grafica

Las dos derivadas parciales en una funcion f : R* — R son:

af . fla+h,b)— f(a,b)
g0 (@0 = Jela,b) = fimy n
of fla,b+h) — f(a,b)

a_y(%b):fy(a)b):}lbl_% h

Estos valores representan las derivadas de la funcion f(z,y) en el punto (a,b) del dominio, en las direcciones
del eje = e y respectivamente, y representan las pendientes de las rectas tangentes en ese punto y segin esas
direcciones.

10Ver la Seccion 1.2, pagina, 6.

H1El simbolo utilizado para designar la derivada parcial es 9, la cual no es ninguna letra griega, (no confundir con delta, §).
Fue utilizada por primera vez en el siglo XVIII por diferentes matemaéticos. Recibe diferentes nombres, siendo los méas habituales
parcial, del o d de Jacobi.
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2.4. Derivabilidad en R" 27

Notar que que de forma general una funcién f(x,y) tiene infinitas derivadas parciales en un punto, en funcion
de la direccion elegida'?.

Definicion 2.13. Funcién Derivada Parcial

Si una funcion f : A € R™ — R es derivable con respecto a una variable z; en todo punto T € A, se
puede definir la funcién derivada parcial como aquella que a cada punto Zy le hace corresponder el
valor de fy, (Zo).

Las funciones derivadas parciales, siempre que queden perfectamente definidas'®, se pueden obtener siguiendo
las mismas reglas de derivacion de las funciones de una variable, aplicadas a la variable sobre la que se
deriva, y manteniendo constante el resto de variables.

Ejercicio 2.9. Calcular las dos funciones derivadas parciales de f(z,y) = x%y + 3.

Aplicando las reglas conocidas de derivaciéon se obtiene facilmente:

_ﬁ_ 33 . _ﬁ_ 4 2
Jo(z,y) = B = 4z°y ; fy(z,y) = oy " + 3y

Notamos que ambas funciones estan definidas para todo R2.

Ejercicio 2.10. Calcular, en caso de existir, las dos funciones derivadas parciales de la funcién:
xy?
3 3
flay)=¢ T Y

0 (z,y = (0,0)

(z,y) # (0,0)

Aplicando las reglas de derivaciéon para la funciéon en todo punto distinto del origen se tiene:

y(a® +y°) —ay*(32%) _ y(z® +y® —32%y)
(xs —|—y3)2 - (ac?’ —|—y3)2

fulz,y) = ;o (2,y) #(0,0)
_ 2ay(e® +9°) —ayPBy?)  ay(e® +y° - 3y°)
- (23 + )2 - (23 + 13)2
Notamos que ambas funciones no estan definidas en el punto (0,0) a través de una indeterminacion del
tipo 0/0. Calculamos el valor de las derivadas parciales en este punto a través de la definicion:

fy(z,y) i (z,y) #(0,0)

o fO+R0) - F0,0) gm0 0
£2(0,0) = lim h B R S L
oS00+~ f0.0) gm0 0
fu(0,0) = Jimy h e T
Por tanto:
34 43 3 31,3 3
y(z° +y° — 327y zy(z3 + y3 — 3y
( (23 + 13)2 J (z,y) # (0,0) ((x3—|—y3)2 ) (z,y) # (0,0)
fo(w,y) = ; fy(z,y) =
0 (z,y = (0,0) 0 (z,y = (0,0)

12Ver la Seccion 2.4.3, pagina 29.
13En caso de que la funcién derivada parcial quede indeterminado en un punto dado, habra que determinar su posible valor
siguiendo la definicién de derivada parcial en un punto, dada a través del limite expresado en Definicion 2.12, pagina 26.
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2.4.2. Ecuacién del Plano Tangente de f: R?> - R

AN
Recta Tangente

En las funciones f : R — R la idea de suavidad en un punto viene dada
por la existencia de una recta tangente a ese punto que aproxima a la
funcioén en las cercanias del punto.

L |

fix)=tga

%o x
De forma similar, la idea de suavidad en un punto de una funciéon f : R?> — R viene dada por la existencia de
un plano tangente, de forma que sea una buena aproximacion local a la funcién en las cercanias de ese punto
punto. Veamos las condiciones que se tienen que cumplir:

zZ
Ecuacion de un plano en R®* = 2z =c+az+ by

Las pendientes del plano a lo largo de los ejes x e y deben corresponder

con el valor de las derivadas parciales de la funciéon es ese punto:

a = fu(Zo) y b = fy(Zo). Asi, la ecuacion del plano tangente de f en

(z0,yo) sera:

= a0, 90) + 5 (20, o) (& = 20) + 5 (501 30) (¥ = 30)

En general, en funciones escalares f : R” — R se puede definir'* un hiperplano de dimensién n que es el que
mejor aproxima a la funcién en las cercanias de un punto £y = (zo1, - ,Zon) ¥y que tiene por ecuacion:

‘ Tpt1 = f(Z0) + fa, (To) (@1 — o1) + -+ + fu, (To)(Tn — Ton) ‘

Las condiciones de existencia del (hiper) plano tangente a una funcion escalar en un punto se estudiaran en la
Seccion 2.5, pagina 35, a través del importante concepto de diferenciacion.

Ejercicio 2.11. Determinar la ecuaciéon del plano tangente de la siguiente funcion en el punto (—1,1).

_x+y2
f(mvy)_ 1—3?:1/

Empezamos determinando las derivadas parciales de la funcion y las evaluamos en el punto (—1,1):

1- § 1+ 2 1
2y(1 - 2 2y — zy? + 22 4
fylz,y) = y( g?;£g+y)zhfi£f — =t

Teniendo en cuenta que f(—1,1) = 0, la ecuacion del plano tangente en este punto es:

2= (LD + (-1 = (D)4 fy(-L 1) -1 =0+ 2+ 1) +y-1

LIy
z=—=+—
9T ™Y

14En caso de que exista.
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2.4. Derivabilidad en R" 29

2.4.3. Derivadas Direccionales

Como hemos visto, las derivadas parciales se calculan siguiendo las direcciones de los ejes de las variables
independientes. De forma general se puede calcular una derivada con respecto a cualquier variable siguiendo
una direccion arbitraria, dando lugar al concepto de derivada direccional.

Definicion 2.14. Derivada Direccional

Sea f: A CR"” — IR, con A abierto. Se llama derivada de f en Ty € A a lo largo del vector no nulo
v € R™, si existe y es finito el limite:

Of -\ _ i (@ + hE) — f(R0)
a——( )—va(x())_fv(xo)—}bg% 5
Si ||7]] = 1 se denomina derivada direccional con respecto al vector o.

Si ¥ es alguno de los vectores de la base canoénica [€1, €a, . . . €,], por ejemplo €;, la derivada direccional coincide
con la derivada parcial con respecto a la variable i-ésima.

Interpretacién Grafica

En el caso de funciones f : R?> — R, podemos interpretar la derivada z
direccional fz(Zy) como el valor de la pendiente de la recta tangente
a la funcion en el punto %, siguiendo la direccién dada por el vector

- N p(m fo — U=[10]
Dsf = f5 = lim 0T = (@) fy = 7=10,1]
h—0 h fﬁ I [’Uz,'Uy]

Notar que si el vector ¥/ coincide con las direcciones de los ejes, el valor
de la derivada direccional coincide con la correspondiente derivada X
parcial.

Ejercicio 2.12. Determinar el valor de la derivada direccional de la siguiente funcion en el punto (—1,1)
en la direccién del vector v = [2, —1].

flz,y) =

Primeramente normalizamos el vector:
1

17] =22+ (-1)2=V56 = o7=-—=[2,—1]

Ahora aplicamos la definicién de la derivada direccional en un punto:

ot

—1,1]+ &2, -1 -1,1 fl=14+2 1 1) f(-1,1)
oty o TR R ALY (-1+2 1- &) )
h—0 h h—0 h
71+2h+(17f) —-0
: 3 _ L
= lim () 0o) lim Y Bl V5___ _ Jim h -
h—0 h R0 h[l—( 14_\[_1_\2%_%)} h—0 5h( f+2h2)

= lim h :@

h—0 2h2
5( At )
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30 TEMA 2: Funciones de Varias Variables

2.4.4. Derivada Parcial de Funciones Vectoriales. Matriz Jacobiana y Jacobiano

Matriz Jacobiana y Jacobiano

Definicion 2.15. Matriz Jacobiana

Sea A C R" un abierto y F : A — R™. Las derivadas parciales de F(Z) = [f1(Z), ", fm(Z)]

con respecto a cada variable z; en un punto o = (219, Z20,.-.,Tno), se calculan sobre cada una
de las componentes de la funcién f1, --- f,,, y se disponen en forma matricial denominada matriz
jacobiana®’:
O0r; Oxo oz,
O(fy .- ox Ox Oxp,
DF(f)Z (f17 7fm) _ 1 2
8(:Ela : ) xn)
Ofm  Ofm Ofm
L Ox1  Oxo or, |

Definicion 2.16. Jacobiano
16

El determinante de la matriz jacobiana de una matriz F' : R" — IR™ recibe el nombre de jacobiano'®.

Jp(8) = |DF(@)| = \

Ejercicio 2.13. Calcular las derivadas parciales, la matriz jacobiana y el jacobiano de la siguiente funcion
F:R®>— R
F(z,y) = [fi(z.y), fo(z,y)] = [z + 3y , log(z® +y)]

on | . [eh_,l . [eh_ 2| . [oh_ %

oxr ’ oy 4 ' or 224y ' oy a2+y
1 2y

a(f1, f 1—4xy

D@y =Zetd | . Jele.) = IDF@y) =
24y x2+y

Ejercicio 2.14. Calcular la matriz jacobiana de la siguiente funciéon vectorial:

F(x,y) = [:L’e””ryz, sen(x — y)]

ox Oy (x4 1)e” Y 2zye” Y
92 Of cos(z —y)  —cos(z —y)
dr Oy

15En honor al matematico Prusiano (ahora Alemania) Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851). Notar que en algunos textos se
define la matriz jacobiana como la inversa de la dada aqui.

16La nomenclatura utilizada para denotar la matriz jacobiana y el jacobiano es variada y a veces confusa. En este texto se utilizara
la letra jota maytuscula J para definir el jacobiano, es decir el determinante de la matriz jacobiana.
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2.4.5. Vector Gradiente
17

Una forma alternativa de expresar la matriz jacobiana de una funcién de varias variables es de la forma ' ":

7] 0 7

Bz o (@) V(@)
DF (&) = : =

Ofm (-~ Ofm

3—x1($0) e a—xn(xO) V fn (T0)

donde cada uno de los vectores fila de la matriz jacobiana se denominan vector gradiente de la funcion escalar

fi, y vienen dados por:

ai 81 ai
Vfi = grad(f;) = [83]:1 , 852 e 89{;]

En las funciones escalares f : IR"™ — R la matriz jacobiana coincide con el vector gradiente de la funcion:

TR TR

Z:f($1,$27"'$n> — Df(.’f): |:6_:p17 8_11,‘27 coo g 67

Ejercicio 2.15. Calcular la matriz jacobiana y el vector gradiente de la funciéon escalar:

f(z,y,x) = 2yz

En este caso, al ser una funcién escalar, la matriz jacobiana y el gradiente coinciden:

Df = Vf = fas fy, 2] = lyz, 32,3

Gradiente y Derivadas Direccionales

Teorema 2.6. Existencia de la Derivada Direccional

Si f: AcCR"— R es diferenciable'®, entonces todas las derivadas direccionales existen y pueden
determinarse a través del gradiente de la funcion de la siguiente forma:

Des(@) = D105 = Vi@ -7= s Ly s 2L,

donde 7 € R" , ||7]| = 1.

Ejercicio 2.16. Calcular la derivada direccional de la siguiente funcioén en el punto (1, 0,0), siguiendo la
direccion dada por el vector ¥ = [1,1,1].

Primeramente normalizamos el vector:

1
Tl=v12+124+412=V3 =— o=-—2[1,1,1
[19]] \/g[ ]

17El simbolo V se denomina nabla o del y corresponde con la letra griega delta maytiscula A invertida.
18Ver la Seccion 2.5, pagina 35.
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Por otra parte:
Vf=[2ve ¥, —a?ze ¥  —2?ye ¥?] = V[f(1,0,0) = (2,0,0)

Por tanto:

Daf(1,0,0) = VF(1,0,0) - # = [2,0,0] - ——[1,1,1] =

w
[\
=

2.4.6. Significado Geométrico del Gradiente

Teorema 2.7. Significado Geométrico del Gradiente

Si Vf(z) # 0, el vector V f(z) apunta en la direccion a lo largo
de la cual f crece mas rapido.

Demostraciéon 2.7.

Dado un punto &, vamos a calcular cual es la direcciéon de méximo crecimiento de la funcién en ese
punto. La direcciéon de méximo crecimiento sera aquella en la cual la derivada direccional sea maxima.
Sean v un vector unitario, entonces:

Dyf(Zo) = Vf(Zo) 0= [Vf(Zo)ll |U]| cosb =V f(Zo)| cost

Donde 8 es el d4ngulo que forman los vectores V f(Zy) y ¢. Para que este valor sea maximo, § = 0, y por
tanto V f(zg) y ¥ son paralelos.

e El vector gradiente tiene una dimension menos que la grafica de la funcion.

e Si Vf(Zp) =0 la derivada direccional en cualquier direccion es cero.

e La direccién de minimo crecimiento, (maximo decrecimiento), es —V f(Zp).

Ejercicio 2.17. Determinar la direccién de méximo crecimiento y maximo decrecimiento de la siguiente
funcion desde el punto (0, 1).

fla,y) =2 -y

_ _ Vf(0,1) =1[0,—2] direccion de maximo crecimiento
Vi) = Qe -2y) = { —V£(0,1) =1[0,2] direcciéon de méximo decrecimiento

Teorema 2.8. Relacion entre el Gradiente y los Conjuntos de Nivel

Sea f: A C R" — R. Si existe Vf(Z), este vector es normal (perpendicular) al conjunto de nivel'?
que pasa por ITy.

19Ver la Seccién 2.1.3, pagina 14.
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Demostracion 2.8.

Vamos a verlo en funciones f : R" — R, para n = {2,3}.

Caso: f:R? - R

f(z,y) = c es una curva de nivel en el espacio R3, para determinados valores de ¢ constante.
La curva de nivel puede definirse de forma paramétrica en R?® como:

2 = @)
st)=9 v = y()
z = z(t) = flz(t), y(t)]

Al ser s(t) una curva de nivel debe verificar la ecuacion:
fls(@®)] = flz(t),y(t)] = c. Derivando entonces con respecto
al parametro t, (a través de la Regla de la Cadena), se tiene:

dffs(t)] _ de

de ds(t)
dt  dt

Vfv=0; donde: v= 7 = [x/(t)7yl(t)]

El vector ¥ es tangente a cada punto de la curva de nivel y
como hemos visto el vector gradiente es perpendicular a él,
como queriamos demostrar.

Las curvas de nivel y los vectores gradientes son familias de curvas ortogonales.

Caso: f:R® = R

f(z,y,z) = c es una superficie de nivel en el espacio R3.

x = x(t)
Dada una curva en R? en forma paramétrica : hsu  s(t) =< y = y(t)
z = z(t)

Si s(t) esta contenida en la superficie de nivel debe verificar
la ecuacion:

Derivando con respecto al parametro t (a través de la Regla
de la Cadena) :

dffs(t)] _ de

de ds(t)
dt  dt

viT=0 5 7= = [(0),y/ (1), )

Por tanto, los vectores Vf y ¥ son perpendiculares, como

queriamos demostrar.
De forma analoga se puede demostrar para cualquier conjunto de nivel de una funcién f : R™ — R.
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Ejercicio 2.18. Dada la siguiente funcion definida en el dominio D:
fl@y) = (1 —a%)seny D = [0,1] x [0,]

a) Determinar la direccién ¥ = [vg,v,] en la cual tenemos que movernos en cada punto (x,y) para
alcanzar el maximo de f tan rapido como sea posible.

b) Determinar la direccion a lo largo de la cual el valor de f no cambia.

a) Como establece el Teorema 2.7, pagina 32, la funcion f(x,y) crece mas rapidamente en la direccion
de su vector gradiente, por tanto la direccion pedida ¢ en cada punto (z,y) del dominio D viene
dada por:

‘17: Vf=[-2xseny, (1 —x2)cosy]‘

b) Las curvas de nivel?’ de f(z,y) son los conjuntos de puntos (x,y) donde la funcién tiene un valor
constante, por tanto en este apartado nos estdn pidiendo la direcciéon de la curva de nivel en cada
punto z,y) del dominio. Esta direccion corresponde a la dada por el vector tangente a la curva de
nivel en cada punto.

El Teorema 2.8, pagina 32, establece que el vector gradiente de la funcién en un punto siempre es
perpendicular a las curvas de nivel, por tanto la direccion ¢ pedida en este caso debe verificar:

v-Vf=0 = ‘6:[(1—x2)cosy, 2xseny]‘

Notar que para su calculo ha bastado intercambiar las componentes del vector gradiente y cambiar
el signo a una de ellas.

Teorema 2.9. Plano Tangente a una Superficie de Nivel

Sea f : A € R® - R y sea una superficie de nivel S definida por f (z,y,2) = ¢, con ¢ constante. El

plano tangente de S en un punto (o, yo, 20) de la superficie de nivel esta definido por la ecuacion®!:

Vi (@0,90, 20) - [(x — 20), (y — 30), (= — 20)] = 0]

Ejercicio 2.19. Calcular la ecuacion del plano tangente en el punto (1, 1,1) de la superficie definida por:
Szy+22=4

Definimos primeramente una funcion f(z,y,z) a través de la ecuacion dada y calculamos el valor del
gradiente de la funcion en el punto (1,1,1):

3zy+22—4=0 = f(z,y,2)=3zy+22—4 ; Vf=[3y32z22 ; Vf1,1,1)=][332
Por tanto, la ecuacion del plano tangente a la superficie en este punto es :

V(2o 90, 20) - (2 = x0), (y = 40), (2 = 20)] = [3,3,2] - [ =Ly =Lz = 1] =3(z - 1) +3(y - 1) +2(2 = 1) = 0

|3z +3y+22 =8|

20Ver la Seccion 2.1.3, pagina 14.
21Corresponde con la ecuacién normal de un plano en R3.
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2.5. Diferenciacién
En funciones f: R — R se sabe de forma intuitiva que:
e Una funciéon es continua si no tiene grietas en su grafica.

e Una funcién es derivable si es ademas de continua es suave, sin esquinas ni picos.

Pico

. . . . . Esquina
En funciones de varias variables la continuidad y

derivabilidad tienen un comportamiento similar, sin
embargo, la existencia de derivadas parciales no
asegura la suavidad en un punto.

Funcion Suave Problemas de suavidad

Ejemplo 2.6. Suavidad de las Funciones de Varias Variables

La funcion f(z,y) = ¢Zy es continua en todo R? y ademés sus derivadas parciales existen en todos los
puntos, incluido el origen (0, 0).

of 1 21 Of . fO+h,0)— 0,00 . 0xhs—0
*or 3V Y 81‘(0’0)71?310 h 7}?3%) h =0
of 1 s Of . f(0,04+h)—f(0,0) . 0%xhs—0
*ay "3V T 5,00 =lim I =pm =0

A pesar de todo ello la funcion no es suave en (0,0), presentando una especie de
esquina en ese punto, como muestra la siguiente grafica.

La explicacién estd en que las derivadas direccionales de la funcién en el punto
(0,0) no varfan de forma suave, es decir, no estan todas contenidas en un dnico
plano, que corresponderia con el plano tangente a la funcién en dicho punto.

2.5.1. Diferenciacién en f:R?> -+ R

Recordamos que una funcién f: R — R es derivable en un punto xq si existe y es finito el siguiente limite:

f/(xo) — lim f(.T) - f(SC()) — lim f($) - f(IO) _ f’(iﬂo) =0
T—xT0 T — X T—To T — X
e f(@) = f(@o) — f'(wo)(z — 20) -0
T—T0 T — Xg

Es decir, existe una recta tangente y = f(x0) + f'(x0)(z — z¢) que mejor aproxima a la funcion cerca de xg.
Vamos a generalizar este concepto a funciones f : R? — R.

Diferenciaciéon en f: R*> - R

Definicion 2.17.

Se dice que una funcién f : R?> — R es diferenciable en un punto (20,90) si existen las derivadas
parciales £, (z0,30) ¥ £, (w0, y0), ¥ ademés:

f(z,y) — f(xo,y0) — fu(o,yo)(@ — x0) — fy(xo,y0) (¥ — vo)

lim =0
(2,y)— (0,y0) (2, y) — (%0, yo)ll

El plano tangente a una funcién en punto existe si y solo si la funcion es diferenciable en ese punto.
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Ejercicio 2.20. Calcular, en caso de existir, la ecuacion del plano tangente de la funcién:
fl@,y) =2 +y° + e
en el punto (1,0).
Calculamos primero las derivadas parciales de la funcion:
%z?x—kyewy ; % = 3y? + ze™V

Entonces determinamos si es diferenciable en el punto (1,0).

flz,y) = f(1,0) = f+(1,0)(x = 1) = £, (1,0)(y — wo)

lim =

(2.9)=(1.0) Iz, y) — (1,0)]]

— fim $2+y3+ezy—2—2(96—1)—1(1/—0)_{x = 1+rcosf
(2,y)—(1,0) V(e =12+ (y—0)? y = rsenf

. (1 +7cosf)? + (rsen)? 4 er(itreosO)send 9 _ 9(1 4 rcosf —1) — rsend

= [1m =

r—0 V(L +7cosf —1)2 + (rsenf)?
. (1+rcosf)? +r3sen’ 4 er(Itrcosb)sentd 9 9pcosf —rsend 0/0

= 111m =
r—0 T big

= 1in(1) 2(1 + 7 cos ) cos 0 4 3r2 sen® § + er(IFreost)send (1 4 4 cos ) send — 2 cos § — sen § =
r—

=2cosf +senf —2cosf —senf =0

Por tanto, la funcion si es diferenciable en (1,0) y por tanto existe la ecuacion del plano tangente en ese
punto, siendo su ecuacién:

2= JLO) + fo(1,0)(x — 1) + £,(10)(y — 0) = 2+ 2(x — 1) + 1(y) =

2.5.2. Diferenciacién en F : R" - R™

Vamos a generalizar el concepto de diferenciacion a funciones vectoriales de varias variables F : R" — R™.
Para entender el proceso de generalizacion vamos a expresar la diferenciacion en funciones escalares f : R* — R
visto en la Seccién 2.5.1, pagina 35, de forma mas apropiada. La matriz Jacobiana®? de f viene dada por:

of

Df(xo,y0) = [ax(ffo,yo)a g;(xo,yo)}

La ecuacion del plano tangente®® se puede expresar entonces como?*:
T—x
z= f(z0,y0) + Df(z0,y0) [ _ 0 ]
Y=Y
y la condicion de diferenciabilidad®® se puede expresar entonces como:

Fa3) = ansm) = D) | 770 |

=0

lim
(2,y)— (x0,y0) (@, y) — (%0, yo)l

En base a esto vamos a generalizar el concepto de diferenciabilidad a funciones vectoriales.

22Ver la Definicién 2.15, pagina 30.

23Ver la Seccion 2.4.2, pagina 28.

24Notar que en este caso la matriz jacobiana es un vector fila mientras que el vector [z — xo,y — yo] esta dispuesto en forma de
columna, de forma que definen un producto matricial de ambos vectores (matrices).

25Ver la Definiciéon 2.17, pagina 35.
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Definicion 2.18. Diferenciaciéon en f: R" — R™
Sea A C R" abiertoy F : A ¢ R™ — R™. Se dice que F es diferenciable en ¥y € A si existen las
derivadas parciales de F' en ¥y y ademas:
i IF@ = F(@) = DF@)@ =)l _
F—io |Z — Zo||
Donde:
f1(Z) f1(Zo) Z1 — Zoi
F(Z) = : ; F(Zo) = : ; T— o= :
fm(f) fm(fo) Ty — Ton
[ Ofi,., 9fi, - oft o\ ]
9oy 20 g, (@) Bz, )
O e s O fa -,
= a_(%) 8_( 0) 8_( 0)
DF (%) = T T2 g
afm — afm — afm —
L Oz (7o) Oxo (%o) oz, (o) |
Estudiar la diferenciabilidad de una funcién vectorial de varias variables a través de la definicién anterior suele
ser bastante complicado®®. Por ello, desde un punto de vista practico se suele utilizar el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Diferenciabilidad en Funciones Vectoriales

Una funcion vectorial F(z1,- -+ ,2,) = [f1, -+ , fm] es diferenciable en un punto # si y solo si cada una
de las funciones componentes f; es diferenciable en ese punto.

Ejercicio 2.21. Estudiar la diferenciabilidad de la siguiente funcion F : R®* — R? :

F(z,y,2) = [w2+yz, VZty+z, %}

Analizamos la diferenciabilidad cada una de las tres componentes de la funcién vectorial:
e 22 + yz es una funcién de tipo polinémica por tanto diferenciable en todo punto de R>.
e /T Ty T z es diferenciable para R* — {(z,,2) : x +y + 2z < 0}.
e y/xz es diferenciable para R* — {(z,y,2) : zz = 0}.

Por tanto:

‘F es diferenciable en R® — {(z,y,2) 1z +y+ 2 <0} U {(z,y,2) : 2z = 0} ‘

26Ver el Ejercicio 2.22, pagina 38.
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tiene que cumplir:

TEMA 2: Funciones de Varias Variables

Ejercicio 2.22. Estudiar la diferenciabilidad de la siguiente funcion vectorial en el punto (1, 2), utilizando
para ello la definicién de diferenciabilidad.

F(IL’,y) = [1 +IE, Y, xy]

Notar que aplicando el Teorema 2.10 se demuestra facilmente que F'(x,y) es diferenciable en todo R?, pero
el ejercicio pide demostrarlo a través de la definicion, por tanto, segun la definicion de diferenciabilidad se

Hp(z,y) ~ F(1,2) - DF(1,2) [ i:; }

|,

(zy — 22—y + 2)?

(@.9)—(1.2) Iz =1, y =2
donde:
1+ 2
F(z,y) = —y ;o F(1,2)=| -2
Ty 2
fiz 1, 10 1 0
DF(J,‘,y): sz f2y = 0 -1 ; DF(LQ): 0 -1
fi’m f3y Yy 2 1
Por tanto:
1+ 2 1 0 o1 z—1 x—1
-y |- -2|-10 -1 { _2] 2—-y | — 2—-y
. Ty 2 2 1 |LY _ Ty —2 2 +y—4
lim = lim
(z,9)—(1,2) Vi =12+ (y—2)2 (z,9)—(1,2) V@ —1)2+ (y-2)72
0
0
. xy—2x—y+2 ) V(vy — 2z —y +2)? ) (xy — 2z —y + 2)2
= lim = lim — lim 5 5
@y—=012) z—1)2+(y—2)2 (@-02) /(o 1)2+ (y - 2)2 @y—12) (r—1)2+(y—2)

Resolvemos la indeterminacion 0/0 del limite, y para ello podemos hacer el cambio de variable a polares:
x=14+rcosf ey=2+rsenb.

[(1+7cosf)(2+ rsend) — 2rcos® — rsend — 2]

lim
r—0

0/0 ..
=  lim
H r—0

Por tanto:

Clases de Céleulo Il

li = li =
(ac,y)1—>rn(1,2) (x—1)2+ (y—2)? o0 r2
<1, (1+rcos9)(2+rsen9)2rcos¢9rsen02>2
= | lim
r—0 r

Resolviendo el limite del interior de la potencia:

(147cos0)(2+rsend) —2rcosf —rsent) —2 0/0
H

r

[(2+ rsenf)cosf + (1+rcosh)send — 2cosf — senf] =0

‘ Esta funcion es diferenciable en el punto (1, 2) ‘
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2.5.3. Relacién entre Derivabilidad, Diferenciabilidad y Continuidad

e En funciones de una variable, si f(z) es derivable implica que es continua.

e En funciones de varias variables, el hecho de que existan las derivadas parciales no implica
diferenciabilidad y tampoco implica continuidad de la funcién.

Ejercicio 2.23. Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la siguiente funcion:

|1 si x=0 06 y=0
f=,y) _{ 0 en otro caso

af L f(0+h,0) — £(0,0) _ z
* 5: 00 =im h =0

of . f(0,0+h)— f(0,0) /
* 5,00 =im h =0

Las derivadas parciales en el origen existen, sin embargo no existe el limite de la funcién cuando
(z,y) — (0,0) ya que en las direcciones de los ejes = e y vale 1 y por otro camino vale 0. Por tanto
esta funciéon no es continua en (0,0) y por tanto tampoco puede ser diferenciable en el origen.

Teorema 2.11. Diferenciabilidad y Continuidad

Sea F': A C R" — IR™ diferenciable en Ty € A = F' es continua en Z.

La determinacion de la diferenciabilidad de una funcion es fundamental, pero puede llegar a ser complicado
su calculo a partir de la definicion®?, por ello es necesario utilizar un método alternativo mas ttil.

Teorema 2.12. Condicién Suficiente de Diferenciabilidad

Sea F : AC R" — R™ con F(Z) = [fi(Z),- -, fm(Z)]. Si existen todas la derivadas parciales de todas
las funciones componente f;() y son continuas®® en F, € A, entonces F es diferenciable en Zj.

Notar que es solo una condicion suficiente, de forma que:
e Si una funcién cumple la condicién en un punto, seré diferenciable en ese punto.

e Si no cumple las hipétesis del teorema, no podemos saber si es diferenciable o no en un punto?”.

Derivadas Parciales Continuas = Diferenciable —> Existen las derivadas parciales

Las afirmaciones reciprocas no tienen porqué ser ciertas.

Ejercicio 2.24. Estudiar la diferenciabilidad de la siguiente funcion:

f(z,y,2) = e
Calculamos las tres derivadas parciales: o1 =e* or =0 ; or = xe?
ox y 0z

Como todas existen y son continuas en R?, la funcion es diferenciable en R3.

27Ver la Definiciéon 2.18, pagina 37.

28Fste tipo de funciones vectoriales F(&) se dice que son de clase C' en #p. Ver la definicién para funciones escalares en la
Definiciéon 2.20, pagina 48.

29Naturalmente si alguna derivada parcial no existe la funcién no puede ser diferenciable en ese punto, pero si existen todas las
derivadas parciales y alguna de ellas no es continua en un punto, este teorema no decide sobre la diferenciabilidad en dicho punto.
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Propiedades de la Diferenciabilidad y Derivabilidad

Una funcion es diferenciable en A C R" si es diferenciable en cada punto de A.

Las siguientes funciones escalares son diferenciables en su dominio:

e Funciones constantes. Ej:  f(z,y) =2

e Funciones polinémicas. Ej: f(z,v,2) =2x%y+2z —y23 +1
e Funciones exponenciales. Ej:  f(z,y,2z) ="V~ *

e Logaritmos Ej:  f(z,y) =log(z —y)

e Seno, coseno, tangente, . .. Ej:  f(z,y) = sen(z? + y)

Sean F: ACR" > R™ y G: ACR" — R™ diferenciables en Z,. Entonces:

1. H(Z) = cF(Z) es diferenciable en 7y vy ‘DH(.fo) = cDF (&) ‘ ;7 ceR

2. H(Z) = F(Z) + G(Z) es diferenciable en Z, y ‘ DH(Zy) = DF(%y) + DG(Zy) ‘

h(#) = f(Z) g(7) es diferenciable en @y y | Dh(%) = g(¥o) Df () + f(&) Dg() |

>

—

B
~
—~
8

) = es diferenciable en 7y y | Dh(#)) =

Ejercicio 2.25. Verificar la propiedad 4 anterior con las funciones:
flxy,2) =a® +y° +7° ; g(z,y,2) =2® +1

2 2 2

g(z,y,z)  a2+1

20(1—y% —22) 2y 2z
(z24+1)2 T224+1722+1

e Por derivacion directa: Dh(z,y, z) = (hg, hy, h.) = [

e Por la propiedad 4.:

gDf — fDg (2% +1)[2z,2y,22] — (2 + y* + 2?)[22,0, 0]

20(1 —y% —2%) 2y 2z
(x2+1)2 "22+1722+1

Resumen: Diferenciabilidad en Funciones Escalares

Para que una funcion sea diferenciable en un punto es necesario que antes se cumplan una serie de condiciones

que se muestran en la siguiente tabla.

Diferenciabilidad | «— Todas las derivadas direccionales en el pto estan contenidas en un (hiper)plano
Derivabilidad <— Existen todas las derivadas direccionales en el pto
Continuidad <— El limite coincide con el valor de la funcion en el pto
Existencia <— Existe el valor de la funcion en un pto (esta definida y pertenece al dominio)
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Ejercicio 2.26. Dada la funcion,

yr? —
T2 .2 (z,y) # (0,0)
f(x,y) = TEtY
0 (z,y) = (0,0)

a) Estudiar la continuidad de la funcién.

c) Estudiar la diferenciabilidad de f.

Como la funcién es de tipo racional, es continua, derivable y diferenciable para todo punto que no
anule el denominador, que ocurre en el orgien: x = y = 0. Analizamos entonces la continuidad de la
funcion en el origen, utilizando para ello coordenadas polares:

yx? — g3 r3 sen(0)[cos?(0) — sen?(0)]

1. — . — 1' =
(2> (0.0) fzy) () (00) 224 y2 | 10 72

)
b) Estudiar la continuidad de las derivadas parciales de f.
)
a)

= Th_r)r}) rsen(6)[cos?(A) — sen?(0)] = 0

[_171]

Si definimos g(r) = r, entonces se cumplen las tres condiciones del Teorema 2.3, pagina 23 y por
tanto podemos asegurar que dicho limite es 0. Por tanto:

lim  f(z,y) =0= f(0,0) == f(z,y) es continua en (0,0)
(z,)—(0,0)

Y finalmente:

‘ La funcion f(z,y) en continua en R? ‘

b) Primeramente determinamos las funciones derivadas parciales:

2 2\ _ 2 _ .2 3
foleny) = 2zy(z +(Z 2)+ ;/2(; y*)2e _ (m24j—yy2)2 (z,y) % (0,0)
fyay) = E 3 )yt g2y 2t oyt Ay W(z.y) % (0.0)

(m2 +y2)2 - (x2 +y2)2
Como estas funciones no estan definidas en el origen, tenemos que determinar su valor a través de
la definicion de derivada parcial en un punto (ver la Definicion 2.12, pagina 26):

10,0 = iy HORGEIOD i 850 o
10,0 = i LOCERZIOD gy FEZ0 iy 2

Por tanto:

o L i) #0.0 . LU )£ 00)
0 (z,y) = (0,0) -1 (z,y) = (0,0)

Analizamos la continuidad de ambas funciones:

o fu(z,y)

B ) dzy® . drtcos(f)sen®(0) 30y
o) = (Moo @rpp ~1 T A0 =

lim
(w,y)—)(o,o)

‘ Por tanto la funcion f,(z,y) es continua VIR* — {(0,0)} ‘
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L4 fy (:E, y)
im ()= lm ot —yt — 4a?y? ~ lim r*[cos* () — sen*(0) — 4 cos?(6) sen?(6)] _
(2,y)—(0,0) * ¥ (2,9)=0,0) (22 + y?)2 70 ré

= lim cos?() — sen?(#) — 4 cos®(0) sen?(0) = 7

r—0

Por tanto la funcion f,(,y) es continua VIR? — {(0,0)}

¢) Como hemos visto en el apartado a) la funcion es claramente diferenciable en todo punto del plano
euclideo distinto del origen, por tanto tenemos que estudiar la diferenciabilidad en el punto (0, 0).

Como las funciones derivadas parciales de f(z,y) existen pero no son continuas®’ en (0,0), no
podemos aplicar el Teorema 2.12, pagina 39 para confirmar la diferenciabilidad de la funciéon en el
origen®'.

Por tanto, no queda mas remedio que determinar la diferenciacion de la funcion f(z,y) en el origen
a través de la definicion de diferenciabilidad®?. Para ello tenemos que determinar que se cumple:

f(z,y) = f(wo,20) — fu(z0,90)(x — 20) — fy(0,90)(y — Yo)

lim =0
(z,y)—(x0,y0) H('L y) - (xOv yO)H
Calculamos dicho limite en nuestro caso:
2 3 2 3
yr- —y yrs —y
W—O—O(m—o)—(—l)(y—o) W‘Fy
(z,y) —(z0,90) [[(x,y) — (0,0)] (x.y) = (zoy0) /a2 + 92
2y 2

— lim e
(zy) —(zowo) (@2 + y?)3/2

Utilizamos coordenadas polares para resolver dicho limite:

2r3 sen() cos?(0) .. 9
lim OEE = }13% 2sen(f) cos®(0) = P

Como este limite no es cero, la funcién no es diferenciable en el origen y por tanto:

La funcion f(x,y) es diferenciable VIR* — {(0,0)} ‘

Si representamos graficamente la funcién, vemos
que es continua en el origen pero presenta una
serie de ondulaciones en torno a él, de forma que
no existe el plano tangente a la funcion en en ese
punto*?, y por tanto la funcién no es diferenciable
en el origen.

1.0 -1.0

30Bastaria con que una de ellas no fuera continua en un punto.

31Como el teorema da condiciones suficientes de diferenciabilidad, si no se cumple el teorema no podemos afirmar nada sobre la
misma.

32Ver la Definiciéon 2.17, pagina 35.

33El conjunto de las rectas tangentes a la funcién en el punto (0,0) no estan contenidas en un tnico plano, ya que forma una
especie de tiovivo.
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2.6. Regla de la Cadena

2.6.1. Regla de la Cadena en Funciones Escalares de Una Variable

Recordamos la regla de la cadena en funciones escalares de una variable, f : R — R, que explica el mecanismo
de derivacion de las funciones compuestas:

h(z) = (f o g)(z) = flg(x)]

Dada dos funciones f,g : R — R de forma que g(z) es derivable en x = a y f(x) es derivable en = g(a),
entonces:

(fog) =Fly@)] g0

Este proceso de derivacion, consistente en el producto de derivadas de las funciones externas por las derivadas
de las funciones internas, se puede extender a composiciones de tres o mas funciones.

Ejercicio 2.27. Determinar el valor de la derivada de la siguiente funcioén.
f(z) = sen[In(z® + 1)]?

Esta funcion se puede considerar una composicion de cuatro funciones:

a(r) =senz
o —  f(@)=(aobocod))
dz)=2%+1

Aplicando la regla de la cadena se tiene:

F(z) = ' {b(cld(@)]) 10 {c[d(2)]}¢ [d(@)]d (z) = cos[In(z® + 1)]?2In(z® + 1) 322

z® +1

2.6.2. Regla de la Cadena en Funciones de Varias Variables

Vamos a extender el concepto de la regla de la cadena a funciones vectoriales de varias variables, a través del
siguiente teorema.

Teorema 2.13. Regla de la Cadena

Sean A C R™ y B C R™ abiertos, y sean G: A C R" - R"™ y F: B C R™ — R? de tal forma que
(F o G) esta definida. Si G es diferenciable en Ty € Ay F es diferenciable en G(Z), entonces (F o G)
es diferenciable en Ty, y:

| D(F o G)(&) = DF[G(&)] DG(o)

e Notar que de forma general el producto DF[G(Zy)] DG(Zo) corresponde con un producto matricial.

e De igual forma que en el caso de funciones de una sola variable, el proceso de la regla de la cadena se
puede extender a composiciones de tres o mas funciones®?.

Ejemplo 2.7. Ejemplos de aplicaciéon de la regla de la cadena

Sean funciones de varias variables f,g,F y G diferenciables en sus dominios.

34Las funciones compuestas deben cumplir las apropiadas reglas de la composicion de funciones de varias variables para que estén
bien definidas, es decir que la imagen de la funciéon mas interna esté contenida en el dominio de la funcién més externa.
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dh _ d(foG)
dt — dt

Dh(t) =

_ _ _|9f of of
_D(foG)_VfDG—[ax, 5y 8z}

TEMA 2: Funciones de Varias Variables

dt
dy of dx of dy of dz

dt dz dt  dy dt = 0z dt

dz

dt

Clases de Céleulo Il

"1 fR*>R f=flu,v,w)
[ My 2) = (FoG)(yy.2) = [G(,y, 2)] = flu(z,y, 2), v(z,y, 2), wiz,y, )]
h:R® =R
Jdr 0Oy Oz
, _[on on on) O Al N TR
Dh(a,y.2) = Vhia,p.2) = 5. 50 5 = Do Gy = vypG = | GLSL DL 20 20 2
Ow Ow Ow
| Oz Oy 0z |
B Ofou  OfOv  Of Ow OfOu  O0f v  Of dw 3f8u+3f3v af dw
N Oudxr Ovdxr OwOx oudy  vdy  Owdy Ooudz Ovdz Ow 0z
g [ GRIoRY Glay) = [u(z,y), v(w,y), wzy)]
F: ]R‘3 - ]R‘3 ( 7w) = [fl(u v w) fg('ll:,’l],’lU), fg(U,’U,UJ)]
. { H(z,y) = (F o G)(x,y) = F[G(x,y)] = Flu(z,y), v(z,y), w(z,y)]
H: R2 — ]R'3 ; H(x,y) = [hl(l‘,y), hQ(.ﬁU,y), h3(xay)]
[ O Oha ] " of ofi of [ v 9]
or by D0 v ow || 0 By
ahg 8h2 8f2 an 8f2 8'() 61}
(z,y) ar 0y (FoG) G 5 9 Buw ar  ay
Ohs g ofs 0fs 0fs | | ow ow
L Ox dy | L Ou ov ow 4 | Ox oy |
[ O0fi Ou Ofi Ov  Of Ow Oftou  Of1 0v  Of; Ow 7]
Ou dx ' v dx ' Ow Oz Ou dy v dy | Ow By
- 8f2 ou 3f2 v 3f2 ow 8f2 ou 6f2 ov 6f2 ow
N Ou dr = Ov oxr = Ow Oz ou ay v 8y w 8y
8f3 ou afg v 8f3 ow (9f3 ou (9f3 ov L 9B 8f3 ow
| Ou oz = Ov oxr  Ow dx ou By ov By ow 8y ]
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Se puede sistematizar la aplicaciéon de la regla de la cadena en funciones de varias variables, de forma que se
puede obtener su resultado sin necesidad de realizar la multiplicacién matricial descrita en el Teorema 2.13,
pagina 43.
A continuacién resumimos la forma de realizar la regla de la cadena de forma facil en diferentes tipos de
funciones.

Una funcién compuesta general de varias variables:

G:R"—R"™

— . n p
H=Fo(G = {F:Rm%Rp} - H:R"— R

tiene como wvariables independientes de entrada las de la funcién interna G y como funciones componentes de
salida las de la funcién externa F'.

e Si h = f oG es una funcion escalar p =1 de n = 1 variable independiente, su derivada viene dada por:

G = ie) —me) |, [ DRl BT dum
F=Fflug, -, um) dx ~ Ouy dx ou,, dx

h=foG = {

e Si h = f oG esuna funcion escalar p = 1 de n variables independientes, su gradiente®® viene dado por:

h=foG = {G(xl’m’x”):[ul(“"”’x")""v“m(wl,-~-,xn)]}

f=flur, - um)
vh Of0m o OF dwm Of 0w . OF Om
" | Quy 024 Ouy, 0z’ " Oug Oxp, Ouy, Oy,
e Si H = F o es una funcion vectorial de p componentes con n variables, su matriz jacobiana viene dada
por:
G(wl)" : axn) = [ul(xlv' o ,Zl?n),' o ,’U,m(l'l," ' ,.’En)}
H=FoG
° — { F(“’l?'"7um):[f1<u1a"'7um)v "'7fp(u17"'7um)]
(0hOw L 0fi0un  0fi0w  Ofi Qun  Ofi0u  Ofi Oun |
Ouy 0z Oou,y, 0x1 Ouy O0xo Ouyy, 0o Oouy Oxy, ou,, Oxy,
afz Ouy af2 Oum, afz Ouq 3f2 O, 5’f1 Ouq af1 O,
DH = Ouy Oz Tt ou,y, 0x1 Ouy Oxo Tt ou,, 0o Oouy Oz, Tt ou,y, Oxy,
Oy Our L Ofy Oun OO Ofy Oun Oy 0u Oy Dum
L Ouq Oz ou,, 0x1 Ouy 0xo Oy, Oxo ouy 0xy, Oy, Oy, |

e Si las funciones que forman parte de la composiciéon de funciones son conocidas, es preferible obtener
primeramente la funcién resultante y posteriormente obtener su matriz jacobiana, que aplicar la regla
de la cadena utilizando el producto de las matrices jacobianas de las funciones componentes, (ver el
Ejercicio 2.28, pagina 46).

e La regla de la cadena seré imprescindible cuando alguna de la funciones componente no se conocen, ya
que no hay otra forma de calcular la matriz jacobiana de la funcién composicion, (ver el Ejercicio 2.29,
pagina 46).

35Que corresponde con su matriz jacobiana, ver la Seccion 2.4.5, pagina 31.
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Ejercicio 2.28. Verificar la regla de la cadena en la funcion h(z,y, z) = (f o G), siendo:

flu,v,0) =u? +0* —w ; G(z,y,2) = [u(z,y, 2),v(z,y, 2), w(x, y, 2)]
u(z,y, z) = 2%y ; v(z,y,2) =y’ ; w(z,y,z) = e

Como f:R* =R y G:R*—=R? entonces h=(foG):R>—R.
h(w,y,2) = flule,y, 2),0(z,y, 2), w(z,y, 2)] = 2'y? +y' — e

Vamos a calcular Dh(z,y, z) de forma directa y a través de la regla de la cadena.

e De forma directa: Calculamos las derivadas parciales:

% = 4x3y? 4 ze7 g—z =2ty + 4y % = xe F
Por tanto: Dh(z,y,2) = Vh(z,y,2) = [ 4a3y® +ze™** 2zy + 433 ze % | ‘
e Usando la Regla de la cadena:
0w du ou
or 0Oy 0z
of of oOf ov  OJv v
) =D(fo6) = VDG = L 5L BT\ Fo Bu o
ow  ow  Jw
L Oxr Oy Oz |
2xy z? 0 2xy z? 0
=[2u 20 —1] 0 2y 0 =[22% 2y -1 ] 0 2y 0 =
—ze " 0 —ze 7 —ze " 0 —ze™7*

= [ 433y? + ze~** 2ty + 493 re T }

Ejercicio 2.29. Dada una funcién escalar f(u,v,w) donde se hace el cambio de variable:
Uu=x+y ; v=z2+2 ; w = TYZ

Encontrar el valor de la derivada parcial f, en el punto (z,y,z) = (1,1, —1) sabiendo que:
Fu(2,0,—1) = £,(2,0,—1) = £,(2,0,—1) = 1

Este cambio de variable se puede pensar como una composiciéon de funciones:

{f(u,v,w) = f:R*>R } — h=fog

9(z,y,2) =[x +y,2® + z,2y2] = ¢g:R* > R®

Uy Uy Uy
Dh:Dng: [ fu fv fw ] Vg Uy Uy =
Wy wy W,
N [ fuua:+fvvw+fwwz fuuy+fvvy+fwwy fuuy+fvvy+fwwy ‘|
fa fy f=

Por tanto: flu,v,w) = f(x +y,2% + 2,2y2) = f(z,y, 2)

fm(x,yvz) = futlz + foUz + fow, = fu(]-) +fv(2x) +fw(yz) =1*x1+1%2+1x (_1) :
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2.7. Derivadas Parciales de Orden Superior

Definicién 2.19. Derivada Parcial de Orden Superior

Sea f: ACR"™ — R, A abierto.

0
e Si existe la derivada parcial con respecto a y de la funcién 8_f se la denomina derivada parcial
0
segunda de f respecto a las variables = e y y se denota como:
0 [8 f } 0% f

oy | o B Oyox = foy = Day

e Reiterando el proceso anterior, si existe la derivada parcial de orden r» D, ., f, derivando de
nuevo y si existe, se dice que D, [Dzy,_.w fl1= Dyy..w- es la derivada de orden r 4 1 de f con
respecto a las variables zy...wz.

ok f
Cuando en una derivada parcial intervienen wvariables distintas, es decir no es de la forma pyrt se suele
r

denominar derivada parcial mixta o cruzada.

Ejemplo 2.8. Derivadas Parciales de Orden Superior para el caso: f:R? - R

Derivada de Primer Orden

Derivada de Segundo Orden

LI oy @0 (o
T 0x2 Ox \ Oz ' Y 0xdy  0x \ O
L _#i_ 0 (0f L0 0 (of
Y oy2 oy \ Oy ' U Oyox Oy \ Ox

Derivada de Tercer Orden

LBr_o (B 0oy #5004
T 923 O \ 022 ' YT 9x0y?  Ox \ Oy? ' T 9x20y Oy \ 0z
P N S T 7T S VI O
YT oy3 Oy \ Oy? ' Y gyox? Oy \ 0x? ' T oy20r Oy \ Oyox

Ejercicio 2.30. Hallar las derivadas parciales segundas de la funcion: f(z,y) = 2%y3

_ af _ 3 . _ af _ 2,2

fo= g, =2y ; fy—fay = 3z7y
_Pf_ s _0f s I A _Pf_
Jrz = 02 =2y i oy = ByOz = bzy i fye = 910y = bzy s Sy = B2 = 627y
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2.7.1. Funciones de Clase C"

Definicion 2.20. Funciones de Clase C"

Sea f: ACR"™ — IR con A abierto y Zy € A.

e Se dice que f es de clase C™, con n > 1, en &y si existen todas las funciones derivadas parciales
de orden n de f y son continuas en .

e Se dice que f es continuamente derivable o de clase C* en Z, si es de clase C" para todo
valor de n.

‘Las funciones de tipo polinémico, exponenciales, seno y coseno, entre otras, son de clase C*.

Teorema 2.14. Teorema de Schwarz

Sea A C R"™ abiertoy f: A C R" — R de clase C? en un punto &5 € A. Entonces el valor de cualquiera
de las derivadas parciales mixtas p-ésimas de f en ¥y no depende del orden en el que se tomen las p
variables que intervienen en la derivacion. Esto es:

orf . orf
81‘1‘1 813% - 8£Ej1 aw]k
donde (j1,...,jx) es una permutacion cualquiera de (iy ,. .., ).
Ejemplo 2.9. Derivadas Parciales Mixtas, f:R" —>R , n>3
o f 03 f 3f ?3f o3 f o3 f

: 3. _ _ _ _ _
Sifec’: = 0xdydz  0x020y  Oydxdz  Oydzdx  020xdy  020y0x

2.8. Operadores Diferenciales

Definicién 2.21. Operador

Un operador L : f — g es una aplicacion entre dos espacios de funciones, de forma que asigna a cada
funcién f una nueva funcion g = L(f).

Vamos a ver algunos de los operadores més importantes en R>.

2.8.1. Operador Gradiente V

Definiciéon 2.22. Operador Gradiente

El operador gradiente de una funcién escalar f : R* - R con f = f (7,9, 2), se define como?’:

L0 .0 0 .0 .0 0 Of  .of , 0f
v e +'](9y * 0z = v gradf (lam +J8y * 6‘2) f ey +’]5‘y * 0z

El gradiente de una funcién escalar es una nueva funcion vectorial.

36Esta definicién coincide con la dada en la Seccion 2.4.5, pagina 31.
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2.8.2. Operador Divergencia div

Definicién 2.23. Operador Divergencia

El operador divergencia de una funcion vectorial F : R®* — R® con F (x,y,2) =

[f1(z,yz2), fa(x,y, 2), f3(z,y, 2)], se define como el producto escalar entre el operador gradiente V 'y
la funcion F:

— r o (12D D s _Oh, oh 0l
div=V = divF =V F_(lax+J5y+kaz) (ifi +ifa+kf3) = 3m+ By + 9%

‘La divergencia de una funcién vectorial es una nueva funcion escalar.

2.8.3. Operador Rotacional rot

Definiciéon 2.24. Operador Rotacional

El operador rotacional®” de una funcion vectorial F : R®> — R? se define como el producto vectorial
entre el operador gradiente V y la funcion F :

N vXF:(i%+j§y+k2> x (ify +3fe +kfs) =

0z
i j k
_ |2 9 9| _ (9fs _0f\; (0A _ 0fs\, (0f _ 0fi),
dr Oy 0z dy 0z 0z oz )3 Jr y
fi fo fs

‘El rotacional de una funcién vectorial es una nueva funciéon vectorial.

2.8.4. Operador Laplaciano A, V?

Definicién 2.25. Operador Laplaciano

El operador laplaciano®® de una funcién escalar f : R®> — R se define como el producto escalar entre
el operador gradiente V y el vector gradiente de la funcion V f :

A=V2 = V.V]

.0 .0 9 Of of L Of Ff  0*f  f
— 2 — o — —_— — — . — —= — = — _— _—
Af = Vi = V-Vf (lax +J8y +k82> (13:17 +J8y +k€?z> 522 T Oy? T 52

El laplaciano de una funcién escalar es una nueva funcion escalar.

37En terminologia angléfona se suele utilizar la palabra curl (rizo) en lugar de rot.

38Para representar el operador laplaciano se puede utilizar de forma indistinta la letra A, (delta mayuscula), o el simbolo V2,
(nabla cuadrado), sin embargo debido a su simplicidad se acostumbra a utilizar A.
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En el siguiente cuadro se muestra un resumen de las caracteristicas de los operadores diferencciales
mencionados, teniendo en cuenta el tipo de funciones sobre las que se aplica (escalares o vectoriales) y el
correspondiente tipo de funcién resultante de su aplicacion.

Gradiente (V) = F. Vectorial
F. Escalar —
Laplaciano (A, V?) = F. Escalar

Divergencia (div) @~ = F. Escalar
F. Vectorial —
Rotacional (rot) = F. Vectorial

Ejercicio 2.31. Determinar el gradiente y el laplaciano de la funcion f(z,y, z) = zy — 22 y la divergencia
y el rotacional de la funcion F(x,y,z) = [zy, yz, cosx?].

‘grad(f)zvf:[fxa fyv fz]:[yvxa_QZ]‘ ; ‘AfZVQf:fzx‘nyy‘i'fzz:O+O_2:_2‘

(div(F) =V F=Fp+Fpy+ Fyo =y +2+0=y+7)

‘rotF = [Fay — Fa,, F1, — Fag, Fog — F1| =[0—y, 0— (—2zsenx?), 0 — 2] = [~y, 2xsena?, —z] ‘

2.8.5. Aplicaciones en Campos Escalares y Vectoriales

Definiciéon 2.26. Campos Escalares y Vectoriales

e Un campo escalar en R" es una funcion escalar f : A C R" — R.

e Un campo vectorial en R" es una funcidn vectorial F:ACR"—>R".

Ejemplo 2.10. Campos Escalares y Vectoriales
Algunos ejemplos fisicos de campos escalares y vectoriales.
e Campos Escalares

— Deunsidad, p(z,y, 2)
— Temperatura, T'(z,y, )
— Altura, h(z,y)

e Campos Vectoriales

— Campos de fuerzas: campos eléctricos, gravitatorios, etc.

— Campos de velocidades y de aceleraciones de fluidos, etc.

— Campos flujo: de calor, de cargas eléctricas (corriente eléctrica), ete.
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Ejemplo 2.11. Ejemplos Fisicos de Campos

e La distribuciéon de temperaturas en una pieza de material conductor del calor viene expresada a
través de una campo escalar T : R® — R, del tipo T'(z,y, z).

El flujo de calor viene dado por la funcion J = —kVT, donde k > 0 es la conductividad del material.
Notar que —VT apunta a la direccion de méaximo decrecimiento, de las zonas calientes (temperatura
alta) a las zonas frias (zonas de baja temperatura).

T = fx.y.2)

) t
T, A
T, \\ T / -V
7 a8
v
'

e Sea un fluido en movimiento en el interior de un tanque. La distribuciéon de velocidades, es decir el
flujo del fluido, dentro del sistema viene dado por un campo vectorial F' : R* — R? de la forma
F(z,y,2) = [u(z,y, 2),v(x,y, 2),w(z,y, 2)], donde u, v y w son las componentes de la velocidad en
las direcciones z, y y z. En cada punto de fluido existe un vector con un moédulo, sentido y direcciéon
que indica el movimiento de dicho punto.

o ! I, )
AT T =
é / N 2= &>
/ /Expansién Compresion " / y @
/ divF>0 divF <0
Fxy)=[ u(xy,z) , v(x,y,z) , w(x,y,z) 1 div F rot F

El campo escalar divF nos da la razon de expansion (divE > 0) o compresion (divF < 0) del fluido
por unidad de volumen. Por ejemplo si divF = 3, significa que el fluido (gas) se expande a razon de
3 unidades de volumen por unidad de tiempo. Si divF = 0, se dice que el fluido es incomprensible.

El campo vectorial rotF nos da la posible rotaciéon de cada punto del fluido. El vector rotacional
es perpendicular al plano de la rotacion, el médulo de dicho vector es proporcional a la velocidad
angular de dicho punto y su sentido nos indica el sentido de giro. Si rotF' = 0, se dice que el fluido
es irrotacional.

2.8.6. La Ecuacién de Laplace

Definicion 2.27. Ecuaciéon de Laplace

Se denomina ecuaciéon de Laplace a la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales:

%u  0%u
op. L4 U
Ox? + Oy? 0
Au=0 =
. v Bw B,

022 + 0y? + 072
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La ecuacion de Laplace aparece en muchas ramas de la fisica como astronomia, electrostatica, mecanica de
fluidos, mecénica cuantica, etc., asi como es una pieza esencial en el estudio de las funciones de variable
compleja’?.

Definicion 2.28. Funciéon Armoénica

Se dice que una funcién escalar es arménica si cumple?’ la ecuacion de Laplace.

Ejercicio 2.32. Determinar cuales de las siguientes funciones escalares son armoénicas en R2.
a)  fla,y) ==y b)  f(z,y) =2y + 2%y — ¢ c) flzy)=2"-y
Seran armonicas en R? si cumplen la ecuacion de Laplace en 2D:

2 2

A =gz tar™

flzy) =2y = {;z;z ;;::8 —  Af=foxt fuy=0+0=0

‘ Si es arménica en R? ‘

b)
f:r =y +4ay fzx =4y
fy =z +22% =3y* f,, =—6y

= Af:f$x+fyy:4y_6y:_2y7é0

flzy) =ay+22%y—y° = {

‘ No es arménica en R> ‘

fm:2x fmm:2

fy==2y fyy=-2 = Af=fet fyy=2-2=0

flay) =2y = {

‘ Si es arménica en R? ‘

39Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 179.
40Es decir, es solucién de la ecuacién en derivadas parciales que define la ecuacién de Laplace.
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3.1. Introduccién

Empezaremos este tema estudiando las condiciones bajo las cuales se producen los extremos relativos en
funciones R™. Para ello se vera primero el teorema de Taylor para varias variables, que se usara posteriormente
en la deduccién de los criterios para detectar mdzimos, minimos y puntos silla'. Seguidamente veremos el
problema de mazimizar una funcion de valores reales sujeta a condiciones adicionales, llamadas restrinciones,
a través de los multiplicadores de Lagrange, y finalmente se veran los teoremas de la funcidn inversa y de la
funcién implicita para funciones R", la dependencia funcional y los temas relacionados con cambios de variable.

3.2. Teorema de Taylor
3.2.1. Funciones de Una Variable f: R — R

Recordamos que para funciones f : R — R de clase’ Ck*!, el teorema de Taylor nos dice que pueden
expresarse en forma polindémica (polinomio de Taylor) de la forma:

1 (n)
F(&) = Flao) + e — o) + TP @ g 4 4 LD (o gy s g (o)
donde el resto Ry, z,(x) viene dado por:
_ n . Rag(z) . _ [T @ —x)" (n+1)
Roao(@) =olla—ao] = Jim S0 s R = [ SR e
R ()fw(, )n+1 . G( ) (thL )
o () = CES] T — o i c€ (zo,x esto de Lagrange

Llamando h = x — xg, el desarrollo de Taylor se puede expresar como:

//(mo)h2 T ) (x0)

f(zo+h) Zf(xo)"‘f/(xo)h"’_T n!

h" 4+ Ry g ()

Ejercicio 3.1. Calcular los desarrollos de Taylor hasta orden 16 de la siguiente funcién en torno al origen
z = 0.

f(x) = sen(x)

El desarrollo de Taylor de una funcién en torno al origen (desarrollo de McLaurin) es:

i (,n)
fa) = £ + F O+ T2 o O
Teniendo en cuenta que para esta funcion:
f(z) = sen(x) — f(0)=0
J'(x) = cos(z) — f(0)=1
f//(g;) — Sen(gg) — f//(o) -0
f’”(:c) = — COS(x) _— f///(o) -1
f4(1') = sen(x) E— f4(0) -0

y asi de forma sucesiva, ya que se vuelve a obtener la funcién original, se tiene:

F@) =04z 40— 2 4o+ D i0- T poq i L
x) = x - — — - — p— R
3! 5! 7 2o (2n+ 1))

A continuacion se dan la expresion matematica de los desarrollos de Taylor y una representacion grafica
de los mismos.

1 Forma de designar a los puntos de inflexién en R™.
2Ver la Definiciéon 2.20, pagina 48.
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Orden 0: f(z) =0
Orden 1,2: f(z) ==z

Clases de Céleulo Il

23
Orden 3,4: f(z) =z — 3
x® 2°
Orden 5,6: f(z) =z — I + =
o B .
Orden 7,8: f(z) =2z — a1 + S
2  2® 27 a2
Orden 9,10: f(z):x_§+§_ﬁ+a
2 2> 7 a2
Orden 11,12: f(z) =2 — 3 + Ho o
15
1
05 /\ /\
> 0
/(@) 05 \/ \/
1
-1.5
5 0
x
L5 n=1
1
0'5 /\ A
> 0
Orden 1,2 os \/ \/
1
15
5 0
T
1.5 n=o
1
0.5 /\ /\
> 0
Orden 5,6 o \/ \/
1
15
5 0
x
L5 n=9
1
0 /f\ /\
> 0
Orden 9,10 o \/ W
1
15
£ 0
x

Ill

11!

15

n=0

s Orden 0

-1.5

15

Orden 3,4
-0.5

-1.5

Orden 7,8

1.5 n=11

1
05 /\
0

-0.5

Orden 11,12

-1.5
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3.2. Teorema de Taylor 57

3.2.2. Generalizacion a Funciones Escalares f: R" — R

Como hemos visto, si una funcién escalar:
f:ACR" = R

es diferenciable® en un punto de su dominio ¥y € A, se cumple:

f(@) = f(Zo) = Df(0)(Z — To)

=0

Por tanto se verifica:

F(@) = f(@) + Df (@) (& — To) + Ru,z (@)

que corresponde con el desarrollo de Taylor de primer orden de la funcién, donde:

o Riso(® = f(@) - f(@) - DfE)@—F) = lim aml@ _

T—I) ||l‘ — SC()H

01 (o) arE)] | oy
0 0 . _
ory = Oz ] : - Z ;

 DftiE - @) = |

Tpn — Ton

Este desarrollo se puede generalizar teniendo en cuenta todas las derivadas parciales de distintos 6rdenes, dando
lugar al siguiente teorema.

Teorema 3.1. Teorema de Taylor

Dada una funcién f : A C R" — R de clase C"*!, se define el desarrollo de Taylor de orden* m de f(¥)
en el punto ¥y € A de la siguiente forma:

f(f) = f fO Z aJJZ —21701 2| ZZ Bm 63:] Z ( i_:I:Oi)(l'j —xoj) —+
1 n n .
T ;]=1 1; axza$]6$k( 0) (wi = @oi) (2 — xos) (k= Tox) + - +

+
2]~
NE

n n am )
Z Z o1 16 f (xO) (zzl I?l)(l'zg — ;E?Q) (xlm _ x?’m) 4 Rm,fo (ZZ?)

Tio -+ - Ox;
1l =il 2" im

<.

i1

donde: R, 7 (Z) = lim Bz (T) 0

T—LH ||.’L‘ — .’L‘()Hm

Nota 3.1. Ejemplos de los sumatorios dobles y triples que aparecen en el desarrollo anterior son los siguientes:

3 3 3
SO @iy = (wa +mi2 + 7i3) = (211 + T12 + 213) + (@21 + D22 + T23) + (231 + w32 + T33)
i=1j=1 i=1

2

2 2 2 2 2
DD wmige =) (@i twije) = Y (w1 +wae)+H(@io1+2i) = (@111+2112) + (@121 +2122)+ (T211+7212) + (X221 +2222)
i=1j=1k=1 i=1j=1 i=1

3Ver la Seccion 2.5, pagina 35.
4Notar que aqui n es la dimensién del espacio dominio de la funcién, f : R® — R, y m es el orden del desarrollo de Taylor.
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3.2.3. Forma Alternativa del Desarrollo de Taylor

Vamos a utilizar una determinada notacién que nos permitira® simplificar el desarrollo de Talor visto
anteriormente. Llamando:

o h=i—1 ; hi = (zi — o)

o 30 DR Sty = Y230 5 (o) (o = o) = o)

i,j=1 i=1j=1

m = - - 8mf = 0 0
° Z Dl‘zl‘]fl:kwf(xo) hlhjhk e hw = 1221 o izzl axilaxﬂ M al'zm <x0> (x“ a xil) o (xim B xzm)

i3k, w=1

El desarrollo de Taylor de orden m en el punto Ty que aparece en el teorema de Taylor® se puede expresar de
la siguiente forma alternativa:

L . i B 1 & . 1 ¢ .
f(@o + h) = f(Zo) + ZDiEif(xO) h; + 2 Z D2, .. [(Zo) hih; + 31 Z D3, o o (@0) hibjhy +
i=1 i,j=1 i,j,k=1

1 " " . L
+oot % Z Dxi,xj,xk,...,xwf(xo) hihjh'k'“hw + Rm,fo(x)

T ik, w=1
Siendo:
B n 1 (t _ 1)m mal . -
Rm,fo (.CL') = Z / —Da:i,mjﬂ?kwww f(l'o + th) hihjhk rhe =

gk w=1 Y0 m

m
- . Ry, ()
=Y DR J@ bbby s m S =0
ik, w=1

donde el punto desconocido € esta en la recta” que une &y con Z.

En la siguiente figura se muestra una funciéon
escalar de dos variables z = f(z,y) (en verde),
el punto de desarrollo Zj (en azul) y el punto
de evaluacion Z (en rojo). El punto ¢ (en rosa)
se encuentra en la recta del plano R? que une
Zo con T (en negro).

5Ver la Seccién 3.3.1, pagina 59.
6Ver el Teorema 3.1, pagina 57.
"Esta recta se encuentra de forma general en un espacio R™.
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3.3. Matriz Hessiana y Hessiano

Definicion 3.1. Matriz Hessiana

2
Sea A abierto, f : A € R"™ — IR, con derivadas parciales de segundo orden %(fo) para
L0

i, =1,...,n en un punto en y € A. Se define la matriz hessiana de f(Z) en & = Zy, a la matriz
cuadrada n X n:

O*f Pf *f ]
ox1? (@) 0x1072 (o) 0x10xn (@)
’f. ’f . >*f .
- 02011 (o) Ox22 (o) 0x20Tn (o)
H f(Zo) =
orf Pf . %f
| Oxn0x1 %o) 0x,0x2 %o) Bmﬁ(xo) ]

Definicion 3.2. Hessiano

Se denomina hessiano al determinante de la matriz hessiana.

Casos particulares de matrices hessianas.

2= f(z,y) w=f(,2)
Jra  fay

Hf(x,y) = Hf(xa%z): fyac fyy fyz
fy:E fyy

fox foy fez

3.3.1. Forma Simplificada del Desarrollo de Taylor de Segundo Orden

Teniendo en cuenta que:

% f ’f
81’12 651318-'1777, hl
. n n azf n an
T _ A N A, Ch
RTHfh = [ I hn ] *;; 9z:01; hi h; o) Owidz; i hy
9% f >*f hn
L 0z,0x1 Oxn?2 |

El desarrollo de Taylor® de segundo orden se puede escribir de la forma:

£(@o+F) = f(@o) + DfEo)i+ 5 KT Hf (@) it Roz(@)

8Ver el Teorema 3.1, pagina 57.
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Ejercicio 3.2. Calcular el desarrollo de Taylor de segundo orden de la siguiente funcién alrededor del
punto (0,0).

f(z,y) = e" cosy

f(z,y) =e*cosy [f(0,0)=1

of _ ., of . of af o o

5y = € COSY 81:(0’0) =1 9y e’ seny 8y(0,0) =0

*f _ . o*f I o*f _ *f . o*f _
Py = ¢ cosy @(0’0)_1 8_;1/2__6 cosy 8_y2(0’0)__1 83:83/__6 seny 8x8y(0’0)_0
Por tanto:

1) = fnte) = 10.0) + (oo m+Zo0n) +

O P NS ) .
+ 3 <@(o,0) W+ 530,01 +2 52 (0,0) B h2) + Ry 5(h)
- 1 - F=(0,0)=h;=z; 1
F() = (s ha) = b5 =R+ Ryg(R) 7 BT fla,y) = 1+ 0+ (0% = %) + Ra,00) (@)

flx,y) = e cosy Aprx. Taylor Los dos

Ejercicio 3.3. Calcular los desarrollos de Taylor hasta orden 16 de la siguiente funcién en torno al punto
(0,0).

f(z,y) =sen(z +y)

Teniendo en cuenta que:

f =sen(z +y) = f(0,0)=0

fz = fy =cos(z +y) = f:(0,0)=1
fzm:fxy:fyy:_sen(1'+y) = fij(oao)zo
frax = fray = fayy = fyyy = —cos(z +y) = fi;z(0,0) = —1
fzrmcm = .f:n:vzy = fzzyy = fmyyy = fyyy = Sen(x + y) - fijkr(oao) =0

y asi de forma sucesiva, ya que se vuelve a obtener la funciéon original.

Por tanto, para o6rdenes mayores que cero, los desarrollos de Taylor de orden impar de esta funcién
coinciden con los desarrollos del orden par siguiente, (el desarrollo de orden 1 coincide con el de orden 2,
el de orden 3 con el de orden 4, etc.). A continuacion se dan la expresion matemaéatica de los desarrollos
de Taylor y una representacion grafica de los mismos.
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Orden 0: f(z,y) =0
Orden 1,2: f(z,y) =x+y

1
Orden 3,4: f(x,y) = *5[1”21/ +a(y® —2) — 2y

1
Orden 5,6: f(z,y) = ﬁ[:p?’(gf —2) + 22y(y? — 6) + 62(2 — %) — 2% + 12y

Orden 7,8:

1
fla,y) = —m[ﬂfly(y2 —6) + 2% (y* — 12y% + 24) + 1222y (6 — y*) — 6a(y* — 12y + 24) + 24y(y* — 6)]

Orden 9,10:

1
floy) = 5ol =12y +24) + 'y (y" — 20y° +120) — 2007 (y" — 12y° + 24) —

—122%y(y* — 20y? +120) + 1202 (y* — 12y2 + 24) + 24y(y* — 20y* + 120)]

Orden 11,12:

1
flz,y) = - 6100 [(xCy(y* — 2092 + 120) 4 2°(y° — 30y* + 360y* — 720) —

=302y (y* — 20y% + 120) — 2023 (y® — 30y* + 360y — 720) +
+3602%y(y* — 20y 4 120) + 1202(y® — 30y* + 360y — 720) —
—T720y(y* — 20y% + 120)]

Orden 13,14:
1

7,6 4 2 6 6 4 2
= - - 72 —42 40y° — 5040) —
f(@,y) 628500 (& (¥ — 30y + 360y~ — 720) + 27y (y y" + 840y~ — 5040)
—42a5 (3% — 30y* + 360y> — 720) — 30xty(y® — 42y* + 840y — 5040) +
+84023 (15 — 30y* + 360y — 720) 4 3602y(y® — 42y* + 840y* — 5040) —
—50402(y% — 30y* + 360y — 720) — 720y(y°® — 42y* + 840y* — 5040)]

Orden 15,16:

1

flz,y) = —m[—(wgy(yG — 429" 4 840y* — 5040) + " (y® — 56y° + 1680y* — 20160y* + 40320) —

—5625y(y5 — 42" + 84012 — 5040) — 422° (y® — 56y° + 1680y* — 2016032 + 40320) +
+1680zy(y — 42y* + 840y* — 5040) + 8403 (y® — 569° 4 1680y* — 20160y> + 40320) —
—2016022y(y® — 42y* + 840y* — 5040) — 5040z (y® — 56° + 1680y* — 20160y* + 40320) +

+40320y(y® — 42y* + 840y* — 5040)]
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f(z,y) Orden 0
Orden 1,2 Orden 3,4
Orden 5,6 Orden 7,8
Orden 9,10 Orden 11,12
Orden 13,14 Orden 15,16
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3.4. Extremos Relativos o Locales de Funciones en R"

Definicion 3.3. Puntos Caracteristicos de una Funcion

Sea f: ACR" - R, @ € A.

e ©; es un minimo local o relativo de f si existe un entorno reducido® U* de %, tal que'’
f(@) > f(Zy), VE e U*.

e ©; es un maximo local o relativo de f si existe un entorno reducido U* de ¥, tal que'!

f(&) < f(&o), VZ e U.
e 7 es un extremo relativo o local de f si es un minimo o mdzimo local.
e Ty es un punto critico o estacionario de f, si f no es diferenciable en &y o si D f(Zy) = 0.

Un punto critico que no es un eztremo local se llama punto silla'?.

En la siguiente grafica se muestran de forma esquematica la forma del minimo, mdzximo y punto silla de una
funcion escalar f: R? — R.

Minimo TLocal Maéximo Local Punto Silla

Teorema 3.2. Condiciéon Necesaria para la Existencia de Extremos Relativos

Sea A abierto, f: A C R" — R, diferenciable en zy € A. Entonces:

Si 2 es un extremo local = Df(xo) = Vf(zo) =[0,---,0)=0 = =z es un punto critico de f

Si f es diferenciable, la condicion V f(zg) = 0 es necesaria pero no suficiente para que se produzca un extremo
relativo, ya que puede darse un punto silla.

Nota 3.2. En un punto critico de una funcién diferenciable, el plano tangente es horizontal de forma que todas las derivadas
direccionales son cero, indicando que no hay crecimiento ni decrecimiento en ese punto.

Ejercicio 3.4. Encontrar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = 2® — 22y — > +y — =.

_|9F OF] _ (s 2 2 B 322 -2y —1 = 0
Vi(x,y) = {%’Ky] =Bz —-2y—1,-2x-3y"+1=0 = 93?4l = 0
y=0B2>-1)/2 = —20-3032°-1)2/4+1=0 ; 272" —182%+2x+2=0

(z1,01) = (=L1)

Sol. Reales ( . 11

x2,Y2 - 37 3

9Ver la Seccion 1.2, pagina, 6.

19Se dice que el minimo local es estricto si f(Z) > f(Zo).

H1Se dice que el méaximo local es estricto si f(Z) < f(Zo).

12También se le conoce con el nombre de punto de ensilladura o punto puerto.
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3.4.1. Determinacidon de Extremos Relativos

Recordamos que en el caso de funciones f : R — R la condicién necesaria para la existencia de un extremo
relativo (maximo o minimo) en un punto xq es que se anule la derivada de la funcién en ese punto'®, f’(zo) = 0.
El desarrollo de Taylor de segundo orden en ese punto es entonces:

I (o) (z — m0)?

N | =

F(@) =~ Fwo) + £ (@) —20) + 51" @wo)e —m0)? = f(z) ~ flao) =
——

0
Un criterio para determinar el tipo de extremo relativo esta basado en el signo de f”(x(), de forma que:
o Sif'(x9)<0 = f(x)—f(zo)<0 = f(z)<flwzo) = f(x) es un maximo local.
o Sif'(x9)>0 = f(x)—f(z0)>0 = f(z)>f(xzo)) = f(x0) es un minimo local.
o Si f’(xg) =0 == este método no decide.

Veamos un criterio similar para determinar el tipo de extremo relativo que hay en un punto critico'* ¥, de una
funcion f: R™ — R donde Vf(#y) = 0. El desarrollo de Taylor de segundo orden de f en torno a &y es:

RT H f(Zo) h

F(@) ~ f5) + VI @)+ 3 BTHf@E)E = (&)~ f(@o) ~
——

0

El tipo de extremo relativo dependera del signo del término del hessiano:
e SinTHf(Z)h <0 = [f(&)—f(T) <0 = [f(@<f(@) = f(Z) esun maximo local.
e SiATHf(Z)h >0 = f(&)—f(Z)>0 = f(@) > f(@s) = f(Z) es un miimo local.
e SiATHf(Z)h=0 =  este método no decide.

Vamos a analizar las condiciones que determinan el signo del término del hessiano.

Formas Cuadraticas

Definicion 3.4. Forma Cuadratica

Una forma cuadratica es una funciéon g : R™ — R que tiene la forma

15.

n
2 2
g(.’L‘l, - ,.Z‘n) = E Q;T;T; = A11%7] + a12281%2 + - - - + Q225 + A23T2X3 + - - -
3,5=1

Una forma cuadratica se puede expresar de forma matricial como:

ail - Qip T1
g(@1,. .y xn) = [T, X0 = 7T Az
(€2 N ¢ 777 ) Tp
Ejemplo 3.1. Forma Cuadratica en R>
1 -1 0 1
g(x1, 20, 73) = 27 — 22129 + 75 = [ a2 a3 || -1 0 0 T
0 0 1 I3

13Lo que indica que la recta tangente a la funcién en ese punto es horizontal.

14Ver la Definicion 3.3, pagina 63.

15El nombre de cuadrdtica viene de que todos los términos son de segundo orden, de forma que: g(Az1,..., Azn) =
Mg(@1,. .., @0).
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3.4. Extremos Relativos o Locales de Funciones en R" 65

Definicién 3.5. Forma Cuadratica Definida y Semidefinida

Una forma cuadratica g : R"™ — R se dice que es:
e Definida positiva si (%) > 0, VZ € R", £ # 0
e Semidefinida positiva si g(Z) > 0, VZ € R"
e Definida negativa si g(7) <0, VZ € R", £# 0

e Semidefinida negativa si g(Z) <0, VZ € R"

Teorema 3.3. Formas Cuadraticas Definidas

16

Sea una forma cuadratica g : R® — IR con matriz asociada'® A, entonces:
e g es definida positiva si todos sus autovalores son positivos.

e g es definida negativa si todos sus autovalores son negativos.

Hay una forma alternativa mas sencilla para determinar si una forma cuadratica es defina.

Teorema 3.4. Criterio de Sylvester

A Ag Ag Ay As

Sea una forma cuadratica g : R™ — R con matriz asociada A, y sea Aj el a ez Tas Te (e
determinante de orden k que forman los elementos de las k primeras filas y las G21 022 | 23 | G24 | d25
k o 1 dell i A E—1.2 Ent ﬁ . a3l a3z a3z |A34 |A35
primeras columnas de la matriz A, para k = 1,2, ..., n. Entonces se verifica: T T @ ||
as1 @52 Q53 (54 As5

e ¢ es definida positiva si todos los determinantes A son positivos.
e ¢ es definida negativa si los determinantes A tienen signos alternos empezando por negativo.
e g es semidefinida si alguno de los determinantes Ay = 0.

e ¢ no es definida ni semidefinida en cualquier otro caso.

En base a esto se puede estudiar el tipo de puntos criticos de una funcién escalar de varias variables.

Teorema 3.5. Condicién Suficiente para la Existencia de Extremos Relativos

Sea A C IR™ abierto, f : A C R" — R, de clase'” C? en ¥y € A. Si &, es un punto critico de f, de
forma que Vf(Zy) = 0, entonces si H f(%) es la matriz hessiana'® de f en %, se tiene:

Si todos los determinantes Ay de H f(Zp) son positivos entonces f tiene un minimo local en .

Si los determinantes Ay de H f(Zy) tienen signos alternos, empezando por un valor negativo,
fr12, <0, entonces f tiene un maximo local en .

Si alguno de los determinantes Ay, de H f(Zo) es nulo, este método no decide'”.

En cualquier otro caso, la funcién tiene un punto silla en Z.

16Las matrices asociadas a las formas cuadraticas son siempre simétricas y por tanto sus autovalores son siempre niimeros reales,
pudiéndose hacer siempre una diagonalizacién ortogonal.

17Ver la Definicion 2.20, pagina 48.

18Ver la Definicion 3.1, pagina 59.

19Seria necesario realizar otro tipo de estudios adicionales para determinar el tipo de punto. Alguno de ellos se utiliza en el
Ejercicio 3.9, pagina 70.
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El estudio de los extremos relativos se simplifica para el caso particular de funciones escalares de dos variables.
Sea (x0,y0) un punto critico diferenciable donde V f(zg,y0) = [0, 0].
Llamando A = f;+(%0,%0); B = fuy(0,%0), C = fyy(w0,90) ¥ H = [Hf(wo,y0)| se tiene:

fa::p fwy

2= fl@y) 5 Hf@y) = =[‘§ g] . H=AC-B?
fyac fyy

e SiH>0

e SiA>0 f(z,y) tiene un minimo local en (xg, yo)

e Si A<0 f(x,y) tiene un maximo local en (xg,yo)

e Si H<0 f(x,y) tiene un punto silla en (xo,yo)

e Si H = 0 este método no decide

3.4.2. Resumen sobre Puntos Criticos en Funciones de Varias Variables

ftACR">R|
Ptos No Diferenciables i
Pto Critico Extremo Rel { Ml,m.m o
(@ € A) - = Maximo
Ptos Diferenciables :  V f(Z;) =0 Pto Silla
e Ptos Diferenciables : Vf(#)=0 = Matriz Hessiana
= o S
f:vz fzy f:z:z
fa::v fwy
Hf(m,y) = Hf(x,y,z) = fy:v fUU fi‘/Z
f’yac fyy
fzz fzy .fzz
A; Ay Az Ay As
‘ d11 [G12 (013 | G14 [ G15 A; >0 Min. Local
. d21 (22 |23 | 24 | (25 +/- alternos, A; <0 Max. Local
Hf(o) = as31 Q32 a33|as4|ass A; =0 Mét. No Decide
a41 Q42 Q43 Q44 | Q45 Otro Caso Pto Silla
as51 Aas2 as53 G54 As5
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Ejercicio 3.5. Estudiar los extremos relativos de la siguiente funcién f : R* — R,

flz,y) =2(x —1)* + 3(y — 2)?

Esta funciéon claramente corresponde con un paraboloide eliptico. Determinamos primero los puntos
criticos:

Vi) = o S =0,0] = {jﬁ;g‘g:g:g = ;:21} — =12

Por tanto solo tiene un punto critico en (1,2) que puede ser un maximo, minimo o punto silla.

Determinamos entonces la matriz hessiana en ese punto:
AL = ‘4| =4>0
4 0
mren = ] =[30] = .
yr  Jyy A2:‘0 6‘:24>0

Como los dos determinantes son positivos, el punto (1,2) es un minimo local.
Notar que en este caso, al ser una matriz diagonal, los autovalores son 4 y 6,
ambos positivos.

Ejercicio 3.6. Analizar el tipo de punto critico que es (7/2,7/2,7/2) en la siguiente funcion f : R? - R,
f(z,y,z) = sen(x) + sen(y) + sen(z) — sen(z + y + 2)
Comprobamos que (7/2,7/2,7/2) es un punto critico de la funcion:
fo=cos(z) —cos(z+y+2) = fuln/2,7/2,7/2)=0
Vf(@,y,2) = [fo; fy, f2] = [0,0,0] = fy=cos(y) —cos(z +y+2) = fy(n/2,7/2,m/2) =0
fr=cos(z) —cos(x +y+2) = f.(n/2,7/2,7/2) =0

Por tanto es un punto critico. Determinamos entonces la matriz hessiana en ese punto:

fxoc f:cy fa:z
Hf(x,y)= | fya Joy [y
—sen(z) +sen(z +y + 2) sen(z +y + 2) sen(z +y + 2)
= sen(z +y + z) —sen(y) + sen(x +y + z) sen(z +y + 2)
sen(x +y + z) sen(x +y + z) —sen(z) +sen(x + y + 2)
A =|-2/=-2
-2 -1 -1 Ay = :? :; =3
Hf(r/2,7/2,7/2)=]| -1 -2 -1 =
-t -2 -1 -1
Ag=| -1 =2 -1 |=-4
-1 -1 =2

Como los dos determinantes son alternos empezando con un valor negativo, el punto es un maximo local.
Notar que si se calculan los autovalores de esta matriz se obtiene —4 y —1 (doble), todos negativos.
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Ejercicio 3.7. Estudiar los extremos relativos de la siguiente funcién f : R® — R,
fz,y,2) = e 4oV 4 22
Determinamos los puntos criticos:

fz= —2ze7% =0 = x=0
vf(xayvz):[fi)fy7fz]:[0a0] = fy:72y67y2 =0 = y:O = fOZ(Oa())O)
f.=22=0 — 2z=0

Por tanto solo tiene un punto critico en (0,0, 0). Determinamos la matriz hessiana en ese punto:

fmz fzy f:rz €_$2(_2+4$2) 0 0
Hf(x’y): fya: fyy fyz = 0 e_yQ(—2+4y2) 0
fro foy S22 0 0 2

-2 0 0

Hf(0,0,00=| 0 —2 0

0 0 2

Como la matriz hessiana es diagonal, sus autovalores son —2 (doble) y 2, que al ser positivos y negativos
indica que el inico punto critico es un punto silla.

Un punto critico de tipo punto silla no significa siempre que la forma de la grafica de la funcion en las cercanias
del punto critico tenga forma de silla de montar®’, ya que esto solo ocurre para funciones f : R* — R.

Para funciones generales f : R™ — IR con n > 2, que un punto critico sea un punto silla indica que siguiendo
direcciones distintas el punto presenta comportamiento tanto de maximo como de minimo local en las cercanias
del punto critico.

Ejercicio 3.8. Estudiar los extremos relativos de la siguiente funciéon f : R* — R,
z(x,y) = z* + y* — 22 + dzy — 2°
Determinamos primero los puntos criticos:

43 _
Vz(z,y) = [20,2y] = [0,0] = { 2y =4x° —4dr +4y =0 }

Zy:4y3+4xf4y:0
Resolvemos el sistema no lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas, para ello primero sumamos ambas
ecuaciones:
3 < 3 -
Pyt =0 = y=v-23=V-1Vad=—z
Sustituyendo en la primera ecuacion:

rz=0 = y=0
r=4+/2 = y=7FV2

P —rty=2—z-—z=2(-2)=0 = {

Por tanto tiene tres puntos criticos que pueden ser méximos, minimos y/o puntos sillas:
f=(V2—V3) 5 B=(-V2V3) 5 5 =(0,0)
Determinamos entonces la matriz hessiana:

[ Zew zay | [ 1202 -4 4
Hz(x’y)_[zyx zyy}_{ 4 1292 — 4

Particularizando en cada punto criticos tenemos:

20Ver la grafica de la Seccion 3.4, pagina 63.
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Ay =1]20] =20 >0

- 20 4
R v _ —  [minimo|

Dp=1 ") 9 | =392>0
A;=120[=20>0
R 20 4 P
o Hz(¥) = — — | minimo
[ 420 Ag = 20 40 392 >0
T4 20|
) Ay =|—-4=-4<0
o Hz(Zs) = -4 = =  este método no decide
| 4 —4 A, — -4 4 | 0
S O
Para determinar este caso se puede por ejemplo determinar que ocurre en dos direcciones direcciones
distintas, por ejemplo y =z e y = —z.

o 2(z,y) = z(z,2) =22* = curva que tiene un minimo en z = 0.

o 2(z,y) = z(z,—x) = 22* — 822 = 22%(2> —4) =  curva que tiene un méximo en x = 0.

‘ Por tanto, la funcién z(z,y) tiene un punto silla en (0, 0) ‘

En la siguiente figura se muestra una grafica de esta funciéon donde se puede
observar los tres puntos criticos analizados.

3.5. Extremos Absolutos de Funciones en R"

Definicion 3.6. Extremos Absolutos de una Funcién

Sea f: ACR" — IR, con &y € A.

e 7 es un minimo absoluto de f si?! f(¥) > f(Zy) VZ € A.
<

e 7 es un maximo absoluto de f si*’ f(%) (Zo) VZ € A.

Los maximos absolutos son los mayores de todos los maximos relativos y los minimos absolutos son los menores
de todos los minimos relativos.

Los puntos méximos y minimos relativos lo son con respecto
a un determinado entorno de dicho punto, mientras que los
maximos y minimos absolutos lo son con respecto a la totalidad
del dominio.

Notar que todos los extremos absolutos son también extremos
relativos, pero no necesariamente se cumple al contrario.

4Méxwmo Absoluto

wz)s Relativos

o N & o ®

z

|
|

3 Sl o 3
2 S —— 2

—

218e dice que el minimo absoluto es estricto si f(Z) > f(Zo).
228e dice que el maximo absoluto es estricto si f(Z) < f(Zo).
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Teorema 3.6. Teorema de Weierstrass o de los Valores Extremos

Toda funcién real y continua en un compacto (cerrado y acotado) alcanza su méximo y minimo absolutos.

Como consecuencia directa del teorema anterior se concluye que toda funcién real, continua, no negativa y
con limite cero en el infinito tiene maximo absoluto.

Ejercicio 3.9. Estudiar los extremos relativos y absolutos de la siguiente funciéon f : R? - R,
fl@y) =e " V(@ 442 - 1)?

Vi=1fo fyl = e Y 20 + 42 - 1)(—2® —y? +3), 2y(—2® —y? — 1)(—a? — 2 +3)] =0

=0
2e(x? +y? — 1) (=22 —y?+3)=0 ¢ 22 +y2=1
2 4+y? =3
y=0
2y(z? + > —1)(—2> -9y +3) =0 22+y*=1
2?2 +y? =3

Por tanto tiene puntos criticos en el origen y en los puntos de las circunferencias centradas en el origen y

de radio 1y v/3.
Ya que la matriz hessiana resulta complicada en este caso, para determinr;xr el tipo de puntos criticos es

. . . . .. I e
maés sencillo analizar el comportamiento de la funcion. El término e~* ~¥ hace que la funcién tienda a
cero rapidamente ha medida que nos alejamos del origen.

Por tanto:

e En el (0,0) la funcién tiene un méaximo absoluto con valor 1
o En los puntos de la circunferencia z2 + y? = 1 tiene minimos absolutos con valor 0

e En los puntos de la circunferencia z? + 32 = 3 tiene maximos relativos con valor 4e~3.

En la siguiente figura se muestra una representacion grafica de la funcion f(x,y) del ejercicio.
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3.5.1. Extremos Sobre Conjuntos o Dominios

La cantidad y disposiciéon de los extremos relativos y absolutos de una funcién, dependen fuertemente del
dominio sobre el que se estudia.

Como ejemplo ilustrativo, vamos a estudiar los extremos de una funcion escalar f : D c R?> — R,
correspondiente a una superficie defina sobre distintos dominios o conjuntos D.

150.0 150.0

75.0 75.0

0.0 0.0

-10.0 10.0 -10.0 10.0
10.0 -10.0 10.0 -10.0
a) | D = {z* +4° <8} b)| D ={|z| <8, |y| <8}
150.0 150.0

75.0 75.0

0.0 0.0

-10.0 - 10.0 -10.0 - 10.0

0.0 0.0 0.0 0.0

10.0 10.0 10.0 10.0

)| D={= -3+ @+ <) A D= {3+ +9° <)

e En la figura a) estudiamos los extremos de la funciéon en un dominio D circular de centro origen y radio
8, (representado en color gris). En este caso tenemos un Gnico méaximo relativo en el origen, que también
es absoluto, y un conjunto infinito de minimos relativos, (que también son absolutos), en la frontera de la
superficie, (representada con un borde rojo en la figura).

e En la figura b) estudiamos los extremos de la misma funcioén, pero en este caso en un dominio D formado
por un cuadrado de centro origen y de lados (paralelos a los ejes) 16. Ahora seguimos teniendo un tnico
maximo relativo y absoluto, pero aparecen 4 nuevos méximos relativos en los centros de los lados del
dominio y 4 minimos relativos y absolutos en las cuatro esquinas del conjunto.

e En la figura c) estudiamos los extremos de la funcion en un dominio D circular de centro (3, —4) y radio
3. En la figura aparece el dominio D en gris y marcado en rojo la funcién correspondiente a D, donde
apreciamos que el extremo superior de la superficie no entra a formar parte del estudio.

e La figura d) es el mismo caso de c) en el que se ha aislado la superficie correspondiente al dominio D
de estudio. Observamos que aparece un unico maximo y un tnico minimo, ambos relativos y absolutos,
correspondientes al punto més alto y al punto mas bajo.
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TEMA 3: Estudio Local de Funciones de Varias Variables

El proceso de determinacion de extremos relativos y absolutos de una funcion escalar f : R"™ — IR restringida
a un dominio D es el siguiente:

1. Encontrar los puntos criticos de la funcién en todo?* R", analizando sus puntos no diferenciables y sus
puntos diferenciales con gradiente nulo.

2. De ellos nos quedamos unicamente con aquellos que se encuentran dentro del dominio de estudio de la
funcion.

3. Clasificar los puntos criticos encontrados, analizando la funcién en los puntos no diferenciables y aplicando
el Teorema 3.5, pagina 65 en los puntos diferenciables.

4. Determinar y clasificar los extremos relativos de los puntos pertenecientes a la frontera de D, (en caso
de que exista).

5. Determinar los extremos absolutos entre todos los extremos relativos del interior y de la frontera del
dominio.

Ejercicio 3.10. Determinar los extremos absolutos de la siguiente funcion escalar en el dominio indicado.

0<xr <2

)

z(z,y) = 2° + 3 — 3zy ; —1<y<2

En este caso el dominio es un rectangulo. La funcién es un polinomio y por tanto es claramente diferenciable
en todos los puntos de R?. Determinamos los puntos criticos de la funciéon completa:

(0,0)

(1,1)

Facilmente comprobamos que ambos se encuentran dentro del dominio. Clasificamos los puntos criticos a
través de la matriz hessiana:

Vz=l2 2] =323y, 3y° —3z] ; Vz2=0 = {

Hz(0,0) = [ _(3) _?) ] = El mét. no decide
[ 6x —3 ]
Hz =
-3 6y 6 _3
Hz(1,1) = [ 6 0 } = Minimo relativo z(1,1) = —1

Para determinar el tipo de punto critico en (0,0) examinamos su comportamiento en todas las direcciones
Yy = ma:

2(x,mz) = 2(x) = 22° + m32® — 3ma® ; () =322°2+m®) —6m ; 2'(x) = 6x(2+m3) —6m

=1

Por tanto en el punto (0.0) hay un punto silla y no es un extremo relativo.
Ahora hay que analizar lo que ocurre en los puntos de la frontera, correspondiente en este caso a los cuatro
lados del rectangulo:

Max. en (0,0) sim >0
Min. en (0,0) sim <0

/ 2
—0. — _ .3 Z=3y"=0 = y=0 Pto Inf en
e 2=0-1<y<2 = 2(0,y)=y { 2" =6y (convx/concv) } y=0
2(0,—1) = —1 6
2(0,0) =0 :
2(072) = 8 0

230 en su defecto, en todo su dominio de definicién.
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=37 —6=0 = y=+2 Min en
e r=2-1<y<2 = 2(2,y)=8+y’ -6y {Zu:6yy>0 ’ } y=12

2(2,-1)
2(2,v2)
2

2(

13
8 — 42

[\]
r
|l

)

v e o

~1-050 05 1 15 2

ey=-1,0<2<2 = z(x,-1)=2%-1+32 {2’23962—1—3:0 = Nunca}

{ 2(0,-1) = -1

2(2,—-1) =13

0 0.5 1 1.5 2

"'=322-6=0 = x=+2 Min en
= <z< =23 - N
e y=20<r<2 = 2(,2)=2"+8—6x {z”—6x>0 } v =2

Comparando todos los resultados y teniendo en cuenta el
Teorema 3.6, pagina 70, concluimos:

e Minimos Absolutos en (1,1) y (0, —1) de valor ambos z = —1

e Méaximo Absoluto en (2, —1) de valor z = 13

3.6. Extremos Relativos Condicionados de Funciones en R"

En los extremos relativos que se han calculado hasta ahora de funciones escalares f : R™ — R no se ha impuesto
ninguna restriccion* sobre las n variables independientes, y por tanto se dice que es un sistema con n grados
de libertad. Estudiaremos ahora el caso de un sistema con ciertas restricciones o ligaduras.

Definicién 3.7. Ligadura y Variedad

Sea p: A CR"™ — R™ (con®® m < n) una funciéon vectorial con componentes 1, ©a, ..., Pm-
o(Z) = o(z1,- - 2n) = [1(D), -+, om(T)]
e1(%) =0
e Se denomina ligadura, al sistema de ecuaciones (%) = 0 =
om (%) =0
e Se dice que el conjunto S = {z € A : o(&) = 0} es la variedad?® de R™ que tiene por ecuacion

o(Z) =0.

24En el estudio de los extremos absolutos, (Seccion 3.5, pagina 69), si se ha puesto una restriccién que es la que determina el
dominio. En este apartado generalizaremos el tema de las restricciones.

258i en un problema de optimizaciéon de una funcién f : R® — R imponemos n condiciones (ecuaciones con solucién), el dominio

de estudio resultante tiene dimensién cero (un punto en R™) y en ese punto se da el méximo y minimo condicionado, careciendo el
problema de interés matematico.

26La variedad corresponde a la solucién del sistema de ecuaciones (normalmente no lineal) definido por la ligadura en el dominio.
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Definicion 3.8. Extremo Relativo Condicionado

Sea A C R™ abierto, f : ACR" > Ryseap:ACR" —- R™ (con m < n) una funciéon vectorial
o(Z) = [p1(Z), -+ , Pm(&)], formando la variedad S = {& € A : (&) = 0}.

Se dice que f tiene en ) € A un extremo relativo condicionado (méximo o minimo) por la ligadura
@(&) = 0, si existe un entorno reducido®” U* de Z, tal que, se cumple?®:

e Maximo Relativo Condicionado: Si f(Zy) > f(Z) , Va € U* N S.

e Minimo Relativo Condicionado: Si f(Zo) < f(Z) , Ve € U*NS.

Ejemplo 3.2. Extremos Relativos Condicionados

Funcién
En la siguiente figura se muestra de forma grafica los Extremos z=f(x,y)
extremos relativos de una funcion f(z,y) : R?> — R elativos
condicionados por la ligadura ¢(x,y) = 0 que en este caso
corresponde a una curva (variedad) en un determinado
dominio D de R2.
La parte de la superficie condicionada por la ligadura P
corresponde a la proyeccion de la variedad sobre la D |
superficie en el dominio dado. Dominio ~<

Variedad

Notar que los extremos relativos condicionados del sistema no tiene porqué coincidir con los extremos relativos
de la funcién original, ni darse tampoco en los puntos donde se producen los extremos relativos de la variedad.

El siguiente teorema establece la condiciéon necesaria para para que se produzca un extremo relativo
condicionado.

Teorema 3.7. Condicion Necesaria para la Existencia de Extremos Relativos

Condicionados

Sea A C R" abierto y sean f: A >Ry ¢: A= R"™ con o(Z) = [p1(Z), -, om(Z)] y m <n, donde f
y ¢ son de clase?” C! en ¥y € A y cumpliéndose que p(Zy) = 0 y el rango®’ de Dp(Zy) = m.

Para que la funcion f(Z) tenga un extremo relativo en un punto Zy € A condicionado por la ligadura
©(&) = 0, es necesario que existan A1, g, ..., Ay € R (denominados multiplicadores de Lagrange)

unicos, tales que la funcién:

‘g:f—)\lapl—k...—)\mgom‘

denominada funcién de Lagrange, tenga un punto critico en xg, es decir:

V(i) =0 = \ V(o) = MVe1(Fo) + - - + Am Veom (Zo) \

El teorema estable que podemos encontrar los extremos relativos condicionados de un problema, encontrando
los extremos relativos de la funcion de Lagrange asociada al problema.

27Ver la Seccion 1.2, pagina 6.

28,0s puntos de R™ del conjunto U* N S son aquellos que perteneciendo al dominio A de la funcién, estan en un entorno U* de
zo y ademas forman parte de la variedad S.

29Ver la Definiciéon 2.20, pagina 48.

30Si el rango de la matriz jacobiana D¢(zo) coincide con el niimero de componentes (filas) m < n (columnas), indica que hay m
variables independientes de las n que tiene el sistema.
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Demostraciéon 3.7.

Estudiaremos el caso de una funcion f(z,vy,z) y dos ligaduras ¢(z,y,2) =0y ¥(z,y,z) = 0, llamando
~¥(z,y, z) a la curva solucion del sistema:

x = x(t)
. 99(1" Y, Z) =0 . _
’7(1'7:% Z) . { w(l,7y’ Z) =0 = ’V(t) : Z ; Zgg

donde «(t) es la misma curva pero de forma parametrizada. Si en un cierto punto P de la curva «(t) hay
un extremo relativo, entonces la derivada de f con respecto a t en P debe ser igual a cero. Por la regla
de la cadena se tiene:

L I6@) =V (=0 = VLY
A su vez como (t) es solucion de ¢(z,y,z)=0 y
Y(x,y,z) =0, por tanto es una curva de nivel de ambas
superficies y por ello el vector 4/(t) debe ser ortogonal®! al
gradiente de las ligaduras en cada punto P de la curva.
Como conclusion, los vectores V f, Vi v Vi), evaluados en
un extremo relativo P de la curva 7(t), se encuentran en
un mismo plano y por tanto V[ puede expresarse como
una combinacién lineal de V¢ y V. Los multiplicadores
de Langrange corresponden con los coeficientes de dicha
combinacioén lineal.

Procedimiento de la determinacion de extremos relativos de una funciéon f condicionados por un conjunto de
condiciones ¢(Z) = 0, mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

1. Formamos la funcién de Lagrange: ‘ g=f—Apo1— .. — A ©m ‘

2. Determinamos su gradiente e igualamos a cero:

o = Y Ay
m =1
Vg=Vf-MVeori—...—-AnVom =0 = Vf=> AVp =

i=1

m
fa;,( = Z Ai‘pmn
1=1

3. Con estas n ecuaciones y junto con las m condiciones se forma un sistema, generalmente no lineal, de
m+n ecuaciones e incognitas, cuya solucion determina los puntos criticos (xo, Yo, z0) del problema, junto
con los valores de los multiplicadores de Lagrange \;. Estos tltimos no tienen ningin valor practico, pero
suele ser necesario obtener su valor para determinar los puntos criticos.

m
f.’r:l = Z /\i@ixl
=1

n
m
Sist. no lineal de fo, = AiPizn
(n+m) x (n+m) Z:;
®1 (.’f) =0
m
@m(f) =0
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Ejercicio 3.11. Hallar los extremos relativos de f(x,y) = xy condicionados por 22 + y? + xy = 4.

Formamos la funciéon de Lagrange, encontramos su gradiente y formamos el sistema de ecuaciones no
lineal:

224y’ +ay=4

Vf=(yz)
g(z,y) =zy — Na® +y* +ay — 4) ; _ = ¢ y=M2z+y)

Resolvemos el sistema, para ello despejamos A de las dos tltimas ecuaciones e igualamos.

Y

= = 2y = 222 — =4
2ty 2+ Yy~ +xy x° + 2y x Y

Sustituyendo en la primera ecuacion, encontramos los valores de los puntos criticos y de los multiplicadores
de Lagrange, (cuyo valor no tiene ninguna aplicacion):

(x1,91,M) = (2,-2,-1)
(x27y23)\2) = (7272371)
224yl =4 = y=+2

= {LIRTNTL TOUTH = s s - (221
) Y Y- = Yy = 3593y 1\3 \/gv\/gag

-2 21

M) = (==, ==
(x47y4a 4) <\/§7\/§73)

Para determinar el caracter de los puntos estacionarios, se podria estudiar el hessiano de la funcién de
Lagrange g(z,y), pero en este caso sencillo, al ser f un polinomio de segundo grado y la condiciéon una
elipse, basta con ver los valores de f(z,y) en cada punto:

f($1,y1):*4 ; f(5027y2):*4 ; f($3,y3):4/3 5 f(x4ay4):4/3

Por tanto los dos primeros son minimos y los dos segundos son méximos.

En la siguiente figura se muestra el problema de forma grafica.

Ejercicio 3.12. Calcular los méximos y mimos absolutos de la siguiente funcién en el dominio dado.
f(x,y) = 2® +y* + 62 — 8y + 25, en  D={(z,y) : *+y* <16}
Empezamos encontrando los extremos relativos de la funcion completa:

Vf=[z+6, 2y—8 =0 = {2x+6:0:>”3:_3}

2y—8=0 = y=4

Como (—3)? + 4% = 25 > 16, el punto (—3,4) no pertenece al dominio D que nos interesa y por tanto no
lo tenemos en cuenta.

31Ver el Teorema 2.8, pagina 32.
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Estudiamos ahora que ocurre en la frontera de D, dada por la ecuacién 22 + y? = 16 que corresponde con
una circunferencia centrada en el origen y de radio 4. Utilizando los multiplicadores de Lagrange se tiene:

g=f-dp=2>+9y>+62—8y+25 - \Naz?+9y>*—16) = Vg=[22+6—2\z,2y—8— 2)\y]

Resolvemos el sistema:

2x+6
2 6—-2 =0 =— A= - _
T+ T 9 26 =28 12y =160 = y=3z
2y—8 =
2y—8—-2\y=0 = )\:%—y 22 42 =16
2?2 +y% =16
12 16 9
(1,91, 1) = <57574)
2 16 5 5 16-9 12 16
r*+—z*=16 ; z*="— = x=4— — y=4+— —
9 25 5 5 12 16 1
(3327?42,)\2) = <_575a_4>

Para determinar el tipo de punto critico analizamos la matriz jacobiana de la funcién de Lagrange:

Hg(12 16 9> = [ —5/2 0 ] —>  Maximo

9 _ 9\ 0 5 574 0 —5/2
Ho=|"9 a2 an| =
o (1216 1 5/2 0 M
2 D) = inimo
I\"5 51 0 5/2
En la siguiente figura se muestra una representacion grafica del T30

problema. En azul aparece la funcion f(x,y) a optimizar, en gris

aparece el dominio x? + y? < 16, correspondiente a la restriccion
(ligadura), y en rojo aparece la proyeccion de la ligadura sobre la 50
funcién (variedad).

A través del la gréafica podemos intuir como el minimo de la
funcion cae fuera del dominio y como la zona de estudio solo
tiene dos puntos criticos uno maximo absoluto y el otro minimo
absoluto.

10.0
0.0

0.0
10.0

10.0 -10.0

Ejercicio 3.13. Encontrar los extremos absolutos de la funcion f(z,y, 2) = +y+ 2 con las restricciones
224yt =2yz=2.

Formamos la funcién de Lagrange, obtenemos su gradiente y formamos el sistema no lineal de 342
ecuaciones e incognitas correspondiente al método de los multiplicadores de Lagrange.

1-2y\ =0 = M =1/2y = z=y
g=z+y+tz—M@?+y*—2) - da(z—-2) = I—X=0 = JN=1
x2+y2:2:>2x2:2:>x:y:i1
z=2
Por tanto los puntos criticos son (1,1,2) y (—1,—1,2). Para clasificar los puntos criticos podemos hacerlo

a través de la matriz hessiana de la funcién de Lagrange g, pero en este caso, al ser funciones sencillas,
podemos pasar a polares para obtener una funcién de una sola variable, y entonces analizarla.

x:ﬂcost

y=+2sent f(x,y,2) = f(t) = V2cost +V2sent +2 = f'(t) = —V/2sent + V2cost

z =2

r=y=1 = t=n/4 = [f’(r/4)=-2<0 = Max
r=y=-1 = t=56r/4 = f'(5b7/4)=2>0 = Min

f(t) = —V2cost—V2sent — {
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3.7. Teorema de la Funciéon Implicita

3.7.1. Funciones f: R — R

Recordamos que en el caso de funciones f : R — R, dada una funcién en forma implicita:

fz,y) =0

la condicion suficiente para exista una funcion y = f(z) en torno a un punto xy es que tenga derivadas parciales

continuas en el punto y cumpla:
{ f(x0,90) =0 }
fy(0,90) #0

En este caso, la derivada y'(x) es tinica y continua en las cercanias de xq y vale®” :

o ordy Ay fay@)
DIen =0 5 Gt o= ' VT w T T eyw)

Hay tres motivos por los que una curva definida de forma implicita no defina una funcién en un punto®3:
e Por que no exista la curva en ese punto. Por ejemplo f(z,y) = z/y en (0,0).

e La curva esté definida en el punto pero no tenga un comportamiento suave. Por ejemplo la funcién
2? —y3 =0 en (0,0) tiene una esquina.

e El valor de la funcién en un punto no sea tnico. Por ejemplo la curva 2% — y? = 0, equivalente a y = +=x,
esta formada por dos rectas que se cruzan en (0,0) y a cada punto del dominio, distinto del origen, le
corresponden dos imagenes.

Nota 3.3.

e En una funcién f(z,y) = 0 se puede expresar cualquiera de las dos variables en funcién de la otra, siempre que cumpla
las condiciones del teorema de la funcién implicita.

e Si f(z,y) tiene derivadas parciales de orden n continuas en algtn intervalo I, entonces la funcién y(z) tiene derivadas
de orden n continuas en I.

Ejercicio 3.14. Sea la ecuacion:
22—y + 2y —z+y=0

a) Determinar si se puede definir de forma implicita una funciéon y = f(x) en las cercanias del punto
(0,1).

b) En caso de ser posible determinar la ecuacion de la recta tangente a la funcion y(z) en el punto
(0,1).

¢) En caso de ser posible determinar el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién y(z) en el punto
(0,1).

d) Determinar de forma grafica con algin software matematico los puntos en los cuales no se puede
definir una funcion implicita y(x).

e) Determinar los puntos (z,y) en cuyas cercanias se puede definir tanto z como funcién implicita de
y como también y como funcién implicita de x.

32Generalmente solo se podra determinar el valor de la derivada y/(x) en el punto (zo,yo), ya para otro punto x se necesita
conocer el correspondiente y; tal que f(z1,y1) = 0.
33Consecuencia de no cumplir las condiciones del teorema de la funcion implicita.
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a)

Definimos la funcion:
flxy) =2 -y’ +2zy—z+y

y comprobamos las condiciones de la funcion implicita en el punto (0,1):

f(0,1)==-141=0
fo=3224+2y—1; f,=-3y>+22+1=0 funciones continuas en (0, 1)
fy(0,1)=-3+1=-2%#0

Como se cumplen, podemos afirmar que se pude definir una funcién implicita y(z) en las cercanias
del punto (0,1).

La ecuacion de la recta tangente de una funcion y = f(x) en un punto z viene dada por:

y = f(xo) + f'(z0)(x — 20)

En nuestro caso determinado el valor de la derivada de la funcién implicita y(z) en el punto (0, 1):

Por tanto, la ecuacion de la recta tangente es:

vs = y(0) + 4/ (0)(z — 0) = 1+ %x

El desarrollo de Taylor de segundo orden de una funcién en un punto zg viene dado por:

£ (o)
2!

(x — :co)2

Determinamos la segunda derivada de la funciéon implicita en nuestro caso:

f(@) = f(xo) + f'(zo)(x — x0) +

flay)=0 5 fotfuy =0 5 fout fog + 0"+ fayt + fiy(y)? =0
"o foa + 2fxyy/ + fz,/y(y/)2
y' = —
fy
Determinamos las derivadas parciales correspondientes de f(z,y):
facy =2 5 fxy =2
fyw=—6y i [fyy(0,1)=—6

como son funciones continuas se tiene:

0+2-6/4 1

"
0: _— —
y"(0) — 1

Finalmente el desarrollo de Taylor de segundo orden de la funcién implicita y(z) en el punto (0, 1)
es:

1 1
y(z) =~ 1+ 2%+ ng

La funcién implicita no podra definirse si en un punto f, = 0, por tanto:
fo=-3+22+1=0

Ademas tiene que ser un punto de la funcion f(z,y), por tanto, los puntos en los cuales no se puede
definir de forma implicita una funcion son la solucion del siguiente sistema no lineal de dos ecuaciones
con dos incognitas:
—3y2+204+1=0
{ 22—yt +2zy—x+y=0
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El la siguiente grafica se muestra en azul la representacion
grafica de la funcion f(z,y) = 0 y en rojo la funcion f,.
Los puntos de corte de ambas representan los puntos en _
los cuales no se puede definir la funcion implicita (puntos
rojos). En ellos se observa que la derivada de la funcion
implicita con respecto a la variable z seria infinito, de ahi
que no se pueda definir.

Ademas se muestra el punto (0, 1) (punto azul) junto con su 1
recta tangente (en verde) y el polinomio de segundo orden

(en magenta).

Por otra parte, la grafica muestra que para z = 0 la funcién f(z,y) tiene tres puntos: ademéas del
(0,1) estan los puntos (0,0) y (0, —1). En cada uno de ellos se pueden definir una funcion implicita
distinta, por tanto cuando se refiere a la funcion implicita en un punto es necesario especificar los
valores x e y ya que, como en este caso, es posible que existan varios valores de y para un tnico
valor de .

e) Para que se puedan definir ambas funciones y = y(z) y « = x(y) es necesario que ambas derivadas
parciales no sean nulas, por tanto:

fo=322+2y—1=0 = y=(1-32%))/2
fy=-3V*+22+1=0 = —3(1-32%)2?/4422+1=0

En la grafica anterior se observa que ningin punto cumple estas dos condiciones, ya que solo hay
dos puntos donde f, = 0 y graficamente se ve que en ninguno de ellos f, = 0. Por tanto, para todo
punto de la curva f(x,y), excepto los dos donde f, = 0, se pueden definir de forma implicita ambas
funciones y = y(x) y = = x(y).

3.7.2. Funciones Escalares de Dos Variables

De forma anéloga a lo que ocurre en las funciones de una variable®*, una funcién expresada como f(x,y,2) =0
puede representar una superficie®® z = z(x,y) de forma implicita en las cercanias de un punto (g, %o) siempre
que tenga derivadas continuas en dicho punto y:

{ f(x07y0320) =0 }
f=(w0,90,20) #0

en este caso, las derivadas parciales 2z, (z,y) y zy(x, y) son Gnicas y continuas en las cercanias de (x¢, yo) y valen:

of 010z _, . __ falmy 2(@,y)

ox + 0z Ox 0 o f(z,y, 2(x,y))
Df(x,y,2) =0

of ofor Sy ()

wto:or 0 ' T TRy @)

34Ver la Seccion 3.7.1, pagina 78.
35Ver la Seccién A.2, pagina 157.
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3.7.3. Funciones Escalares de Varias Variables

Vamos a ver la generalizacion del teorema para funciones escalares de varias variables.

Teorema 3.8. Teorema de la Funciéon Implicita

Sea una funcion f: A € R™™ — R de clase C!. Vamos a representar un punto general de R"™! de la
forma (Z,y) con & = (z1,...,2,) € R" ,y € Ry en particular un punto dado (d,b) con @ = (a1, ..., a,).
Si se verifica que:

f(@b)=0
of ..
8_y(a’b) 7& 0

Entonces, existe una bola’® B(a@,r) C R" para algtin r > 0 donde esta definida una funcién tnica
y = y(Z), denominada funcién implicita, que satisface f[Z,y(Z)] = 0 y donde sus derivadas parciales,
a través de la regla de la cadena®” vienen dadas por:

0 o W _ LB,

(=1}

Dy f=0 = fo+/fy

dy
6%— a

Nota 3.4. El teorema de la funcién implicita da una condicién suficiente de existencia, pero no necesaria.

Ejercicio 3.15. ;Cerca de qué puntos es posible representar la superficie 2 + 3% + xz = 1 como gréfica
de una funcion diferenciable z = z(x,y)?

Definimos:
fr=2x+=z2
flay,2) =+ +22 -1 = fy=2y
fz =

Como f € C!, por el teorema de la funciéon implicita, para todo (z,y) con z # 0 existe una funciéon
z = z(x,y). En este caso particular, esa funcion puede obtenerse despejando z de la ecuacion f(z,y, z) = 0:

1— 1?2 _ y2
x
comprobandose que efectivamente es valida Vr # 0. Ademas aplicando el teorema de la funcion implicita

se puede obtener la derivada de dicha funcién sin conocerla:

%__fz[%y,z(m,y)] __2$+Z__2$+#__1+$2—y2
Ox B fZ[(xvva(x7y)] B &€ B x n 2

92 _ fylvy 2@yl 2y

dy J=l(w,y, 2(z,y)] x

En este caso podemos comprobar la veracidad de esta funcién, derivando de forma directa la funcién
obtenida (3.1):

0z —2xx—(1—-22—9y?) —1-—22+4° . 0z 2

2

dr z N x2 ' dy =z

que coincide con la obtenida anteriormente.

36Ver la Definicién 1.11, pagina 6.
37Ver la Seccion 2.6, pagina 43.
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3.7.4. Funciones Vectoriales de Varias Variables

Vamos a ver la generalizacion del teorema de la funcion implicita para funciones vectoriales de varias variables.

Teorema 3.9. Teorema de la Funciéon Implicita

Sea una funcién F : A C R"™™ — R™ de clase C!, de la forma:

F(xla"' yLns Y1, 7ym) = [fl(xlv"' 7ym)7"' ,fm(xlv"' 7ym)]

donde su matriz jacobiana viene dada por®® :

[ oA O OA  Of ]
0xy Oxp, oy OYm
PES 0f 0w 0w 0w | T PTRPH
1 0z, oy OYm
i DFy DFy )

Vamos a representar un punto general de R"™™ de la forma (#,%) con & = (z1,...,7,) € R" e
7= (y1,.--,Ym) € R™ y un punto en particular (@,b) € A con @ = (a1,...,a,) y b= (b1,...,bm).

Si F' se verifica que:

f1(@,8) =0
o F(@,b)=0 < :
fm(@,0) =0
on . on
ayl 8ym
o Jrg(d, g) = ‘H‘ = #0 (El jacobiano?? distinto de cero).
fm . Ofm
oy OYm

Entonces, existe una bola’® B(@,r) € R" para algiin r > 0 donde estd definida una tnica funcién
vectorial de varias variables implicita Y : R" — R™ de la forma:

g: Y(f) = [yl(xla”' ,LIJn), Tty ym($1 73777«)]

que satisface F[Z,Y (Z)] = 0 en los puntos Z € B(@,r) y con derivadas parciales dadas a través de la
regla de la cadena de la forma:

F(z,7) =0 — DzF(,Y (Z) + DgF (& DzY (Z) = Ornxn
oy om
o1 Oxy,
DzY (&) = : : — — [DgF(Z,Y(2)] ' DzF(z,Y(Z))| ; DzY(Z)eR™"
aym 6ym
-

38A la parte izquierda de la matriz jacobiana DF € R™*("*+7) la denominamos DFy € R™*™ y a la parte derecha la
denominamos DFy € R™*™.

39Ver la Definicién 2.16, pagina 30.

40Ver la Definicion 1.11, pagina 6.
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3.8. Teorema de la Funcién Inversa 83

Ejercicio 3.16. Dado el sistema de ecuaciones:

zu? +yv?+2=>5
zyz +uv =0

Analizar si dicho sistema define implicitamente a las variables u y v como funciones de (x,y, z) en torno
al punto (z,y, z,u,v) = (0,1,1,0,2).

Definimos la funciéon F : R® — R? de la forma:

F(IE,y,Z,U,U) = [fl(lf,y,Z,U,U), fg(x,y,z,u,v)] - [qu +y’02 +z - 5a Yz + U’U}
Comprobamos las condiciones del teorema de la funciéon implicita:
e F(0,1,1,0,2) = [0,0]

e El jacobiano en (0,1,1,0,2) es:

on o |
Jrun (T, Yy, 2,u,v) = O, f2) w0 = o = 2zu? — 2yv?
w,v\Ls Yy 2y Uy a(u7 1}) % % ; y
Oou  Ov

Jruw(0,1,1,0,2) = -8 #0

Por tanto el teorema de la funcion implicita asegura que existen las funciones buscadas, las cuales son ,
al menos, de clase C! en un entorno del punto (z,y,2) = (0,1, 1).

3.8. Teorema de la Funcidén Inversa

Recordamos que para que una funcién f : A € R — R, del tipo y = f(z) tenga inversa® x = f~1(z) es
necesario que la f(x) sea inyectiva®?, cumpliéndose:

(fTof)@) =u y (fof ' w) =y

Entonces aplicando la regla de la cadena:

Di(fTof)(@)=Dex = (f7)(@0)f(z) =1 = (f71)(20)= Vag € A : f'(w0) # 0

1
f'(zo)

Vamos a ver la version general para funciones vectoriales de varias variables.

Teorema 3.10. Teorema de la Funcién Inversa

Sea una funcion F : A C R™ — R" de clase C! y sea @ € A. Si el jacobiano Jp(&@) # 0 entonces F
admite funcién inversa F~! local en a.

Ademas, F~1 es de clase C! y la matriz jacobiana de F~! en el punto ¥ = F(Z) es la inversa de la
matriz jacobiana de F :

DFY() = [DF(@)] "

41Nos referimos a la funcién inversa, no a la inversa de la funcion [f(z)]~! = 1/f(=).
42Una funcién es inyectiva si elementos distintos del dominio tienen siempre imagenes distintas. Esto obliga a que en el dominio
la funcidén sea siempre creciente o decreciente, sin derivada nula en ningtn punto.
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Ejercicio 3.17. Sea la funcion F : R* — R? dada por:

u= -3z +193
P =l { 420 HY
Analizar si F' admite inversa local en torno del punto (z,y) = (1,0) y en el caso que que exista y sea
derivable, hallar sus derivadas parciales respecto de u en el punto (u,v) = f(1,0).

ou Ou
dr Oy -3 3y
Tr(z,y) ‘8(%”) e ' =9(1 — 2%?)
o(z,y) @ @ 32 _3
or Oy

Como Jr(1,0) = 9 # 0 por tanto F' admite inversa local en torno del punto (1,0), la cual es de clase C*
al menos, en un entorno de dicho punto.
Para calcular las derivadas parciales 7, (1,0) e y.,(1,0), derivamos el sistema original con respecto a u:

{1:—3x;+3y2y; 1= -3, . {x(,O)—

_1
- — @ =00 —{ .
0= -3y, + 322z, 0= -3y, + 3z, (1,0) = 3

3.9. Cambio de Variable

En ocasiones, para resolver determinados problemas, como ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, se
recurre a la técnica de los cambios de variable, pudiéndose reducir el problema original a otro mas sencillo de
resolver. Por ejemplo en una funcion R? — R del tipo z = z(x,y) de clase C" (con r suficientemente alto), se
tiene la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales*® (EDP):

F[xvya Zy 2y Ry, Rxxs Ryyy Rxys Rrray - - } =0

Se desea saber la forma que adquiere dicha ecuacion cuando se expresa en términos de unas nuevas variables:

u:d)(x,y,z) ; U:SO(IayaZ) ; ’lU:ZZJ(IE,y,Z) == w:w(u,v)
Por tanto, hay que expresar las derivadas parciales zg,zy, 2zq,2yy,-.. en funcion de las derivadas
Wy, Wy, Wasgy, Wers - - -, que dan lugar a una nueva ecuaciéon diferencial que queremos determinar:
G[U, UV, W, Wayy Wy y Wy y Woyvy Wy sy Wy - - ] =0

Para ello se parte del sistema:

w(r,y) = wlu(z,y),v(z,y)]
w(z,y) = Y,y 2(z,y)]
u(mvy) = d)[(E Y,z (xa )]
v(z,y) = ¢lr,y2(2,y)]

Derivando entonces con respecto a x (igual se podria hacer con la variable y) se obtiene:

Wy = Wyly + WyVy
Zj ; z: i Zgj;: - % + ’(/}zzz = wu((b:r + ¢zzz) + wv((Pa: + LPzzac)
(% = Yz + Y2z

Si el jacobiano de este sistema es distinto de cero, se puede obtener z,, wy, Uy y v, en funcion de wy, y w, (y
de las derivadas de las funciones ¥, ¢ y ¢). En particular para z, se obtiene:

Vo — GrWy — Yoy
_wz + ¢zwu + Sozwv

Zy =

43Ver por ejemplo "Clases de Ampliacion de Mateméticas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 179.
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Para obtener las derivadas segundas 2., 2y y 2yy Se deriva respecto a x y respecto a y el sistema anterior, y

asi de forma sucesiva para las derivadas parciales de cualquier orden, pudiéndose obtener todas las derivadas
parciales de z(z,y) en funcion de las derivadas parciales de w(u, v).

Ejercicio 3.18. Expresar la ecuacién diferencial:

&_ _622 +E%—O
ou? Uauav udv

u

de una funcién z(u,v) de clase C? con respecto a las variables = e y dadas a través del siguiente cambio
de variable:

_ : _Y
u=x ; v==
i
z=z(z,y)
El sistema que define z = z(u,v) es: rT=u
y=uv

Derivando con respecto a u y v:

Zy = ZpTy + ZylYu = Zz T V2
Zy = ZgZy + ZylYy = UZy
_ _ 2
Zuw = (Zaz + VZay) + (Zay + V2yy )V = Zag + 2025y + 072y,
Zuw = 2y + (Zay + V2yy ) U = 2y + UZgy + UVZy,
Sustituyendo en la ecuacion:

0%z 0%z w %

v
u@—vm e u(zm—l—szwy—i-szyy)—v(zy—i—uzwy—l—uvzyy)—i—a(uzy) = UZpy FUVZgy = TZga+Y2yy

La ecuacion diferencial en las nuevas variables x e y queda de la forma:

‘sr:zm + Yzyy = 0‘

Pedro José Hernando Oter
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4.1. Introducciéon

4.1. Introduccién
Vamos a recordar de forma esquematica algunos puntos clave del concepto de integral de una funciéon f : R — R.

e Definicién Integral Definida de Riemann

b n
/ f(z) de = lim Zf(xz)Aml
a n—oo im1

e Integral y Area debajo de una curva

v e iy .
} i X
1 1 1)
I a b X
b b
A:/ f(z) dz A:—/ f(z) dz
e Funcién Primitiva de una Funcion
dF ., C
= = f(x) = F(z) funcién primitiva de f(z)

si F/(.’If) = % =

e Regla de Barrow para la Integral Definida

b
[ @) da=F) - F@

F(z) primitiva de f(z)

e Integral Indefinida: Conjunto de todas las primitivas de una funciéon

/f(:c)d;z::F(.r)—Fc : ceR

e Teorema Fundamental del Calculo (TFC)

F(x) =If(x) dx
N
f(x) F(x)
~____—
) = & F(
/f(x) de = F(x) <= % (x) = f(x) ; F(z): funcion primitiva de f(x)
e Formula General del TFC
hi@) f(x) continua dF(x) , ,
rw= [ ana { L e e = | T = /B H @) - M@)o @
Clases de Céleulo |l
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4.1.1. Propiedades de las Integrales

a

o J(

o — [ 1

x) >0, Vz€la,b] = /bf(x)dx

TEMA 4: Integrales Multiples

b b
o f(x) >g(x), Vz €la,b))] = / f(z) de > / g(z) dzx

4.1.2. Tabla de Integrales Indefinidas Basicas

[dz=z+c
[Lide=Inl|z|+c
RN

fﬁ dr =2\/T +c

n+1
[arde =2 — +c

n+1
[etdz =e" +c

j‘a$d17::1£1a)'+ ¢

i 1+%daz = arctg (z) + ¢
1 1 x
f arzde = Sarctg £ +c

[ hpdz = 31n

z2—1

+c

;c+1’

f ﬁdz = arcsen (z) + ¢

f\/li’? r=In(z+Vz2+1)+c¢

[In(z) dz = zln(z) —x +¢

Clases de Céleulo Il

Y o
i
|
[ b
a<c<b
[senx de = —cosz +c

[cosz dz =senz + ¢

[ tg(x) de = —In|cos (x)| + ¢
[ sec? (z) de = tg(x) +c

[ cosec? (z) dz = — cotg (z) + ¢
[ senh (z) dz = cosh (z) + ¢

[ cosh (z) dz = senh (z) + ¢
fm dx = tanh (z) + ¢
Ik m dr = coth (z) +

[ cotg (z)dz = In|sen (z)| + ¢

1 — z
f mdw = arcsen £ + ¢

f\/z%ldlen(m—t—\/mz—l)—kc

[In*(z) do = x1n*(z) — 2zn(z) + 22 + ¢
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4.2. Integrales Dobles 91

4.2. Integrales Dobles

El concepto de integral para funciones escalares f : R* — R, de la forma z = f(z,%), es similar al de funciones
de una variable, con las siguientes caracteristicas:

e En este caso la grafica de la funcion z = f(z,y)0 es una superficie en R?
y por tanto entre ella y plano xy hay un determinado volumen.

e El dominio D de integracién es una region 2D del plano XY

f(Xij)

Al igual que en el caso de una variable, el dominio D de integracion se puede
seccionar en n elementos rectangulares mas pequenos con area A;; = Ax;Ay;
al que corresponde un valor de la funcién f(z;,y;), de forma que se puede
obtener un volumen elemental V;; = f(z;,y;)A;;. Llevando este proceso al
limite n — oo y por tanto (Axz,Ay) — (0,0) se define la integral doble,
correspondiente al volumen encerrado entre la grafica de f(x,y) en el dominio
D y el plano XY.

Definicién 4.1. Integral Doble de Riemann

Sea una funcion f: D € R? — R acotada en el compacto’ D. Se dice que f es integrable Riemman en
D si existe y es finito el siguiente limite:

[ t@maa= [[ repdety= | gim ST i) Acis,

i=1j=1

Teorema 4.1. Integrabilidad

Sea f: D C R?® - R con D un compacto. Si f esta acotada y es continua en D a excepcion de en un
namero finito de curvas suaves, entonces f es integrable Riemann en D.

4.2.1. Propiedades de la Integral Doble

Sea f,g: D C R* = R funciones integrables Riemann en el compacto D de area Ap. Entonces se cumple:
. //D[af(w,y) + By(z,y)ldedy = a//Df(x,y)dafdyﬂtﬁ//[)g(x,y)dxdy ; Va,BER
e mAp < //D f(z,y)dzdy < MAp sim < f(z,y) < M en cualquier punto (z,y) € D
. //D flz,y)dzdy < //Dg(x,y)dxdy si f(z,y) < g(z,y) en cualquier punto (z,y) € D

. // f(z,y)dzdy =/ f(%y)dwder/ f(x,y)dzdy siD=D;UD,
D D, Doy

e La funcion |f(x,y)| también es integrable Riemann cumpliéndose:

[ steieas| < [ 156eidoay

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo Il
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92 TEMA 4: Integrales Multiples

e El volumen encerrado por la grafica de f(x,y) sobre la region D se obtiene como: |V = // | f|dxdy
D

e El area encerrada por la regién D se obtiene como?: | A = // dxdy
D

4.2.2. Dominios Rectangulares

Vamos a empezar a estudiar el calculo de la integral doble en dominios D C R? sencillos con forma rectangular
y posteriormente extenderemos nuestro estudio a dominios no necesariamente rectangulares.

Sea R un rectangulo que constituye el dominio en R? de integracion de una
funcion f(x,y) de la siguiente forma?:

R=[a,b] x [c,d] = {(z,y) €ER* : a<x<b, c<y<d}

Definicién 4.2. Integrales Iteradas

Las integrales iteradas corresponden a integrar dos veces, cada una de ellas sobre una tnica variable.

[ [ seivie= [ V 4 (””’y)dy] w [ reven= [ [ A f<x,y>dx] dy

Teorema 4.2. Teorema de Fubini

Sea f: R C R? — R funcion integrable en el rectangulo R = [a, ] X [c, d], entonces la integral doble de
f sobre R es igual al valor de las siguientes integrales iteradas siguientes®:

//Rf(a?,y)d:cdy = /ab /cdf(:b,y)dydx — /cd /ab f(z,y)dzdy

Notar que al igual que se puede derivar una funcién de varias variables con respecto a una sola, manteniendo
constantes el resto de variables®, de la misma forma se puede integrar una funcién de varias variables con
respecto a una unica variable, teniendo en cuenta que la constante de integracion de la integral indefinida en
este caso es cualquier funcién que depende de todas las variables sobre las que no se integra.

Ejercicio 4.1. Encontrar los posibles valores de la funcién f(z,y) sabiendo que el valor de la derivada
parcial f, de una funcion escalar f(z,y) es %ﬁ = 2xy.

Como es la derivada parcial con respecto a la variable x podemos integrar sobre esta misma variable para
recuperar la funcion original:

fo(z,y) = 22y = /fx(x,y)dz = /Qxyda: = M

donde C(y) es cualquier funcion que dependa a lo sumo de la variable y en este caso, ya que se ha integrado
sobre la otra variable x.

2Ya que corresponde con el volumen de un sélido de area de la base A y altura 1. Ver la Seccion 4.2.6, pagina 104.
3Un rectangulo definido de esta forma se denomina cerrado.

4E] teorema de Foubini se puede extender a n dimensiones. Ver la Seccion 4.3.1, pagina 107.

5Ver la Definiciéon 2.13, pagina 27.
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Interpretacion Geométrica

Las dos integrales iteradas® sobre un rectangulo se pueden interpretar geométricamente de la siguiente forma:

. /ij[dj(x,y)dydx /Zb[deJKx,y)dy] di

Suponiendo que f(x,y) > 0, el valor de esta integral es el volumen de
la regién R bajo la grafica de la funcién. Si tomamos este volumen y
cortamos una rodaja a través de un plano paralelo al plano yz a una
distancia x del origen, se tiene una region plana cuyo area viene dada

bor: b pd b
| [ tewivie= [ s

Az)

gfévwmmwzlﬂlvmeVy

Al igual que en el caso anterior, si f(x,y) > 0, el valor de esta integral
es el volumen de la region R bajo la grafica de la funcion. Si tomamos
este volumen y cortamos una rodaja a través de un plano paralelo, en
este caso, al plano xz a una distancia y del origen, se tiene una region
plana cuyo area viene dada por:

d b d
‘//fmmmwz/A@@
C a ) C

Ay

Estos dos resultados estan basados en el conocido como principio de Cavalieri.

Ejercicio 4.2. Determinar el valor de las siguientes integrales dobles:

1 3 1 3
a) / / %y dady b) / / %y dydx
0o J2 o J2

Notar que ambas integrales solo difieren en el orden de los diferenciales y por tanto del orden de integracion.
Como los limites de integracion son distintos, en principio estas dos integrales tienen que tener valores
distintos, ya que los dominios rectangulares de integracion son distintos en cada caso.

a)
1 .3 17 /3 1My z=3 1y
/ / :c2yd:cdy:/ {/ zzydx] dy:/ —z3y d :/ —y(3° - 2%)dy =
0o J2 o L/2 o |3 =2 0o 3

y=1
19
= E(12 —-03) ==

_ 19 1d 191 ,

303/2/ §§y

y=0

6Ver la Definiciéon 4.2, pagina 92.
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4.2.3. Caracteristicas de las Integrales de Funciones de Varias Variables

Vamos a ver dos caracteristicas de las integrales de funciones de varias variables.

e En las integrales indefinidas de funciones de variables variables, la constante de integracién depende
de las variables sobre las que no se integra.

/ F(@,9,2) de = F(z,9,2) + c(u, 2)

e Los limites de integracion en las integrales definidas pueden depender de las variables sobre las que
no se integra’:

b(y)
/()m,y)dw:f(x D)% = Fbw).y) ~ Flay). ) = F)

Ejercicio 4.3. Encontrar el valor de las siguientes integrales de funciones de varias variables.

2

2) / [+ 2] b) /1 :x(xy—ey)dy

a) /[aﬁ%} dx=%3+yln(x)+c<y)

2
’ zy? ¢ 4" : z(l—2z)% | 5.

b)/ (xy —e¥)dy = —— —¢¥ == =
1—2x 2

1—-2z

4.2.4. Dominios Proyectables o No Rectangulares

Vamos a ver dos tipos de dominios no necesariamente rectangulares:

e Una region D C R? es de tipo I o x-proyectable® si existe un intervalo
[a,b] y dos funciones c¢(x) y d(z) continuas en ese intervalo tales que:

D={(z,y) €R*: a<az<b, c(z)<y<d(x)}

Entonces si f(z,y) es una funcion integrable en D se tiene:

d(x)
//f:cydwdy—// Fa.y) dydz

e Unaregion D C R? es de tipo II o y-proyectable? si existe un intervalo
[e,d] y dos funciones a(y) y b(y) continuas en ese intervalo tales que:

D={(z,y) €eR?: a(y) <z <b(z), c<y<d}

Entonces si f(z,y) es una funcion integrable en D se tiene:

b(y)
//fxydxdy—// f(z,y) dedy

Estos dos resultados son conocidos como teorema fuerte de Fubini. ‘

"Notar que en este caso no aparece ninguna constante de integracion al ser una integral definida y por tanto las constantes se
anula en la resta.

8 Algunos textos lo denominan también z-simple o verticalmente simple.

9 Algunos textos lo denominan y-simple u horizontalmente simple.
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4.2. Integrales Dobles 95

Ejercicio 4.4. Encontrar el volumen debajo del plano z = 82+ 5y comprendido en la region D = {(z, y) :
0<x<1,0<y<22?%).

Podemos resolverlo de dos formas posibles, considerando el dominio xz-proyectable o bien y-proyectable.

e Dominio z-proyectable

1 22 1
V= // (8z+6y) dA = / l / (8z + 6y) dy} do = / Swy+3y?
0 0 0
R

1

12 2 12 32
:/(16x3+12x4)da::4x4+€x5‘ =4+ — =|—
0

2z2

dzx

0

0 5 5

e Dominio y-proyectable

V- //(8x+6y)dA: /02 [/;%wwy)dx] dy =
J ;

Py O O

2
2 2
:/ <4+4y—3\/§y3/2) dy = 4y+2y2—My5/2‘ -
0

5 0

6v2v32 48 2
=8+8—¥:16—E= %

Ejercicio 4.5. Encontrar el area comprendida entre las curvas f(z) = 2z e g(x) = 2.

Podemos calcular el area utilizando una integral doble'" sobre una v
funcién unidad f(z,y) = 1 de la siguiente forma: (@)

1 T 1
A= // 1dydzx :/ / dydx z/ ylr, de =
D 0 Ja2 0 g(a) =
1 1 B 1 1 B 1
2 36

1, 1.,

— _ 2 i _ -
—/O(J; x*)dx 5%~ 3%

Dominios Generales

Para dominios més generales siempre se pueden descomponer en dominios de los tipos vistos anteriormente y
calcular el volumen sobre cada uno de ellos y finalmente sumar los valores obtenidos.

dx)

—_— a(y) b(y)

c(x)

10Ver la ultima propiedad de la Seccion 4.2.1, pagina 91.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo Il
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4.2.5. Cambio de Variables en Integrables Dobles

Los cambios de variable apropiados en una integral pueden facilitar o incluso permitir el calculo de integrales
en casos que resulten dificil o imposible su calculo de forma directa.

Vamos a recordar como se realiza el cambio de variable en una integral de una funcién de una variable.

Il
Q
—~

~+

b to
— /f(x)dx= Flo®)g' t)dt

t1

b : ,)
/ f(z)dr = ;lm - g_(lt)dt
¢ 1

~~
3]
I

_
Il
Q @

La condicién necesaria y suficiente para que se pueda realizar un cambio
de variable x — t es que la funcién x = g(t) sea inyectiva'! en el intervalo
[t1,t2], lo que obliga a que en ese intervalo:

g'(t) #0

Un cambio de variable posible sera apropiado siempre que la nueva integral en la variable ¢ sea mas sencilla
de calcular que la original en la variable x.

Vamos a ver una generalizacion del proceso de cambio de variable para integrales dobles.

Teorema 4.4. Cambio de Variable en Integrales Dobles

Sea un cambio de variable (z,y) — (u,v) dada por z = z(u,v) e y = y(u,v) de forma que se establezca
una relacién uno a uno'? entre la regiéon D en el plano xy y la regiéon D’ en el plano uv, de tal forma
que el jacobiano de la transformacion:

Ox Ox
6(1:,3;) _ % % /
J(u,v)—‘a(uw) = @ @ #0 Y(u,v) € D
ou Ov

Entonces:

| @ dsay = [ siotu,o) o160 |dude

donde |J(u,v)| es el valor absoluto del jacobiano de la transformacion.

1Es decir que haya una correspondencia uno a uno entre = y ¢, de forma que para cada = € [a,b] le corresponda un y solo un
te [tl, tg}.
12Es decir, que sea una funcion inyectiva.
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4.2. Integrales Dobles 97

e En esta expresion el término dzdy = |J(u, v)| dudv es el equivalente a la relacion dz = ¢’(t)dt en el caso
de una tnica variable.

e El jacobiano del cambio |J(u,v)| acttia como factor de dilatacion o compresion de las areas al pasar de
D a D' mediante el cambio de variables.

Vamos a ver algunos de los cambios de variable mas utilizados y su correspondiente jacobiano.

Cambio de Variables Lineales

Este cambio de variables (x,y) — (u,v) es el mas sencillo y produce valores constantes del jacobiano de la
transformacion. De forma general se puede expresar como:

x = au + bv A(z,y) Tu To a b
= = = A
{ y=cu+dv } = ‘8(%@) Yu Yo c d det(4)
//f(x,y) dxdy = //f[x(u, v),y(u,v)] | det(A)| dudv
D D’
Ejercicio 4.6. Evaluar la siguiente integral en el dominio dado:
//e%dwdy ; D={(zy): >0, y>0, z+y <1}

D

Notar que la soluciéon analitica de esta integral de forma directa, sin un cambio de variable, es
probablemente imposible. En base a la forma de la funcion, probamos a hacer un cambio de variable

simple:
u=x—y
{ vz ty (4.1)

Para comprobar su validez necesitamos expresar las variables x e y en funcion de u y v. Para ello resolvemos

el sistema lineal de dos ecuaciones con dos incognitas (por ejemplo por reduccion) y determinamos el
jacobiano de la transformacion:

{ z=(u+v)/2 o(z,y)
y=(v—u)/2 d(u,v)

Por tanto es un cambio de variable valido. Probamos su utilidad:

//e% dxdy://f[w(u,v),y(u,v)]|J(u,v)|dudv://e%%dudv
D D’ T

Ahora tenemos que determinar los nuevos limites de integraciéon en las nuevas variables u y v, para ello
estudiamos la transformacion de los dominios (z,y) — (u,v) mediante el cambio de variable (4.1). Los
limites del dominio en el plano zy vienen establecidas por tres rectas establecidas en el enunciado: x = 0,
y=0y x+y=1. Vamos a ver como quedan transformadas estas rectas en el plano uv cuando hacemos
el cambio de variable propuesto.

=0 = {u:—y} = |v=—u
v=y

= {21} = o=

1
= J:‘ 25750 V(u,v)

1 11
2| -1 1
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o D il I

La modificacién de los dominios en base al cambio de variables se muestra en la siguiente grafica:

Yy v
) = 3(u+v) 1 v=1
—_—
y=30-w Iy
r+y=1
z=0 w= —v U=
D
T u
0 1 -1 0 1
y=0

Por tanto, aplicando el cambio de variable propuesto.

1 1—z z—y 1 v “ 1 1 1 “
/ / ety dedy = / / ev = dudv = f/ {ve?
o Jo 0o Jw 2 2 Jo

1

u=v ] 1 !
_ |dv= 7/ vie —e Hdv =
'U/f—'U_ 2 0

1 _
= 1(6 )
0
Notar que en este caso, a pesar de ser un cambio de variables valido, no es nada apropiado, ya que complica
el dominio con respecto al original y en consecuencia, complica el calculo de la integral.

1 2
=53

Cambio de Variables No Lineales

De forma general el jacobiano de una transformacion dependera de las nuevas variables. En el siguiente ejemplo
vemos un caso de cambio de variables de este tipo.

Ejercicio 4.7. Encontrar el valor de la siguiente integral doble:

/D(l + zy) dS

donde el dominio D es el area encerrada por las curvas xy =1, 2y =4, y = x e y = 2x.

Y
Si representamos graficamente las cuatro funciones que > z
delimitan el dominio de integraciéon se obtiene el 3 :
correspondiente dominio mostrado en la zona sombreada 2
de la figura de la izquierda, y que ha sido ampliado y dfe 1
aislado en la figura de la derecha. i A ‘
1 2 3 - Wal e 5 T

Para poder realizar esta integral de forma directa utilizando integrales de tipo I o z-proyectables, es
necesario particionar el dominio en tres partes, como indica la figura de la derecha, dando lugar a:

2z 4/z
/(1+xy )dS = / / (14 zy) dyd:z:+/ / 1+xy)dydm+/ / (1+ zy) dydx
1/v2

Lo cual resulta costoso. Una forma alternativa es aplicar un cambio de variable apropiado. En este caso
como tenemos valores constantes para las relaciones entre las variables y/z y zy, podemos tomar el
siguiente:

u=vy/x N Y =ux A x=+/v/u
v =y y=v/z oz Yy = Juv
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El correspondiente jacobiano de esta transformacion es:

_\/5 1
2U3/2 Q\I'LL'U 1 1 1

Jo N T 4w 4du 2u 2u
2y/u  24/v

Notar varias cosas:

e Al ser un cambio de variables no lineal, el valor del jacobiano depende de forma general de las nuevas
variables del sistema (en este caso particular solo de u).

e El jacobiano de la transformacion siempre se toma en valor absoluto®.

El siguiente paso es la determinaciéon de los nuevos limites de integraciéon en las nuevas variables. Para ello
es necesario conocer la forma del nuevo dominio en que queda transformado por el cambio de variable. En
la siguiente figura se muestran ambos dominios, delimitados por las correspondientes curvas en los planos
de las viejas variables = e y (figura de la izquierda) y en el plano de las nuevas variables u y v (figura de
la derecha).

Y v v =4
4, |
y/z =2 u=y/x
20 | — 3y 1
v =2y u=1 u =2
2, |
1, |
yr =1 1l i
v=1
| | | |
1 2 1 2
X u

Comprobamos que en este caso el dominio complejo inicial se ha transformado en un dominio simple
consistente en un rectangulo, de forma que ya no es necesario utilizar integrales de tipo I, al tener valores
constantes en los limites de integracion’.

Conociendo el jacobiano y los limites de integracién, basta ahora transformar la funcién a integrar en
términos de las nuevas variables:

fay =1+ey 5% fluw)=1+0
V=uT
Como vemos en este caso, la funcién también se ha simplificado con el cambio de variable, de forma,
que salvo por la complejidad anadida que presenta la inclusion del jacobiano, vemos que este cambio de
variables puede resultar ventajoso para la determinacion de esta integral.
Con todos los elementos determinamos la correspondiente nueva integral en las variables u y v:

2 1 12 1 2 2]
/(1+a:y)d5':/ / (1+v)—dudv=f/ (1+v)Inul; dv:flnzl/ (I+v)dv=In2 v+ —| =
D 1 1 2u 2 1 2 1 2 1

= gan

%Ver el Teorema 4.4, pagina 96.
bVer la Seccion 4.2.2, pagina 92.
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100 TEMA 4: Integrales Multiples

Cambio de Variables a Coordenadas Polares

Este cambio de variables es muy comtn en muchas de las integrales con una geometria circular, simplificAndose
generalmente la integral a realizar.

Las variables originales (z,y) se cambian por unas nuevas variables (r,t), con r > 0, t € [0,27) y o, %o
constantes, de la siguiente forma:

cost —rsent
sent rcost

= r o(x
{ T = 2o+ rcost } — ' (,9) = |rcos®t 4+ rsen’t| =1 >0

Yy =1qyg+ rsent

Yr Yt

//f(x’y)dxdy://f(ﬁt)drdt
D 7

Ejercicio 4.8. Encontrar el volumen que hay debajo del plano z = 4 —x — 2y e interior a la circunferencia
2 2
4+ y- =1

El volumen se puede determinar de forma directa calculando la siguiente integral doble:

1 VvV 1—2a2 1 _ — 1

V=/ / (4—x—2y)dydx=/ @—ay -y 2, dxz/ 24 — 2)\/1 — 22 da
—1J-viza? —1 y=—Vvi-e _1

Esta integral no es trivial pero puede hacerse con un cambio de variable apropiado obteniéndose:

1
2
V:/ 24 —2)V1—2%de = g(l—$2)3/2+4x\/1—x2—|—4arcsenac =[4r]
-1

—1

1

Una forma alternativa de calcular el valor de la integral es pasarla a coordenadas polares:

xr =1rcost
y=rsent

} =  f(z,y)=4—x—2y=4—rcost—2rsent = f(r,t)

Determinamos el nuevo dominio de integracion:

r

T =rsent
y=rsent

Y
1
-
¢ . = Como 22492 = 1 se tiene:
\J Pyt =r’=1 = r=1 (cte)

2r i
Por tanto:
2 1 2 1 r=1
V= / / (4 —rcost —2rsent)rdrdt = / 2r% — —r3(cost — 2sent) dt =
o Jo 0 3 r=0
2 1 1 2
:/ {23(cost286nt)} dt:Qtfg(fsenthCost :
0 0

En este caso claramente, el cambio de variables a polares simplifica bastante el calculo de la integral doble.
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4.2. Integrales Dobles 101

Cambio de Variables a Coordenadas Elipticas
Una elipse de centro (zo,yo) v semiejes a,b > 0 con a # b, tiene por ecuacion:

(z —2560) + (y — yo)
a b2
En este caso las variables originales (z,y) se cambian por unas nuevas variables (r,t) con r € [0,1], t € [0,27)
v xg, Yo constantes, de la siguiente forma:

xr = x9+ arcost o(z,y) _
{y:yo—i—brsent } — ‘8(7“,25) B

=1

acost —arsent
bsent  brcost

Ty Tt
Yr Yt

= |abr cos® t+abrsen®t| = abr > 0

//f(a:,y)dmdy://f(r,t)drdt
D D’

Ejercicio 4.9. Utilizando una integral doble, calcular el area de una elipse general centrada en el origen.

La ecuaciéon general de una elipse centrada en el origen es:
2?2
— + 2o 1 b +d®? =d = y=+1Va2b?— b2

a2

En coordenadas rectangulares, y teniendo en cuenta la simetria de la figura, el area se puede calcular

Ccomo:
a pvVa2b2—b2z2
A= 4/ / 1dydx
0 0

Podemos cambiar a coordenadas elipticas':
T = arcost z? P 5 o 5 o )
y = brsent E—I—bfz:r cos“t+resen“t=r"=1 — r=1
r
b
|
T
cost = = Tl V2N 1
a I I
7 - .
a
sent = y
b
2wt

Calculamos el jacobiano de la transformacion:

J(r,t) = Tr &t | _ | acost —arsent | abr cos® t + abrsen® t = abr
Yr Yt bsent  brcost
Por tanto:
1 27 1 7'2 1
A= / / abr dtdr = 2ab7r/ rdr = 2ab7r5 =
o Jo 0 0

13Notar que a diferencia de las coordenadas polares (ver la Seccion 1.3.2, pagina 8), en este caso la variable r no representa ningin
radio, sino un factor de escala que hace variar los radios de las dos circunferencias que generan la elipse (en azul en la figura) desde
cero hasta alcanzar los valores de los semiejes a y b para r = 1.
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102 TEMA 4: Integrales Multiples

sobre el dominio:

Y

Ejercicio 4.10. Hallar la integral de la funcion f(z,y) =

D={2>+(y—-1)%*<1, >0}

El dominio es la mitad derecha de un circulo de centro (0,1) y radio 1. En principio hay varias formas de
resolverlo:

a) Si intentamos hacerla de forma directa necesitamos dos integrales:

y
2
14+V/1—22 902 2 202 2
// e dydx—l—/ / 7\’yy+xdydx
1—v1—22 1

siendo ambas complicadas de realizar.

1 X

También lo podemos intentar cambiando el orden de las variables, integrando primeramente con
respecto a la variable x y después con respecto a y. De esta forma se obtiene una tnica integral:
X

2 py/1-(y-1)? \/W 1
———dxdy
o Jo Y
lo cual es también una integral complicada.
2

1

y

b) Haciendo el cambio de variables a polares, trasladando el origen al centro de la circunferencia, de la
siguiente forma:
y

2

T =17rcost r
{72 ¢ relal i telwiza 1

X

Hay que encontrar la relacion entre r y t en este caso. Metiendo el cambio de variables en la ecuacion
de la circunferencia se tiene:

2?4+ y—1)2%=1 = r?cos®’t+(1+rsent—12=1, ricos’t+r’sen’t=1
2 _ _
r‘r=1 = r=1
La funcién a integrar en estas nuevas variables es ahora:

V2(1 +rsent)? + r2cos? t
f(m7y> y f(r7 ) 1+Sent

Con este procedimiento se obtiene una sola integral, que teniendo en cuenta que el jacobiano de esta
transformacion es |J(r,t)| = r, tiene la siguiente forma:

drdt

"/2/ \/2 1+ rsent)? +r2cos?t

—r/2 1+sent

en la cual hemos conseguido con la transformacion unos limites de integraciéon sencillos, pero el
integrando es incluso méas complicado que los anteriores, de forma que no resulta util.
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¢) Haciendo un cambio de variables a polares normales, es decir considerando el origen en el pto (0, 0),
de la siguiente forma:
y

2

T =1rcost
{y—rsent ;o relo,2] ; tel0,7m/2] ]

X

En este caso hay que encontrar la relaciéon entre r y t. Metiendo el cambio de variables en la ecuacién
de la circunferencia se tiene:

2

P2+ (y—1)%*=1 = ricos’t+(rsent—1)* =1, r?cos’t+1+r’*sen’t—2rsent =1

r? =92rsent =— 1 =2sent

De igual forma, la funcién a integrar queda con esta transformacion:

Y

V2r2sen2t + 12 cos? ¢ _ Vr2 ¥ r2gen?t B V1 +sen?t
rsent o rsent o sent

f(l',y): = f(r7t>:

Por tanto, teniendo en cuenta en este caso el jacobiano en polares'® |J(r,t)| = r se tiene:

/71—/2 2sent mddt /”/2 r? /1 +sen?t
P drdt = C iR
2
0 0 0

2sent

sent sent

/2
dt = 2/ senty/1 + sen? tdt =
0

/2
= 2/ senty/ 2 — cos? tdt
0
Para resolver esta integral podemos hacer el siguiente cambio de variable:

T = cost N t=0 — x=cos0=1
dx = —sentdt t=7n/2 — x=cosm/2=0

Por tanto:

/2 0 1
2/ senty/2 — cos? tdt = —2/ \/2—x2da:=2/ V2 — x2dx
0 1 0

Teniendo en cuenta que:
2
a LT x
/ ana:dezgarcsmf+§ a2 —22+c¢
a

Se tiene:

1 1
x x ™ 1

2 V2 — 22dx = 2 |arcsin — + — 2—x2] —2(+—0—0>— 1+

/0 [ V2 2 o \472

NN

14Coincide con el anterior al ser una circunferencia de radio 1. Ver la Seccion 4.2.5, pagina 101.
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104 TEMA 4: Integrales Multiples

4.2.6. Aplicaciones de la Integral Doble

Vamos a ver algunas de las aplicaciones mas usuales de las integrales dobles.

Calculo de Areas de Regiones Planas

En la Seccion 4.2, pagina 91 se motivo el concepto de integral doble como

herramienta de calculo de voltimenes comprendidos entre una superficie'® z
z = f(z,y) y el plano xy. Si esa superficie es el plano z = 1, el volumen

calculado corresponde con el area del dominio de la integral doble, ya z=1
que V = Ap xh = Ap y siendo la altura h en este caso la unidad. £

:

| —_
Por tanto la integral doble puede ser un buen método de calculo del érea : i h=1
de regiones planas comprendida entre una o varias curvas'®. i i y
H ]
Ap = // dzdy X :
D
Calculo de Volamenes
VA
De forma general la integral doble se suele utilizar para la determinacion fitoy)
del volumen comprendido entre dos superficies'” fi(z,y) v fa2(z,y)
definidas en un dominio determinado D.
V= [ 15i@.9) - falo ) dndy fos)
y
Notar que cuando fo(x,y) = 0 el volumen que se obtiene es el
comprendido entre la superficie y el plano xy (correspondiente 2a z = 0). D

Valor Promedio de una Funcion de Dos Variables sobre un Dominio

Si z = f(x,y) es una funciéon continua en un dominio D C R?, el valor promedio de f (z,y) en dicho dominio
viene dado por la siguiente expresion:

// f(z,y)dA
Valor Medio de f(z,y) = oD

//DdA

Ejercicio 4.11. Determinar el valor medio de la funcion f(z,y) = e*™¥ en la regiéon del plano
D={(z,y):0<2<2 0<y<z}.

Llamando fp al valor promedio de la funcién en D, se tiene:

_ M f,y)dA

T =",

Calculamos cada una de estas integrales:

2 x 2 z 2 1 2 1 1
// flz,y)dA = / / e dydr = / ex+y|0 dx:/ (€*® —e®)dr = —e®® —e®| = et — e 4 =
D o Jo 0 0 2 0o 2 2

15De forma general suponemos que f(z,y) > 0, de otra forma habria que tener en cuenta que el volumen de las partes negativas
es menos el valor de la integral doble.

16Por supuesto también se puede utilizar la integral simple, pero en muchos casos el planteamiento y la resoluciéon del problema
resulta mas sencillo a través de la integral doble.

17Suponiendo ambas positivas.
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Como el dominio tiene forma triangular su area se puede determinar facilmente como Ap = %2 *2 =2,

comprobandose que a través de una integral doble se obtiene el mismo resultado:

2 2 2 22
// dAz/ / dyd:c:/ y|gdx:/ rdr = =
D o Jo 0 0 2

Por tanto, el valor promedio de la funcién en el dominio seréa:

2
=2
0

fp = ffo(x,y)dA _ %‘34*62+% _ et — 22 +1
P I, dA 2 4

Calculo de Propiedades Fisicas de Figuras Planas

e Masa

Sea una lamina plana comprendida en un dominio D dado y sea p(x,y)
una funciéon que define la densidad superficial'® en cada uno de los
puntos (z;,y;) de la placa en D con area A;;. Entonces la masa de la
lamina puede ser determinada de la siguiente forma:

dm = p(x,y)dA = m = //D p(z,y) dxdy

e Momentos Estaticos y de Inercia

Consideremos una lamina plana definida en un dominio D, con area Ap y densidad
superficial variable p(x,y). Sea (x;,y;) cada uno de los puntos que componen la
placa.

— El momento estatico'” de una particula con posicién (x;,%;) alrededor de un eje es el producto de
su masa por la distancia que la separa a ese eje. En base a esta definicion, los momentos estdticos de
una figura plana completa con respecto al eje x y con respecto al eje y vienen dados por las siguientes

expresiones:
M. :// yp(z,y) drdy ; My:// zp(z,y) dzdy
D D

donde p(z,y) es la densidad superficial de la placa, definida en el punto anterior.

Los momentos estdticos aparecen en el contexto del calculo de vigas (tension cortante) en ingenieria
estructural y también se utilizan en el calculo del centro de masas, como veremos a continuacion.

— El momento de inercia de una particula alrededor de un eje es el producto de su masa por el
cuadrado de la distancia que la separa a ese eje. En base a esta definicién, los momentos de inercia
de una figura plana completa con respecto al eje x, con respecto al eje y y con respecto al origen de
coordenadas, vienen dados por las siguientes expresiones:

L[| vowwisay i 1= [ ooy
D D

Los momentos de inercia representan una medida de la oposiciéon que presenta un cuerpo a girar
respecto a un determinado eje o punto.

18La densidad superficial de una regién plana es la relacién entre su masa y su area.
19También denominado primer momento de drea o momento de primer orden.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo Il



106 TEMA 4: Integrales Multiples

e Centro de Masas
El centro de masas®® de una lamina plana es el punto geométrico que dindmicamente se comporta como
si en €l estuviera aplicada la resultante de las fuerzas externas al sistema.

De forma préctica, el centro de masas de la placa se puede determinar colgando la lamina sobre un par de
sus puntos (en color rojo en la figura de abajo) y disponiendo en ellos una plomada?! que defina dos lineas
verticales. El punto de corte de ambas (en color azul en la figura) corresponde con el centro de masas.

Centro de
Masas

Linea de plomada

Linea/de plomada [

De forma matematica, las coordenadas del centro de masas (z.,y.) de una lamina plana vienen dadas por
el cociente entre los correspondientes momentos estdticos con respecto a cada eje (ver punto anterior) y
la densidad de la figura, de la siguiente forma:

m":ﬁ&::ﬁéjéfﬁg% ; upzﬁézﬁﬁ;ﬁfi?jf
" .ﬂf@wm " ‘ﬂfwmm

Calculo del Area de una Superficie

La integral doble puede ser utilizada para la determinacion del area Ag de una
superficie definida por una funciéon z = f(z,y) sobre un dominio D, que viene
dada por la siguiente féormula:

A®) = [ i+ G+ @) oy

Si la ecuacion de la superficie estd dada en forma implicita de la forma f(z,y,z) = 0, la féormula anterior se
transforma en:

B+

Puede verse una explicacion de estas formulas en la Seccion 5.4.2; pagina 137.

20En fisica, el centro de masas, el centroide y el centro de gravedad son conceptos distintos, pero bajo ciertas circunstancias,
pueden coincidir entre si. El centro de masas depende de la distribucion de materia, el centroide es un concepto puramente
geométrico que depende de la forma del sistema, mientras que el centro de gravedad depende también del campo gravitatorio. De
esta forma, se tiene que:
— El centro de masas coincide con el centroide cuando la densidad es uniforme o cuando la distribucién de materia en el sistema
tiene ciertas propiedades, tales como simetria.
— El centro de masas coincide con el centro de gravedad, cuando el sistema se encuentra en un campo gravitatorio uniforme (el
moédulo y la direcciéon de la fuerza de gravedad son constantes).

21Una plomada es una pesa normalmente de plomo, que mediante la cuerda de la que pende marca una linea vertical.
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4.3. Integrales Triples

La definicion de la integral doble?? de una funcién escalar f : R*> — R sobre una superficie D € R? se puede
extender para definir las integrales triples de funciones escalares f : R* — R sobre solidos S € R*.

Definicién 4.3. Integral Triple de Riemann

Sea una funcién f: S € R® — R acotada en el compacto S. Se dice que f es integrable Riemman en S
si existe y es finito el siguiente limite:

drdydz = li
//S ey 2jtordyele (Aw,Ay,AlIzI)l%(O,O,O)

n m T
=1 j=1k=

K2

F (5,95, 26) Az Ay Az,
1

Geométricamente la integral triple se puede interpretar
como el hipervolumen de R?* que se encuentra debajo de
un solido de R? dado por la funcion w = f(x,y,2) en
un dominio determinado. Sin embargo fisicamente es mas
sencillo de entender, suponiendo que la funcién f(z,y, z)
define una distribucion espacial de una propiedad escalar
como por ejemplo densidad, temperatura, presion, etc., de
forma que la integral triple representa una suma infinita
del valor de la propiedad en cada punto de un diferencial

F, Tevehiren]

L]
_za0n
1, Teylinn] o 1, [eyetmm] 0.1

(b)

0.01

g sy - 0.001

00801

de volumen. v i " s
L% 70 [ 1, Ieyolimm] 1, feyetmm)
ey " S )

4.3.1. Integrales Triples Iteradas

e En el caso de que el dominio S sea un paralelepipedo rectangular de la forma:

£l
S = [a,b]x[c,d]x[e, f] = {(z,y,2) ER® : a<2<b c<y<d, e<z<f} - ;
——y
b

X

la integral triple se define como una secuencia de tres integrales iteradas de la formas:

//Sf(x,y,Z)dV = /ab/cd/:f(x,y,z)dzdydx

donde por la extension del teorema de Fubini®® a n dimensiones, no importa el orden de integracion.

e Un caso mas general es cuando S es un solido acotado?*:

— La dimension = varia entre los valores fijos = a (inferior) y « = b (superior).

— La dimensién y esta acotada entre dos curvas que dependen de la variable z, inferiormente por
y = hi(x) y superiormente por y = ho(x).

— La dimension z esta acotada por dos superficies dependiente de las variables (x,y), inferiormente por
z = hi(x,y) y superiormente por z = ho(z,y).

22Ver la Definicién 4.1, pagina 91.
23Ver el Teorema 4.2, pagina 92.
24 Aqui las variables z, y y z pueden referirse a cualquiera de las tres variables de la funcién.
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h(x.y)

g

ﬂ b g2(x) ha(z,y)
flz,y,2)dV = / / / flz,y,2)dzdy dzx "
& a Jgi(z) Jhi(zy) — ;/ ha(x,y)

21(x)

2(x)

Notar que en este caso se integra primero sobre la variable z resultando una funcién que dependera de x
e y, (ya que sus limites de integracion dependen de ellas), quedando una integral doble del tipo visto en
la seccion anterior. Por supuesto, que el teorema de Fubini permite que existan diferentes opciones en el
orden de integracion.

Las propiedades de la integral triple son similares a las propiedades de las integrales dobles®®, teniendo en
cuenta que ahora el volumen encerrado en un determinado sélido S puede definirse por:

b rg2(x) pha(zy) g2(x)
Vz[//lde/ / / dzdyda:—/ / [ho(x,y) — hy(z,y)] dy dx
e a Jgi(x) Jhi(zy) 91(x)

Ejercicio 4.12. Encontrar el volumen comprendido en el primer octante del espacio euclideo acotado
por el plano:

z2=2—y/3—2x/3

En la siguiente grafica se muestra el corte del plano en el
primer octante. Primeramente determinamos la recta de
corte en el plano zy haciendo z = 0:

y:672x (3,0,0)

T 71/7: 6-21
El volumen puede determinarse mediante una integral doble o una integral triple:

e Integral doble

3 p6—2z 3
y 2 145 2
2—=—— |dydx = 2y ——y" — =
/0/0 ( 3 3)”/0ly6y 3"

° 1 2 2 212 , 2 3 2
= 2(6 —2x) — = (6 — 22)* — —x(6 — 22) | dx = —z®—4x+6| dr = —x° — 22° + 6z
. 6 3 E 9

y=0

y=6—2x
] dx =

3

S0

0

e Integral triple

3 p6—2z p2—-y/3—2z/3 6—2x
/ / / ldzdydz—/ / z\z 2-y/3- 21/3:| dydx =
0o Jo 0
3 6—2z
y 295)
= 2—>— — |dydr
WA S

Que corresponde con la integral doble anterior.

25Ver la Seccion 4.2.1, pagina 91.
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Ejercicio 4.13. Evaluar: / / / (xy + z) dx dy dz.

/03/02/01(my+z)dxdydz: //[:cy—kxzw:}dydz_ //[y+z] dydz =
y2] dz = /03(1+22)dz—z+z

3
1
_ n = [12]
/O [43’ Y=o 0

1—z 2—x—y
Ejercicio 4.14. Evaluar: / / / (x +y+z)dzdydx.
0

1 1—x 2—x—y 1 1—x 1
// / (x4+y+2z)dzdyde = // [(x+y)z+222
o Jo
1—x 1 1 1—z 1 1
// [ery 2—z—y)+ (ny)z} dydx = // <22$2xy2y2)dydx—
o Jo

_/ 2—1x —x —f:c — ‘ylx /1 E_2x—|—1fc dx—Ex x—f—ix‘*r— 7
B A v’ o \6 6 6 247 1o T |8

z=2—x—y

} dydx =

4.3.2. Cambio de Variables en Integrables Triples

Teorema 4.5. Cambio de Variable en Integrales Triples

Sea un cambio de variable: x = z(u,v,w), y = y(u,v,w) y z = z(u,v,w) de forma que se establezca
una relacion uno a uno entre el solido S en el plano zyz y el solido S’ en el plano uvw, de tal forma
que el jacobiano de la transformacion:

Ty Ty Tw
=| Yu Y» Yu |#0 Y(u,v,w) € 8’
2y Ry Rw

(z,y, 2)

I, 0,0) = ‘3(u v, W)

Entonces:

// f(x,y,z)dmdydz:// flz(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)]||J(u, v, w)| |dudvdw
S S’

donde |J(u,v,w)| es el valor absoluto del jacobiano de la transformacion.

Vamos a ver dos de los cambios de variable mas utilizados y su correspondiente jacobiano.

Cambio de Variables a Coordenadas Cilindricas

Cube with sides
parallel to the
zy coardinate axes zy
2 | z = constant

Este cambio (z,y,2) — (r,0,2) con r > 0, % reos)

1. ¥ = rsini!
0 €10,27) y z € R puede utilizarse cuando el z-2
dominio tiene una geometria cilindrica. e P .

T e - "---._____ = constant
--; / = constant --;
X
Cartesian riz-space Cartesian xyz-space
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El jacobiano de esta transformacion es:

T = rcost oz, y,2) T,

y =rsent = =1 y,
_ a(r,0,2)

z2=z Zr

Ty X, cost)l —rsenf 0
rcosf 0 | =rcos®O+rsen®d =[r|>0

Yo Y. | =| senf
2o 2 0

0

1

//s flz,y, 2) dedydz = //S, Flz(r,8,),y(r,0,7), 2(r, 0, 2)] [ |drdod=

T = arcost
z2=2z

Ver la Seccion 4.2.5, pagina 101.

De forma general si el cilindro es de tipo eliptico de la formas:

el cambio de variables correspondiente y su jacobiano asociado son:

y = brsent , rel0,1], tel0,2n] =

‘ |J(r,t, )| = abr‘

Ejercicio 4.15. Calcular la integral:

forma:

4<r?2<16

Clases de Céleulo Il

extendida a la region del espacio: D = {(z,y, 2)

=

///D 22yzdV

La proyeccion de la region S en el plano zy queda:

s 4<2?+9y? <16, 2,y >0, 0< 2 < 3.

El dominio corresponde con el volumen entre dos cilindros, de radios 2 y 4, que se encuentra en el primer
octante y con altura 3. Utilizando coordenadas rectangulares (x,y, z) hay dividir el dominio en dos partes:

La integral se puede calcular de forma directa en las variables (x,y, z) a través de dos integrales de la

2 /I6—2% /3 4 pV16—a22 3
/ / / 22yz dzdydx + / / / 22yz dzdydx
o Jvi—zz Jo 2 Jo 0

La vamos a resolver en coordenadas cilindricas:

@ =rcost f(rcost,rsent,z) = r? cos?(t)rsen(t)z = zr> cos® tsent
y:TSGHt —— $2+ 2_’]"2
2=z vy =

, rE€[2,4], t€0,7/2]
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Por tanto, teniendo en cuenta que el jacobiano de la transformaciéon en coordenadas cilindricas es r, se
3
drdt =

tiene®:
7/2 4 43 ©/2 4 2
/ / / 2r* sen(t) cos2(t)dzdrdt=/ / Z_r3sen(t) cos*(t)
0 2 Jo 0 2 2 0

71'/2 4 ﬂ'/2 45725 44 4 7\'/2
= 2/ / r*sen(t) cos? (t)drdt = g/ 5 sen(t) cos?(t)dt = TG sen(t) cos?(t)dt =
0 0

“/2__1488(0_1)_ 1488
o b 5

Ejercicio 4.16. Calcular la siguiente integral:

0s3 ¢

// c__av

D a? 4+ y?

donde D esta limitado por las superficies 22 + y?> =2z y z = 3.

El dominio corresponde con un paraboloide con vértice en el origen y altura 3.

A esa altura el radio de la circunferencia es v/6. La integral se puede calcular
de forma directa en las variables (z,y, z) como:

dzdydx

V6—z2 P
/ / Vo—a? /<x2+y2>/2 V2 4+ y?

Resulta méas sencillo hacer la integral en coordenadas cilindricas de la siguiente forma:

f(rcost,rsent, z) = : z

T =rcost /z2+y2:;
Yy =rsent -
z=2z

1
z=(*+y%)/2= 57"2
La proyeccion de la region S en el plano zy queda:

2?2 +y? =r?cos’t +risen’t <6 = r’<6 — , r€[0,V6], tel0,27]

Por tanto, teniendo en cuenta que el jacobiano de la transformacion en coordenadas cilindricas es r, se

tiene:
2 2w /6 3 2r /6 52 3
/ / / frdzdrdt / / / zdzdrdt = / / — drdt =
r2/2 r 0 0 r2/2 0 0 2 r2/2
| VR e 1 e oYy 36\f 376 %"
— - drdt = — | dt==- dt = dt =
2/0 /0 (3 22) " 4/0 or 15|, 4/0 0V~ 20 J,

2Como en este caso el dominio del problema en coordenadas cilindricas tiene forma de paralelepipedo, el orden en las variables
de integraciéon pueden intercambiarse libremente.
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Ejercicio 4.17. Calcular la integral triple de la funcion f(z,y,z) = 1+ (224 5?)? sobre la region S c R?

limitada por el cono z = \/z2 + 92 y el plano z = 2. 2
. . ) 22 + y2 —4
Esta integral se puede calcular de forma directa en las variables (z,y, 2)
de la forma: ﬂ’
Vi—z?
/ / / [1+ (2 + y*)] dzdydx y
Va—z2 m2+y 0

xT
Resulta més sencillo hacer la integral en coordenadas cilindricas de la siguiente forma:

T =rcost 2\2 4
t t =1 =1
{ f(rcost,rsent, z) + (r?) +7

=rsent
y z=\/12+y2=r

z=2z
La proyeccion de la region S en el plano zy queda:

2?4y =r?cos’t+risen’t <4 — r’<4 — , 7€0,2], t €]0,27]

z

YAS

Por tanto:

2 2 2 2 2 2T 2
/ / / (1 + r*rdzdrdt = / / (1 +rH7r(2 —r)drdt = / / (2r — % 4+ 2r° — %) drdt =
o Jo Jr o Jo o Jo

27 2 27
1 1 1 92 184
2 3 6 7
= LT |ae= [ Zar=
/0 lr 37 T3 T 0] /0 T T

Ejercicio 4.18. Calcular el volumen del sélido limitado por el cilindro 2% + y? = 2y, el paraboloide
2?2 4+ y? = 2z y el plano zy.

El cilindro tiene su centro desplazado del origen en la variable y. Buscamos su ecuacién canénica:
2+ (y—yo)? =R ; 2?+y’ =2y +ys =R 5 2+ " =2yy0 + (R® —yp)

200=2 = yo=1
R2—y2=0 — R=1

La base del cilindro en el plano zy tiene su centro en (0,1) y su radio es 1. Por su parte el paraboloide
tiene el vértice en el origen, cumpliéndose:

}:>x+ 1) =1

2 2
4+ y =2y B
22+ y? = 22 = z=Y
Por tanto el paraboloide corta a corresponde con una circunferencia de radio 2 a una altura z = 2.

z y

dominio / \ AN
/ |
/ 1
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El volumen pedido se puede obtener calculando la integral en las variables (z,y, z) de la siguiente forma:

1 1+vV1—z? (z24+4%)/2
/ / 1dzdydx
—1Jv1-v1—-22J0

Vamos a calcular la integral en coordenadas cilindricas:

T — rcost x2+y2:2y — 72 =2rsent = r = 2sent
y =rsent = tel0,n] , rel0,2]
zZ=2z — (12 2 _1 2
z=(z +y)/2—2r
z
zZ
2
M\
dominio / ‘ . 1 \
‘/ \ / \\\
y ‘ - 2
2 2 2 1 X 1 2

Por tanto, teniendo en cuenta que el jacobiano de la transformacion en coordenadas cilindricas es r, se

tiene:
T 2sent r2/2 T 2sent 1 T 2sent 1 T 4 2sent
/ / / rdzdrdt :/ / ’I“Z|82/2 drdt = f/ / r3drdt = f/ T dt =
o Jo 0 o Jo 2o Jo 2Jo 41
1 [ 3 1 1 T 3
= 2§ /0 2t sent dt = 2 [St + o sen(4t) — 1 sin(2t) J =27
Donde hemos tenido en cuenta:
3 1 1
/sen4 xdr = 3% + 2 sen(4x) — i sin(2x) + ¢
Cambio de Variables a Coordenadas Esféricas
Cube with sides
parallel ta the it = constant
7 coordingte axes 3 .,

A/ﬂh--m".

¥ = p5in g oos
¥ o= psin g sin g

Se puede utilizar cuando el dominio tiene una
3 P F=pCosy
geometria esférica. ) Eoeese | |
— ¢ = constant

.,
»

Carlesian pef-spEce Cartesian xyz-spae

Este cambio (z,y, z) — (p, ¢, 0) presenta un punto mediante su distancia al origen r = /a2 4+ y2 4 22, el dngulo
polar 6 de su proyeccion sobre el plano XY y el angulo ¢ que forma su radio vector con la parte positiva de eje
z,conr >0,0€[0,21) y ¢ € [0,7]. El correspondiente jacobiano de esta transformacion es:

T = rsen ¢ cost Tr To Te sengpcosf) —rsen¢sent rcos@cost
A(x,y,2)

y = 7sen ¢sen = 3.0 =| Y Yo Yo |=| senpsentl rsen¢cost =

Z =1CoS¢ (r,0,9) Zr 29 24 cos @ 0 —rsen ¢

= —r?seng — ‘|J(r,€,¢)| :r2sen(/§‘

//S f(z,y, z) dedydz = //S/ flz(r,0,0),y(r,0,6),z(r,0, p)) d7'd0d<;5

Pedro José Hernando Oter
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T = xg + arsen ¢ cosl
Yy = Yo + brsen ¢ sen 0
zZ =29+ crcoso

)

(x — 30)?

+

(y — 90)2

(2 — 29)?

a2

el cambio de variables a coordenadas elipsoidales®”

€ [0,1],

b2

¢ € [0,7],

2

0 € [0, 2]

Para el caso de un elipsoide®® centrado en el punto (zg, yo, 20) de la forma:

=1

y su correspondiente jacobiano asociado son:

‘ |J(r, ¢,0)| = abcr®sen ¢

T = rsen¢cosb

zZ =Tcos¢

21 /2
=)
0 0

22 492 + 22

=1

=

x2+y2:1

Ejercicio 4.19. Evaluar la siguiente integral:

///‘/42 dv

donde V' es la mitad superior de la esfera unidad.

— Yy =

La esfera unidad tiene el centro en el origen y radio 1, por tanto:

=/1-22— 2

1—(z—2)2

La integral se puede calcular de forma directa en las variables (z,y, z) como:

Vi—z2 1— a:2—y
/ / / 4z dzdydx
Vi—z?

26Ver la Seccién A.2.1, pagina 157.

y = rsen¢senl = f(r,¢,0) = 4rcos¢

1 27
_/ g =[]
2 0

1 27 /2 27 1
dodl = / / cos ¢ sen ¢ dopdf = / —sen? ¢
0 o Jo 0o 2 0

X

mientras que la proyeccion de la misma en el plano xy viene dada por la siguiente circunferencia:

Resulta més sencillo hacer la integral en coordenadas esféricas de la siguiente forma:

r
1
y — 5,
27
0

Teniendo en cuenta que el jacobiano de la transformacién en coordenadas esféricas es r2 sen ¢, se tiene:

2 pm/2 pl 2 pm/2 pl
/ / / 47 cos ¢r? sen gpdrdpdd = 4 / / / 3 cos ¢ sen ¢ drdpdf =
o Jo 0 o Jo 0

/2
df =

27Generalizacion de las coordenadas elipticas (ver el Ejercicio 4.10, pagina 102) en el espacio R3.
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Ejercicio 4.20. Calcular el volumen del s6lido que se encuentra comprendido entre el cono z = /x2 + y?2
y la esfera 22 + y? + 22 = 2.
La esfera esté desplazada en el eje z. Vamos a encontrar el valor del desplazamiento zg y de su radio R:

20=1 = 29=1/2
20,20 (0 N2 _ p2 2,2, .2 _ 2.2 0 0
Por tanto es una esfera de centro (0,0,1/2) y radio R = 1/2.

El punto de corte del cono con la esfera viene dado por:

22 = 2% + 42 2 z=0
{x2+y2+z2=z = =2 9o ;o 2=1/2

Por tanto la circunferencia en la parte superior del cono a una altura z = 1/2,
tiene por radio 1/2 al cumplirse la ecuacion: 2 +y? = (1/2)?, que coincide con
la proyeccién en el plano zy.

X

Teniendo en cuenta la simetria del problema, la integral se puede calcular de forma directa en las variables
(z,y,2) como:

172 p/1/4—a®  1/24+/1/4—a2—y
/ / / dzdydx

2+y

Resulta mas sencillo hacer la integral en coordenadas esféricas. Las ecuaciones de la esfera y del cono en
estas coordenadas quedan de la siguiente forma:

gc:rsengcosz 224+’ +22=2 = r’=rcosp =
= rsen @ sen -
Y z=/22+y? = rcos¢ =rsend —> cos¢p =sen¢ —>

Z=Tcos¢
De forma gréfica, los dominios en los dos sistemas de coordenadas quedan de la siguiente forma:

Teniendo en cuenta que el jacobiano de la transformaciéon en coordenadas esféricas es r2 sen ¢, se tiene:

2w pmw/4 pcos¢ 27 pm/4 3
/ / / r senqbdrdqbdﬁ —/ / —sengﬁ
1 2 1 . /4 2 3 1 2 =
= - —= df = — —df = — df =| —
3/0 10089 o 12/0 4 16/0

cos ¢ 27
dodf = / / cos® ¢ sen ¢ dodf =
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Ejercicio 4.21. Encontrar la masa de un solido S comprendido en el interior del cilindro x? + 3% = 1,
debajo del plano z = 4 y arriba de la esfera 22 + y? + 22 = 1, si la densidad de cada punto del mismo es
proporcional a su distancia al eje del cilindro.

6
La densidad se puede expresar como p(z,y,z) = ky/x2 +y? con k > 0. La
masa se puede calcular entonces en coordenadas cartesianas como:

| I 4 S
kv/2? 4+ y? dzdydz :

¥y
\_"
X

. . L. - z
Podemos intentar hacer la integral en coordenadas esféricas®®, quedando las 4

ecuaciones del plano, el cilindro y la esfera en estas coordenadas como:

Z‘:TSGH(bCOSQ z2=4 = TCOS¢:4 — r:coiqfo

y = rsen¢gsenf == 2>+’ =1 = rlsen’¢p=1 = r=
Z=1rcos¢} 22+’ +22=1 = r=1

1 r
sen ¢

En estas coordenadas la integral se transformaria en dos al barrer el angulo ¢:
desde 0 hasta arctan(1/4) (borde del plano) le corresponde al plano superior y desde 1y
arctan(1/4) hasta /2 le corresponde a la pared del cilindro. 1

Teniendo en cuenta que la funcion densidad en coordenadas esféricas se transforma en p = kv/x2 + 2 =
krsen ¢ y considerando el jacobiano de la transformacion 72 sen ¢ se tiene:

27 parctan(l/4) p4/cos¢ 27 pm/2 1/sen ¢
/ / / kr sen ¢r? sen ¢ drdpdf + / / / kr sen ¢r? sen ¢ drdédd
0 0 1 0 arctan(1/4) J1

Z

4
Si utilizamos coordenadas cilindricas?® para este caso se tiene:
T =rcost z=4
y =rsent — ?+yP=1 = r=1
2=z 2+t +2=1 = z=V1-1r2 )
teniendo en cuenta que r es la distancia del origen a la proyeccion del punto en el 2~
plano zy. i 1y

La funcion densidad en coordenadas cilindricas es p = ky/x2 + y2 = kr y por tanto la integral en estas
coordenadas, considerando que el jacobiano es r, queda:

2 pl pd
/ / / krrdzdrdt
0 o Jvi—r2

de forma que claramente este cambio de variables es méas apropiado en este caso. Calculamos el valor de

esta integral:
27 1 4 27 1
k/ / / 2 dzdrdt:k/ / r2(4 — /1 —r2) drdt
o Jo JVi—r? o Jo

Teniendo en cuenta que:

1
/mQ\/(l — 2 de = —2(1 —x?)3/% 4 g 1—22+ 3 arcsen(z) + ¢
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se tiene:
27 2w 4 r 1 1
/ / l—r)drdt—k:/ —rd 4 = (1—r?)32 = \/1—r2—farcsen(r) dt =
0 3 4 8 8 0
L /2’r LR W P S W
= _— == = = = — T
0 3 82 3 16
Ejercicio 4.22. Encontrar el volumen de la regiéon encerrada entre las superficies z = 22 + ¢ y

z=10—xz? — 29

La superficie z = 22 + y? es un paraboloide circular con vértice en el origen y z
la superficie z = 10 — 22 — 292 es un paraboloide eliptico invertido con vértice 10
en z = 10. La proyeccion en el plano xy de la curva de corte entre ambas viene
dada por:
e=atty — 2242 =10-22 -2 = 222 +3y% =10
z=10— 22 — 2y?
2 2 -
T ! 7
LR | |
10/3

que corresponde con una elipse centrada en el origen y semiejes a = V5 y g y

b=,/10/3. X

En coordenadas cartesianas este volumen se puede calcular como:

10/3— 2/3352 10—z —2¢?
/ / / dzdydx
10/3 2/3x2 Jx24y?
En este caso el problema no tiene una geometria esférica y lo méas conveniente es utilizar coordenadas
cilindricas generales®® de la siguiente forma:

10
2., .2 2 2 2
— z=x"+ = z=|(Hcos“t+ —sen“t |7
x = \/Brcost Y ( 3 )

Y= 1—3?7“ sent -

20

2=z z2=10—-2° -2 = z:10—<5cos t+3sen t) 2

Por tanto, la integral, teniendo en cuenta que el jacobiano en estas variables es |J(r,t,2)| = r/ 22, queda:

27 5cos t+ 20 sen t) 50
/ / / T4| — dzdrdt =
5 cos?2 t+-5 10 gen2 t) 3
27
/5 20 , 10 ,
/ / <1O 572 cos? t — 37" sen?t — 5r2cos? t — 37" sen t) drdt =
50 2m 50 27
=4/ —/ / r (10 — 1072 cos? t — 1072 sen? t) drdt = 104/ — / / (7“ — r3) drdt =
3 0 0 3 0 0
27 27
r? 7‘ 5 /50 50 2
=10 —_ - — dt — dt =5 — =25 —
VARG A

28Ver la Seccion 4.3.2, pagina 113.
29Ver la Seccion 4.3.2, pagina 109.
30Ver la Seccion 4.3.2, pagina 109.
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118 TEMA 4: Integrales Multiples

4.3.3. Aplicaciones de la Integral Triple

El concepto de integral triple permite extender las aplicaciones de la integral doble®! a sélidos tridimensionales.

Calculo de Volamenes

hy(x,y)

Como se ha visto en la Seccion 4.3.1, pagina 107, la integral triple Q

nos permite calcular volumen encerrado en un espacio tridimensional
limitado por dos superficies hq(z,y) y ha(z,y) y dos curvas gi(x) y g2(x)
de la siguiente, dispuestas como indica la siguiente figura, de la siguiente \é/ ha(x)
forma: Y
a
X 21(x): 2(x)

b rga(z) rha(zy) b rga(z)
V:///ldV:/ / / dzdydm:/ / (ha(z,y) — hi(z,y)) dy dzx
a Jgi(z) Jhi(zy) a Jgi(z)

S

Valor Promedio de una Funcion de Tres Variables sobre un Dominio

Si f = f(x,y, 2) es una funcién continua en un dominio D C R?, el valor promedio de f(z,y, z) en dicho dominio
viene dado por la siguiente expresion:

f(z,y,2)dV

///DdV

Valor Medio de f(z,y,2) = //D

Calculo de Propiedades Fisicas de Figuras Tridimensionales

e Masa

Sea un solido tridimensional comprendido en un dominio D dado y sea
p(z,1, 2) una funciéon que define la densidad®? en cada uno de los puntos
(z4,i,2;) en D con volumen V;. Entonces la masa de la lamina puede
ser determinada de la siguiente forma:

dm = p(x,y, z)dV = m = ///D plz,y,z)dV

e Momentos Estaticos y de Inercia

Consideremos un soélido tridimensional definido en un dominio D, con
volumen Vp y densidad variable p(z,y, z). Sea (x;,y;,2;) cada uno de
los puntos que componen sélido.

31Ver la Seccion 4.2.6, pagina 104.
32La densidad de una particula es la relacién entre su masa y su volumen.
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4.3. Integrales Triples 119

— Los momentos estaticos®® de una particula con posicién (x;,;, z;) con respecto a un plano viene
dado por el producto de su masa por la distancia que la separa a ese plano. En base a esta definicién,
los momentos estdticos de una figura tridimensional con respecto a los planos zy, yz y zz vienen
dados por las siguientes expresiones:

My, =///DZP(x,y,Z) v My, =///Dxp(fv,y,2) dv M, =///Dyp(x,y,z) av

— Los momentos de inercia®* alrededor de los ejes coordenados, denotados por I, I, de un sélido
definido en un dominio D con respecto a los ejes x, y y z y con respecto al origen de coordenadas,
vienen dados por las siguientes expresiones:

Im:///D(yZ—FZQ)p(m,y,z) dv [y:///D(m2+zz)p(x,y,z)dV IZ:///D(JE2+y2)p(1:,y,z) dv

De igual forma, el momento de inercia respecto al origen de coordenadas, I, viene dado:

I():w($2+y2+2’2)p(3§,y,5)dv = I:1;+Iy+IZ
D

Los momentos de inercia representan una medida de la oposiciéon que presenta un cuerpo a girar
respecto a un determinado eje o punto.

e Centro de Masas

Las coordenadas (7., ., z.) del centro de masas®’ de un sélido tridimensional vienen dadas por:

///“"”y’ v ///y/wyv av ///szy, v
e ~ e e

33También denominado primeros momentos o momentos de primer orden.
34Ver la Seccion 4.2.6, pagina 104.
35Ver la Seccion 4.2.6, pagina 104.
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5.1. Introduccion 123

5.1. Introduccién

Vamos a ver una extension del concepto de integral de funciones de varias variables a lineas y superficies. Para
ello analizaremos en las correspondientes secciones los conceptos generales de curvas y superficies en espacios

R"™.

5.2. Curvas en R"

Definicién 5.1. Curva o Camino en R”

1

Una curva' o camino en R" es una funcion vectorial continua C : t € [a,b] C R — C(t) € R", con
a,be R, a<b.

xr1 = .’171(t>
C(t) = [z1(), za(t), -+ an(t)] =

By, = T ((6)

e Los puntos C(a) y C(b) son respectivamente el origen y extremo del camino.
e Cuando C(a) = C(b) se dice que la curva es cerrada.

e La variable real ¢t se le denomina parametro y la expresion que define la curva es su forma
paramétrica.

cw®

y=y()
. M z=2()

'\/ y

Nota 5.1. Existen infinitas formas paramétricas de una misma curva.

Las funciones f : R — R del tipo y = f(x) se pueden poner facilmente de forma paramétrica llamando z al
parametro, de forma: C(x) = [z, f(z)].

Ejemplo 5.1. Curvas en R? y R?

y
b

PZE N

X

SIS
Il
SRS

Ejemplo 5.2. Curva cerrada

Y
La siguiente curva de R — R? define un camino cerrado que recorre la
circunferencia de centro (1,3) y radio 2.
C(t)
B ~f z(t) =14 2cost .
et =) { S 25T ot -
. x

IVer la Seccion A.1, pagina 152.
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124 TEMA 5: Integrales de Linea y de Superficie

Definicién 5.2. Curva Simple y de Jordan

e Una curva C(t) se dice simple si no se corta a si misma, es decir, si admite una parametrizacion
inyectiva®.

e Una curva simple cerrada se denomina curva de Jordan.

Ejemplo 5.3. Curva, Curva Simple y Curva de Jordan en R?.

y y Y

? i S

T T

T

Curva Curva Simple Curva de Jordan

Definicién 5.3. Trayectoria, Traza o Soporte

Se denomina trayectoria, traza o soporte de una curva C(t) a la imagen de la funcion C(t), es decir,
al conjunto de puntos [z1(t),- -,z ()] de la curva C(t).

No hay que confundir la curva con su trayectoria:
e La trayectoria es un conjunto de puntos de R"™.

e La curva es ademas de la trayectoria, la forma paramétrica de obtenerla.

Ejemplo 5.4. Curvas y trayectorias

e Las siguientes son dos curvas distintas en R? que tienen la misma trayectoria.

Yy
G =t  0<t<1 !
{ Colt) = [26,2]  0<t<1/2 v

1

La curva Cs(t) recorre la trayectoria al doble de velocidad que lo hace Cy(t).

e Las siguientes dos curvas de R? también son distintas con la misma trayectoria.

Y
1

Ci(t) = [t,1] 0<t<1
{Cz(t):[l—t,l—t} 0<t<1 x

1

En este caso, la curva Cy(t) la recorre en sentido contrario al que lo hace Cy(t).

Los puntos de una trayectoria se ordenan atendiendo a los valores crecientes de ¢, y por tanto C(t) es siempre
una curva orientada.

2Una funcion es inyectiva si elementos distintos del dominio ¢1 # t2 tienen iméagenes distintas C(t1) # C(t2).
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5.2. Curvas en R" 125

Definicién 5.4. Curva o Camino Opuesto

Dada una curva c: [a,b] — R"™ se define la curva opuesta de C(t) al camino b

—C(t) : [a,b] — R"™ dado por: M
a

—C({t)=C(a+b—1) a<t<b

Notar que —C(t) recorre la misma trayectoria que C(t) pero en sentido contrario, en particular:

, —C(b) =C(a)
Definicién 5.5. Sentido Positivo
——
Una curva simple cerrada se dice que se recorre en sentido positivo si lo hace en
sentido contrario a las agujas del reloj, de modo que su interior esté localmente a
la izquierda de la curva (para un observador que recorra la curva).

Definicion 5.6. Curva Derivable

Se dice que una curva C : [a,b] C R — R", tal que C(t) = [z1(t), - ,2,(t)] es derivable en [a,b] si
cada una de las funciones z;(t) son derivables en [a, b] con respecto a t, y siendo la derivada de la curva:

') = 4(0), a5 @) = SE)

Ejemplo 5.5. Derivada de una Curva
La derivada de la curva dada en el Ejemplo 5.2, pagina 123 viene dada por:

=Wy { STt e

Definicion 5.7. Curva de Clase C"

Una curva C': [a,b] C R™ — R se dice que es de clase® C" y se expresa como C € C"([a, b] si:

xl(t) € C"([a,b])
C(t) = [z1(t), -, za(t)] = :
Zn(t) € C"([a,b])

Definicién 5.8. Curva Regular

e Una curva C : [a,b] — R" es regular si es una funcién de clase C! en el intervalo [a, b].

e Una curva C': [a,b] = R" es regular a trozos cuando existe una particion a = tg < t; < ... <
t, = b del intervalo [a,b] tal que para cada k = 1,2,...,n la curva definida en el subintervalo
C : [tk—1,tx] = R" es de clase C!.

3Las funciones de clase C™ son n veces derivables y con todas sus derivadas continuas en un dominio, ver la Definicion 2.20,
pagina 48.
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126 TEMA 5: Integrales de Linea y de Superficie

Ejemplo 5.6. Curva Continua y Regular
y y
Curva Continua C° Curva Regular C!

Definicion 5.9. Longitud de una Curva

Las curvas regulares son rectificables, es decir que se puede calcular su longitud, dada por:

b b
£0) = [ lc@ild = |l @p+ -+ @R

Ejemplo 5.7. Longitud de funciones en f : [a,b] C R — R.

Parametrizando la funcion:

y=f(z) = C(z)=[z, f(z)] :{ y;f(x)

vo)= [ Ve = () () = i (&) - virwer

Definicién 5.10. Funcion Longitud de Arco

Dada una curva regular C : [a,b] — R", la longitud del origen a un valor ¢ viene dada por:

i) = [ o)l ds

La funcioén [ : [a,b] — R asi definida recibe el nombre de funcion longitud de arco de la curva C.

Definicién 5.11. Vector Velocidad y Vector Tangente

!/
Si un camino C : [a,b] — R" es derivable en un punto y C'(to)
to € [a,b], el vector C’(ty) recibe el nombre de vector b=
velocidad del camino en el instante ¢y, y su norma C(tN\ t=b

[|C(to)|| es la rapidez o celeridad en ese instante.

"
Cuando C'(tg) # 0 decimos también que C’(to) es el vector tangente al camino C' en el instante ¢ y
la recta que pasa por el punto C(¢g) con vector de direccion C’(tg) recibe el nombre de recta tangente
al camino C' en el instante %.

Definicion 5.12. Curva Suave

Cuando un camino regular C : [a,b] — R™ tiene recta tangente, es decir, verifica C’(t) # 0 para todo
t € [a,b], se dice que C' es una curva suave.
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5.3. Integral de Linea

En muchos casos practicos es necesario calcular el valor de la integral de un campo escalar o vectorial siguiendo
una curva determinada®.

5.3.1. Integral de Linea de Funciones Escalares

Definicion 5.13. Integral de Linea de una Funcién Escalar

Sea C' una curva regular parametrizada por C : ¢ [[a,b] C R — C(t) € R" y sea una funcion escalar
continua f : R™ — R definida en el dominio de C. La integral de linea® con respecto a la longitud de
arco de f sobre C se define como:

/Cf=/Cfds=/abf[C(t)]llC/(t)lldt

donde ds = ||C’(t)||dt se denomina diferencial de arco.

f(x,y) fIC(t)]
Podemos interpretar el significado de una integral de linea de una funcién
escalar f sobre una curva C(t) como el area (en color gris en la grafica)
debajo de la curva formada por los valores de f[C(t)] (en color rojo en
la grafica) sobre cada uno de los puntos de la curva C(t) (en color azul

en la grafica).

Si C es una curva cerrada® la integral de linea se denota por:

§I§Cfds

Propiedades de la Integral de Linea de Funciones Escalares

1. La integral de linea de una funcién escalar no depende de la orientaciéon de la parametrizacion de la

curva.
/Cfds = [c fds

2. /C[af-i-ﬁg]ds:a/cfds—i-ﬁ/cgds . Ya,ER

3. / fds < / gds si f < g en cualquier punto ¥ € C
© ©

4./fd5:/ fds+/ fds siC =C1UCy
C C1 Cy

4En algunos textos la integral de linea es denominada integral de trayectoria o curvilinea.
5También llamada integral curvilinea o de trayectoria.
6Ver la Definiciéon 5.1, pagina 123.
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128 TEMA 5: Integrales de Linea y de Superficie

Longitud de una Curva

En el caso particular que la funcion sea constante e igual a 1, es decir f(Z) = 1, la integral de linea de dicha
funcion sobre una curva cualquiera C(t) con t € [a, b], dada por:

b
L(C):/Clds:/ I1C" (8] dt

corresponde’ con la longitud de la curva® C.

Ejercicio 5.1. Sea la siguiente funcién escalar f(x,y) y la siguiente curva plana C(t):

flz,y) =2y ; C:a®+(y+1)>=4

¢ 1

a) Determinar el valor de la integral de linea:

b) Determinar la longitud de la curva C.

a) Lo primero es parametrizar la curva C que en este caso corresponde con una circunferencia de centro

(0,—1) y radio 2.

| x=2cost i | &' =—2sent )
C(t)_{ y=—1+42sent - C(t)_{ y = 2cost t € [0, 27]

IC" ()] = Vo' ()2 + y/(£)2 = /Asen2t + dcos2 ¢ = 2

Por tanto la integral de linea de la funcién queda:

b 27
ygf(z,y)ds:/ f[z(t),y(t)]||O’(t)||dt:/ (2cos t)2(—1 + 2sen t)2dt =
C a 0

27

27
t 1 2
= 2/ (—4cos’t 4 8cos’tsent)dt =2 |4 = + —sen(2t) | — Zcos®(t)| =
0 271 3 .

2 2
=2l Adr— =+ =) =|—
( T 3+3) 81

b) La longitud de la curva’, vendra dada por:

b 27
L(C):yﬁcds:/ ||C’(t)||dt:/0 2dt = 20" = [4r]

que podemos comprobar que corresponde con la longitud de una circunferencia de radio 2, como es
el caso de este problema, es decir L = 27r.

"Desde un punto de vista intuitivo en baja dimensién, pensar que la integral de linea de la funcién escalar f(z,y) =1 (superficie
correspondiente a un plano horizontal) sobre una curva en el plano C : R — R2 corresponde geométricamente con el area debajo
del plano en los puntos de la curva (ver la Secciéon 5.3.1, pagina 127), y en este caso serfa igual a la longitud de la curva por la
altura, que es constante e igual a la unidad, y por tanto igual a la longitud de la curva.

8Ver la Definicion 5.9, pagina 126.

9En este caso es una curva cerrada, pero de forma general podria ser también abierta.
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Valor Promedio de una Funcién Escalar sobre una Curva

La integral de linea de una funcion escalar f : R™ — IR sobre una determinada curva parametrizada C(t) se
puede utilizar para calcular el valor promedio de la funcion sobre el conjunto de puntos de la trayectoria de
la curva, de la siguiente forma:

/fds /f Nile o) dr
Valor Medio de f en C(t

/ds /||c’ | dt

es decir el cociente entre el valor de la integral de linea'® de f sobre C y la longitud'' de C.

Ejercicio 5.2. Sea un hilo metalico definido por el segmento de R® que une el origen de coordenadas
con el punto (1,1, 1), el cual tiene una distribucion de temperatura en cada punto dada por la funcion:

T(z,y,2) =z +3y° + 2
Determinar el valor de la temperatura promedio en el hilo.
Como hemos visto el valor promedio sera el cociente entre la integral de linea de la funcién T' sobre la

curva C' entre la longitud de la curva.
Lo primero es parametrizar la curva C' que en este caso corresponde con una recta en R>:

r=t =1
Clt)y=3 y=t ;o tel0,] = C'@t)=K y=1
z=t Z =1

IC" )l = Va'(2) )2+ 2(1)2 =3

Por tanto la integral de linea de la funcion queda:

/fa:y, ds—/ flz ()]||C’()||dt:/0(t+3t2+t)\/§dt:

- \/5/1(2t+3t2)dt: V322 + ] =[2v3]
0

y la longitud del hilo viene dado por:

L(C):/Cds=/ab||0’(t)||dt=/01\/§dt:

d
ValorMediodeTenC:fo S2&322

LC) V3

por lo que finalmente:

10Ver la Definicion 5.13, pagina 127.
11Ver la Seccién 5.3.1, pagina 128.
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5.3.2. Integral de Linea de Funciones Vectoriales

Vamos analizar ahora el concepto de una integral de linea sobre funciones vectoriales'? de la forma F : R — R".
En este caso hay una interrelacién muy importante entre la geometria de la curva sobre la que se realiza la
integral y campo vectorial definido por la funcion.

Un ejemplo fisico simple sobre este tipo de integrales es el célculo del
trabajo realizado por un campo de fuerzas al desplazar una particula
por un determinado recorrido. Recordemos que el trabajo es el producto
de la fuerza por el desplazamiento, pero solo interviene en el trabajo
la componente de la fuerza que tiene la misma direcciéon que el vector
desplazamiento en ese punto.

Por tanto el diferencial de trabajo en un punto de la

S 4z trayectoria se puede expresar como el siguiente producto
N escalar:
F

dW = ||F|| cosf||d5|| = F - d5 x

Definicién 5.14. Integral de Linea de una Funcién Vectorial

Sea C una curva regular parametrizada por C : t € [a,b] CIR — C(t) € R" y sea una funciéon vectorial
continua F': R™ — R™ definida en el dominio de C'. La integral de linea de F' sobre C se define como:

/Cﬁ.dgz /:ﬁ[C(t)] LC'(t) dt

donde d§ = C’(t)dt se denomina diferencial del vector desplazamiento.

Ejercicio 5.3. Dada la curva de R® C(t) = [1,t,sent] con t € [0,27] y el campo vectorial f(x,y,z) =
[y, z, x]. Calcular fcﬁ'dé'.

b 2m 2m
/ ﬁ-dé’z/ FlO(t)] -C’(t)dt:/ [t,sent, 1] - [0, 1, cost] dt = / (0 +sent + cost)dt =
(& a 0 0

= —cost+sent]" =-1+1=0]

Propiedades de la Integral de Linea de Funciones Vectoriales

1. La integral de linea de una funcién vectorial si depende de la orientaciéon con la que la parametrizacion

recorre la curva.
/ fds = — / fds
c e}

[aF + é].dg':a/ﬁ.dg+/3/c‘;‘.d§ . Va,BeR
C C

=

ﬁ-dé’:/ ﬁ-d§+/ F.ds SiC=CLUCy
Cl CQ

12En fisica las integrales de linea de campos vectoriales se suele denominar circulacion.
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Forma Diferencial de una Integral de Linea de una Funcién Vectorial

Definicion 5.15. Forma Diferencial

Los campos vectoriales'® F : R? — R® suelen representarse a través de su forma diferencial:

—

F(z,y,2) = [P(z,y,2),Qz,y,2), R(z,y,2)] = |F(z,y,2)=P(z,y,2)i + Q(z,y,2)] + R(z,y, 2)k

y es comun representar sus integrales de linea de la siguiente forma:

/ﬁ-dé‘:/de—i—Qdy—l—Rdz
C C

denominada forma diferencial.

Nota 5.2. La correspondencia entre ambas expresiones se explica de la siguiente forma:

B b dzx dy dz . p - -
/Cde—l—Qdy—&—Rdzf/a (P[C(t)]E—FQ[C(t)]E+R[C(t)]a> dtf/CF[C(t)]~C(t)dt7/CF~ds

Ejercicio 5.4. Evaluar la siguiente integral de linea:

/ z2dz + zydy — dz ; c@t)=[t3,-t,t3] , te[o,1]
c

En este caso se trata de una integral de la linea de la siguiente funcion vectorial F : R® — R*:
F(.’E, Y, Z) = [127 LY, _1]

que utilizando la terminologia anterior corresponderia con:

P(z,y,z)=2> ; Qz,y,2)=zy ; R(zyz2)=-1

Para calcularla, determinamos primero la derivada de la curva:
C'(t) = [3t%, —1,2t]

y usando la definicién de integral de linea de una funcién vectorial'* se tiene:

1 1
/de:L‘erydyfdz:/ [t6,7t4,—1]-[3t2,—1,2t]dt:/ (3% +t* —2t)dt =
C 0 0

1
1 1 7
=4 1=|—-

1y 1
— 9 g2
* s 3 5 15

3 5

~
13De igual forma se suelen representar los campos vectoriales F : R? — R? con una dimensién menos, es decir:

F(z,y) = [P(2,9),Qx,y)] =  F(z,y) = P(z,y)i + Q(z,y)]

14Ver la Definicion 5.14, pagina 130.
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5.3.3. Campos Conservativos

Definicién 5.16. Campo Conservativo

Se dice que una funcion vectorial F' : R" — R™ es un campo conservativo si la integral de linea de
F' sobre cualquier curva cerrada es cero, lo que es igual a que toda integral de linea es independiente
del camino recorrido, dependiendo tnicamente del punto inicial y final.

Definicién 5.17. Campo Vectorial Gradiente

Se dice que una funcién vectorial F:R"” - R" es un campo vectorial gradiente si:
ﬁ:Vf = ﬁ:[fm1v"'7fmn]

para alguna funcion escalar f : R"™ — IR.

SiF=V f, ala funcion f se la denomina funcién o campo potencial de F y se dice que F deriva de un
potencial.

Teorema 5.1. Teorema Fundamental de las Integrales de Linea

Todo campo vectorial gradiente F=vV f es conservativo y cumple:

/C F.ds=flc®) - flc@)  vC@) , telab

Demostraciéon 5.1.

F=vf e e e [ ) .
{f’[C(t)]ZVf-C’(t) = /CF g /CVfd /CVf[(f(t)]C(t)dt /C flewld = fle@ll,

Teorema 5.2. Test de las Derivadas Cruzadas

e Una funcién vectorial ﬁ(:c, y) = [P(z,y), Q(z,y)] es conservativo si y solo si:

e Una funcion vectorial F(z,y,z) = [P(z,y,2), Q(z,y,2), R(z,y,2)] es conservativo si y solo s:

‘Py:Qm 5 P, =R, > Qz:Ry‘

e Consecuencia de esto es que el campo es irrotacional.

—

F(x,y,z) es un campo conservativo <= rot F=0
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5.3. Integral de Linea 133

Una vez comprobado por el teorema anterior que un campo F = [P(z,y,2),Q(x,y,2), R(x,y, z)] es
conservativo, encontrar la funciéon potencial f(z,y, z) de la que deriva es relativamente facil, ya que:

fo=P = f=[Pdz

F=Vf=|fofyf:]=[P.QR = fr=Q = f=[Qdy
fe:=R = f=[Rdz

Integrando las tres funciones y teniendo en cuenta que las constantes de integracién pueden depender de las
variables sobre las que no se integra (ver la Seccion 4.2.3, pagina 94), por comparacion de ellas se puede
encontrar facilmente la funcién potencial f.

Ejercicio 5.5. Dada la siguiente funcion vectorial F : R® — R?,
F(z,y,2) = [y, zcos(yz) + z, ycos(yz)]
a) Comprobar que es un campo conservativo.
b) Calcular una funcion potencial del mismo.

. 5 . .
a) Para comprobar que es un campo conservativo'® tenemos que demostrar que es irrotacional y por
tanto verifica el test de las derivadas cruzadas'®. Para ello se tiene que cumplir:

Realizando las derivadas parciales de las correspondientes componentes se tiene:

P,=1 ) P, =0 ) Q. = cos(yz) — zysen(yz)
Q.,=1 ’ R, =0 ' R, = cos(yz) — yzsen(yz)

Por tanto verificamos que efectivamente es un campo conservativo.

b) Para encontrar una funcién potencial f(z,y,z) asociada a este campo conservativo F(z,y,z) =
[P, Q, R] de forma que Vf = F, integramos cada componente del campo con respecto a su variable,
de la siguiente forma:

fo=P — f= [P [ydo=yo+ ey

fh=Q = f= /Qdy = /[z cos(yz) + z|dy = gsen(yz) + zy + ¢z, 2) = sen(yz) + zy + c(z, 2)

fi=R = f= /Rdz = /ycos(yz)dz = %sen(yz) + c(z,y) = sen(yz) + c(z,y)

Como los tres resultados tienen que ser iguales, por comparacion se llega a:

c(z,y) =y
(:E(y, z)) :Osen(yz) = ‘ f(z,y,z) = zy + sen(yz) + c‘

siendo ¢ una constante cualquiera.

Podemos comprobar que efectivamente es la funcion potencial de la siguiente forma:

Vf=fa fy, [:) =y, x+ zcos(yz), zcos(yz)] = F(z,y, z)

15Ver la Definicion 5.16, pagina 132.
16Ver el Teorema 5.2, pagina 132.
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Ejercicio 5.6. Evaluar la siguiente integral de linea:
/ ydx + xdy ; C(t) = [t sen®(wt/2] , te]0,1]
@

Claramente (y), = 1 = (), por tanto el campo vectorial F = [y, z] es conservativo. Vamos a determinar
la funcion potencial f(z,y) de la que deriva F"(:c, Y).

—  f=[ydo=ya+c)

e _ - fx:y
F=Vf=lfusf)l=y2] = {fy:x = f=[ady=2zy+c(y)

Como ambas expresiones tienen que ser iguales, por comparacion determinamos que c¢(z) = ¢(y) =0y
por tanto f(z,y) = zy.

Como F es un campo conservativo, su integral de linea no depende del camino recorrido, si no tnicamente
del punto inicial y final. Por tanto:

t=0 C(0)=0,0
[t +aay = sicon - sicr = {120 G20 b= - s =1

5.3.4. Relacién entre las Integrales de Linea Escalares y Vectoriales

Si C(t) es una curva regular'” entonces C’(t) es el vector tangente a cada punto de la curval®. Normalizando el
vector tangente se tiene el vector tangente unitario:
C'(t
T(t) = #
e @l
Vamos a ver como podemos expresar una integral de linea de una funcién vectorial a través de una integral de
linea de una funcién escalar y viceversa.

e Sea F(Z) un campo vectorial continuo definido en el dominio de la curva C(t). Definimos entonces el
campo escalar f de la forma:

fle®)] = Flo@)]-T)

que corresponde a la proyeccién ortogonal de F' sobre el vector tangente unitario. Entonces, teniendo en
cuenta que:

FIE@IIC @)l = Flem]-Tollc’ (0l = FIC®)] - C'(1)

se tiene:

/CF_dg:/a F[C(t)]-C’(t)dtZ/a f[C(t)]HC’(t)IW’f:/Cde

e Sea f un campo escalar continuo definido en el dominio de una curva C(t), y a través de él definimos el
campo vectorial:

y por lo visto anteriormente se tiene:

En la Secciéon 5.7, pagina 144 se estudiaran tres teoremas que relacionan diferentes tipos de integrales sobre
funciones de varias variables.

17Ver la Definicién 5.8, pagina 125.
18Ver la Definicion 5.11, pagina 126.
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5.4. Superficies Parametrizadas

La idea intuitiva de una curva parametrizada™® es la deformaciéon de un intervalo donde a cada punto del mismo,
recorrido por un parametro ¢, le hace corresponder un punto de la curva en el espacio R? o R®. De manera
analoga la idea intuitiva de una superficie parametrizada es la deformacion de una determinada region del plano
R?, de forma que a cada punto del mismo (que al ser de dos dimensiones es necesario dos parametros para
poder recorrerla) le hace corresponder un punto de una superficie en R3.

Definicién 5.18. Superficie Parametrizada

Una superficie?” parametrizada en R® es una funcion vectorial continua tal que:

‘S (u,v) € D CR?* — S(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u,v)] € ]R?"

e La imagen de S correspondiente a la frontera del dominio D se denomina borde o contorno de
la superficie.

e Las variables independientes u y v se denominan parametros y la expresion que define la
superficie es su forma paramétrica.

vl b z S(u,v)

X =x(u,v)
y=y(uv)
z=2z(u,v)

Las superficies de tipo z = f(z,y) se pueden poner facilmente de forma paramétrica haciendo que las variables
x e y sean los parametros, quedando: S(z,y) = [z,y, f(z,y)].

Definicién 5.19. Superficie Paramétrica Regular Simple

Se dice que una superficie paramétrica S : D C R?> — R? es regular simple si:

e El dominio D es un abierto acotado de R? cuya frontera es una curva cerrada simple reqular a

trozos?'.

e La aplicacion S(u,v) : D — R? es inyectiva y de clase C1, es decir S, = 25 y S, = 22 son

u v
funciones continuas en D.

Ejercicio 5.7. Dar una parametrizacion de la ecuacion del plano x — 2y + 3z = 5.
Por ejemplo:

y;v = ‘S(u,v) = [u,v,(5—u—|—22)/3]‘
z=(5—-u+2v)/3

19Ver la Seccién 5.2, pagina 123.
20Ver la Seccion A.2, pagina 157.
21Ver la Definiciéon 5.8, pagina 125.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo Il



136 TEMA 5: Integrales de Linea y de Superficie

5.4.1. Ecuacién del Plano Tangente a una Superficie Parametrizada

Definicion 5.20. Superficie Suave

Sea S(u,v) = [z(u,v),y(u,v),z(u,v)] una superficie paramétrica z T=S,xS,
simple definida en una regiéon D del plano uv. Se dice que la superficie
es suave en D si los vectores tangentes Sy, = [Ty, Yu,2u] ¥ Sv =
[Ty, Yo, 20] en las direcciones u y v respectivamente cumplen®?:

i j ok
T:SuXSv:@X@: LTy Yu Ru 756 V(“)”)GD
ou v
Ty Yv Ry X

23

e El vector T de la definicién anterior corresponde con un®’ vector tangencial (normal o

perpendicular) a una superficie suave en cada punto de la misma.
. . . . =2
e Las superficies suaves no tienen esquinas, puntos afilados, etc. en los cuales no existe vector normal T.

e Si la superficie suave viene dada en forma implicita f(x,y,2) = 0 entonces un vector normal en cada
punto viene dado por su vector gradiente:

—

T= Vf = [fa:a fyv fZ]

Definiciéon 5.21. Ecuacion del Plano Tangente a una Superficie Parametrizada

La ecuacion del plano tangente de una superficie parametrizada suave S(u,v) en un punto (ug,vg)

viene dado por la ecuacién?*:

—

T (uo, vo) = Su(uo,vo) X Sy(uo,vo) = [T, Ty, T%]
zo = x(uo,v0) , Yo =y(uo,v0) , 2o = z(ug,vo)

} => ‘Tx(x—xo)+Ty(y—y0)+Tz(z_Z0):0‘

Ejercicio 5.8. Encontrar la ecuacion del plano tangente de la superficie parametrizada S(u,v) =
[u —v,v% + 1,uv] en el punto (ug,v) = (1,1)

Primeramente determinamos el vector normal a la superficie en el punto dado. Si fuera el vector nulo, la
superficie no tendria plano tangente en ese punto.

i j k i j k
T=|2y Yu 2u |=| 1 0 v |==20%-(w+u)j+2k ; T(1,1)=[-2-22]
Ty Yy 2o -1 2v wu

El punto de la superficie donde se desea el plano es: S(ug,v0) = [z0,%0,20)] = S(1,1)=10,2,1]
Por tanto, la ecuacion del plano tangente en el punto (ug,vo) = (1,1) es:

2z —-0)-2y—-2)+2:-1)=0 =

22Esta condicién indica que los dos vectores son linealmente independientes en todo punto de D, ya que el producto vectorial
solo es nulo si ambos vectores son paralelos. El producto S, X Sy se denomina producto vectorial fundamental de la superficie.

23Existen infinitos vectores tangenciales a una superficie suave en un punto. Este corresponde con uno de ellos.

24Esta ecuacion corresponde con la ecuacién normal de un plano en R3.
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5.4.2. Area de una Superficie Parametrizada

Definicion 5.22.

Area de una Superficie Paramétrica

Sea S(u,v) una superficie paramétrica suave®® definida en un dominio D C R?. Si cada punto de S
corresponde con un tnico punto (u,v) € D del plano wwv, entonces el area de S viene dada por:

A(g)://Ddg://D 150 x Sy dA://D

Vamos a ver de forma intuitiva el significada de la foérmula anterior.
Particionando el dominio D se obtienen rectangulos de lados du y dv. A cada
uno de estos rectangulos les corresponde un elemento de superficie, con lados
curvos dados por los vectores S,du y S,dv. Recordando que el area de un
paralelogramo viene dado por la norma del producto vectorial de sus lados
definidos por vectores®®, se tiene que el drea del elemento es:

oS 0S8
% X %H dudv

dS = [|Sudu x Sydv|| = Sy x Sylldudv = [|Sy x S,||dA]

Integrando esta expresion sobre todo el dominio D se tiene el aréa de la
superficie parametrizada:

Esta formula sirve para determinar el area de funciones en f : D € R? — R de la forma z = f (z,y). Para ello,
parametrizando la funcion:

B =
z=fz,y) = Sy =y fl@yl=q v=y
Entonces: 2= fzy)
i j k i j k
S XSy = GF) & =2z Yo 2z |=|1 0 2z |=—2i-2j+k = |G xSl = \/1 + (22)2 + (2y)?
dr Oy
Ty Yy 2y 0 1 2

A(S)z//D 1+ ) + ()2 dA://D 1+ G2)? + (22 dody

Ejercicio 5.9. Encontrar el area de la superficie parametrizada S(u,v) = [u,v?,v] en el dominio uv dado
por el cuadrado D = [0,0] x [1,1].

Primeramente determinamos el vector normal a la superficie en el punto dado. Si fuera el vector nulo, la
superficie no tendria plano tangente en ese punto.

ik ik
T=|2y Yu 2 |=|1 0 0|=0—-j+20k ; |T||=|S5uxSull=vV1+402
Ty Yo 2o 0 2v 1

El area sera entonces:

1,1 1 1
1
A:// [|Su X Syl dA:/ / \/1+4v2dvdu:/ [; 1+41)2+Zarcsenh2v du =
D o Jo 0

0

1
5 1 5 1 5 1
= /0 ({ + 1 arcsenh 2) du = ({ + 1 arcsenh 2) [u]y = % + 7 arcsenh 2

25Excepto, quizas, en un namero finito de puntos.
26Ver la Seccion 1.1.1, pagina 5.
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5.5. Integral de Superficie

Vamos a estudiar las integrales sobre superficies parametrizadas de funciones escalares y vectoriales de varias
variables. Estas integrales son la base para enunciar los teoremas de Stokes y Gauss que estudiaremos al final
del tema.

5.5.1. Integral de Superficie de Funciones Escalares

Definicion 5.23. Integral de Superficie de una Funciéon Escalar

Sea S una superficie suave parametrizada por S(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u,v)] en un dominio D del
plano uv y sea una funcion escalar f : R® — R continua en el dominio de S. La integral de superficie
de f(z,y,z) sobre S se define como:

//Sﬂfﬂvy’z) ds = //D Fle(u,0),y(u, ), 2, 0)] 10 % S, dudv

donde dS = ||.S,, x Sy|| dudv se denomina diferencial de superficie.

Ejercicio 5.10. Encontrar la masa de la superficie del paraboloide z = 1 + 22 + %2 en el primer octante
para 1 < z < 5 si la densidad en un punto P es directamente proporcional a su distancia al plano zy.

La densidad es p = kz con k = cte y la masa de la superficie viene
dada por:

m = f(z,y,2)ds = kzy/1+ (22)% + (zy)3dady =
. /A

=k //(1 + 2% + y*) /1 + 422 + 4y?)dzdy
d

o = o oW &

x =rcosf . z=1+22+y?>=1+r?
y=rsenf V14422 + 4y2 = /1 + 4r2

Vamos a utilizar coordenadas polares: {

En este caso el dominio de integracion es:

_ _ 2 2 _ 2 _
{z—lzl—l—i—m 4y =1+r = r=0 —  re0,2]

z=25 — 5:1+x2+y2 — x2—|—y2:4 e 7~2:4}

En el caso de la variable 6, como estamos interesados solo en el trozo de paraboloide incluido en el primer
octante se tiene que 6 € [0, 7/2]. Por tanto, teniendo en cuenta que el jacobiano en coordenadas polares
es r se tiene:

/2 2 /2 p2
mzk/ / (1+r2)\/1+4r2rd7"d0=k/ / [r\/l+47“2+r3\/1+4r2] drdf
0 0 0 0

Teniendo en cuenta los siguientes resultados:

2
/ \/a—|—bx"+1dx— — = _(a+baz"T )24 / \/a—|—bx2d3:—<x _a) (a+bx?)%% 4 ¢

+1) 3b

se tiene:

/211 1 km
2\3/2 2 1 2\3/2 _
k/o [12(1 +4r)*/ = + 2 <7" > (1+4r°) } do o (17\/ 17 + 559)
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Valor Promedio de una Funcién Escalar sobre una Superficie

La integral de superficie de una funcion escalar f : R — R sobre una determinada superficie parametrizada
S(u,v) en un dominio D se puede utilizar para calcular el valor promedio de la funcion sobre el conjunto de

puntos de la superficie, de la siguiente forma:
//de //f u,9)] ||Su X Sy|| dA

/ ds //Hs x Sy|| dA

es decir el cociente entre el valor de la integral de superficie?” de f sobre S(u,v) y el drea®® de S(u,v).

Valor Medio de f en S(u,v)

Ejercicio 5.11. Sea una placa metalica definida por el plano z + y + z = 1 en el primer cuadrante, la
cual tiene una distribucién de temperatura en cada punto dada por la funcién:

T(z,y,2) =z +3y* +2
Determinar el valor de la temperatura promedio en la placa.
Como hemos visto el valor promedio sera el cociente entre la integral de superficie de la funciéon T sobre

la porcién del plano dada y el area de la superficie.
Lo primero es parametrizar la superficie S:

r=u
Su,v) =4 y=uv = S(u,v)=[u,v,1-u—v] ; D={(u,v):ue0,1],0<v<1-u}
z=1—u—w
{ Su_ [170a 1] } —— Su XSv: 1 0 -1 = [17171} = HSUXSUH :\/§
Sv - [07 1a _1] 01 -1

Por tanto la integral de superficie de la funciéon queda:

//f:cy, S — //f ,)]||Su ><S||dudv—/ /1 S 302 41— — ) VB dvdu —

2

1—u 1
—\[// (302 —|—1—v)dvdu—\[/v+v—%
0

du_f/<u+ “u? —3u+ )du—

0

1

_\f< UZ 5u3—3u2+3u)

7
6 2 2 _E\/g

0

y el area de la placa viene dado por:

S)//Dds/DHSuxSUHdudv/Ol Olu\/gdvdU\/g/ol(lu)du \/§<u“;>

por lo que finalmente:

H
ol
w

ds :
Valor Medio de T en S = ffD / = 7-2V3 = z

A(S) 12v/3 6

27Ver la Definicién 5.23, pagina 138.
28Ver la Definiciéon 5.22, pagina 137.
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5.5.2. Integral de Superficie de Funciones Vectoriales

Definicién 5.24. Superficie Orientada

Se denominan superficies orientadas u orientables a aquellas que tienen dos caras, una ezterior o
positiva y la otra interior o negativa.

Superficie orientada (dos caras) Cinta de Mobius (una cara)

e En funcion de la parametrizacion de una superficie, los vectores normales a la superficie tienen dos
direcciones opuestas, una por cada cara.

e La orientacion de la superficie S induce el sentido en que se recorre la curva C' que forma la frontera de
la superficie 4.9, siguiendo la regla de la mano derecha®.

Definicion 5.25. Vector Normal Unitario a una Superficie Orientada

En cada punto, el vector normal unitario a una superficie parametrizada S(u, v) viene dado por:

Sy X Sy
[[Su x Syl

=
n =

Si la superficie viene dada en forma f(z,y,z) = 0 entonces el vector normal unitario viene dado por:

i
IV£I

/r_i:

Definiciéon 5.26. Integral de Superficie de una Funcién Vectorial (Flujo)

Sea S una superficie suave parametrizada por S(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u,v)] en un dominio D del
plano ww, con vector normal unitario en cada punto dado por 7.

Dada un funcién vectorial continua F : R® — R® y sea la funcién escalar f = F.it correspondiente a
la proyeccién ortogonal de F sobre la direccion del vector normal unitario a la superficie 77. Entonces la
integral de superficie de F sobre S se denomina integral de flujo y viene dada por:

/513:/Sﬁ-dgz/[q(ﬁ-ﬁ)dS://l)ﬁ[S(u,v)]-(SuxSv)dudv

29Ver la Seccion 1.1.1, pagina 5.
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e En la definicion anterior las tres primeras integrales corresponden a distintas formas de designar la
integral de superficie de una funcién vectorial, y la tltima integral es la definicién de la misma.

o El vector normal unitario®® que aparece en la integral queda simplificado en la definicién de la siguiente
forma:

(F-7)dS = (ﬁ- ?zgn) 1S X S| dA = [ﬁ (Su x Sy)| dudv

e En el caso de que la funcién vectorial F (x,y, z) represente la velocidad de un volumen de fluido en cada
punto, la integral de superficie de F sobre una determinada superficie S con vector normal unitario
exterior3! 71, representa el flujo del fluido a través de la superficie, es decir, el volumen de fluido que
atraviesa S de forma normal (perpendicular) a la misma, hacia afuera y por unidad de tiempo.

F.ii=||F|| ||ii]] cosa = ||F| cosae = Componente de F en la direccién de 7
~—

1

e En funcién de la parametrizacion de una superficie orientable?, la integral de flujo puede tener signos
opuestos, utilizados para identificar si el flujo entra o sale de la superficie.

Ejercicio 5.12. Determinar la integral de flujo de la funciéon vectorial ﬁ(x, y,z) = [1 — 22,0, 2y] sobre la
superficie S = {(z,y,2) € R® : 20 +y+22=4, 2>0, y>0, z>0}.

Esta superficie S consiste en la porcion del plano 2x + y + 2z = 4 comprendida en el primer octante del
espacio coordenado tridimensional. Nos piden calcular la integral de flujo que corresponde con la integral
de superficie del campo F' dado a través de S, dada por:

/S P //D FIS(u,v)] - (Su x So)]dudy

donde S(u,v) es una parametrizacion de S definida en un dominio (u,v) € D.

Primeramente parametrizamos la superficie: Z
(0,0,2) _ .
S(z,y) = [z,y,(4 =22 —y)/2] ; S, =[1,0,-1] , S, =1[0,1,-1/2] é/n
i j k 1 F_ﬁy
SexSy=| 1 0 1 |=i+j+k=[11/21] 040)
0 1 —1/2 -
(2,0,0)
F[S(z,y)]=[1—(4—22—1y),0,2y] = [-3 + 22 + y, 0, 2y] X
Entonces:
4— 29:
//F 7) dS = // S(z,y)] - (S xS)]dxdy—// [—3+ 22 +4,0,2y] - [1,1/2,1])dady =
2 4—2x 2 3 4—2x 2
= / / (=34 2z + 3y) dedy = / {(3 +2z)y + yﬂ = / (222 — 10z + 12)dx =
0o Jo 0 27 1y 0
2 > [2
= [a:3 —5z% + 124 = —8
3 0 3

30Ver la Definicion 5.25, pagina 140.
31Gi 7 tiene la direccién hacia el interior de la superficie, el flujo representa el volumen que atraviesa la superficie hacia dentro.
32Ver la Definicién 5.24, pagina 140.
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5.6. Resumen de Férmulas Integrales en Funciones de Varias Variables

5.6.1. Funciones Escalares

2 : 2 2= f(z,y)
o\f.lR——)IRI \CR—_”R‘ {Ct):xy(t), y@®)] 3 te€]a,b

b pd(x)
Integral Doble?? / / fx,y) dydx y
a Je(z) a
b D 7dw
X c(x)
Integral de Linea* / fds= / flemiNe @) dat

f=fxy,2)
e« f RR-R| C:R-R} |S:R®-R? C(t) = [2(), y(t), 2(1)] . tefa,b
S(u,v) = [z(u,v), y(u,v), z(u,v)] ; w,ve€D
b rga(z) rha(zy)
Integral Triple®” / / / f(z,y, 2) dzdydz
a Jgi(z) Jhi(zy)
Integral de Linea* ‘ / fds= / FlC@]C (1) dt
Integral de Superficie®® ‘ / fds = // FIS(u, )] |Sy x Syl dudv
s D

33Ver la Seccion 4.2, pagina 91.
34Ver la Seccién 5.3.1, pagina 127.
35Ver la Seccion 4.3, pagina 107.
36Ver la Seccién 5.5.1, pagina 138.
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5.6.2. Funciones Vectoriales

PR R { e py o, Q)

b
Integral de Linea’” ‘ F.ds= | Pdzr+Qdy= / FlC@)]-C'(t)dt

F(z,y,2) = [P(2,y,2), Q(z,y,2), R(z,y,2)]
FRSR} | C:RORY S:R2o R { O®) = [o(t), y(t), 2(t)] . tefab]
S(u,v) = [LE(U,’U), y(ua U)’ Z(uvv)} ; u,v€D
F(xy.2)

RS
b '\“‘ \ :;:_:4,4-,4(. f oo
Integral de Linea37‘ / F~d§:/ Pdr+ Qdy+ Rdz :/ FlC@)]-C'(t)dt BY | 1o P
e} c a N\ T

Integral de Superﬁcie%‘ /F :/ F-n)dS = // < (Sy X Sy) dudv
s

5.6.3. Comparacién de Integrales de Linea y de Superficie

Integral de Linea Integral de Superficie

Fun. Escalar / fds= / flemiNe’ )] dat /Sde = //Df[S(u., )] [|Sw x Sy dudv

Fun. Vectorial /C Feds— / " FloW)]- ') de /S F.d§= //D FIS(u,0)] - (S x Sb) dudv

37Ver la Seccion 5.3.2, pagina 130.
38Ver la Seccion 5.5.2, pagina 140.
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5.7. Teoremas sobre Integrales de Funciones de Varias Variables

En esta seccion vamos a repasar tres teoremas, (de Green, de Stokes y de Gauss), que relacionan algunos de los
tipos de integrales sobre funciones de varias variables. En el siguiente esquema se resumen todos los tipos de
integrales vistos en este tema, junto con los teoremas y su relacién con las integrales.

f:R*>->R

Fun. Escalares

fR"—=R Int. Triple
3 oo
‘R* >R

F:R* >R { [Iut. Linea

~

INTEGRACION |

Fun. Var. Variables
Gauss

F. Vectoriales

F:R" - R"

Stok
Int. Superficie ORes

F:R® > R?

5.7.1. Teorema de Green

El teorema de Green®® da la relacion entre una integral de linea alrededor de una curva cerrada simple C' y una
integral doble sobre la regiéon plana D limitada por C.

Teorema 5.3. Teorema de Green
Sea F(z,y) = [P(z,y), Q(x,y)] un campo vectorial con derivadas parciales continuas en D C R? y sea
C' la curva de Jordan“’ frontera de la regiéon D simplemente coneza*!' recorrida en sentido positivo*?
Entonces*?:

0 opP
55 E. ds_yﬁ Pd:r—l—Qdy—// (-Q——> dady
Ox c
Notar que si F es un campo conservativo™ ambas integrales son cero.
Ejercicio 5.13. Comprobar el teorema de Green con el campo vectorial F= [~y,z] y la curva dada por
la elipse 22 /a? + y?/b% = 1.
En este caso:
F=Pdx+Qdy=—ydv+ady = Q,—P,=1-(-1)=2

Parametrizamos la curva en coordenadas polares:

22y T =acost , ' = —asent

7_|_72_1 = C@) = ;o tel0,2n] 5 C'(t) =
b y=bsent y =bcost

39En honor al cientifico britanico George Green, (1793)-(1841).
40Ver la Definicién 5.2, pagina 124.

41Ver la Definicion 1.15, pagina 7.

42Ver la Definicién 5.5, pagina 125.

43 Esta expresion se conoce con el nombre de férmula de Green.
44Ver la Definicion 5.16, pagina 132.
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5.7. Teoremas sobre Integrales de Funciones de Varias Variables 145

Calculamos primero la integral de linea del campo vectorial:

2 2
/ Pdx + Qdy = / [P[C(t)]z" + QIC(t)])y] dt = / [(—bsent)(—asent) + (acost)(bcost)] dt =
c 0 0

27
_ / abdt = 2abr |
0

Calculamos ahora la integral doble sobre el interior de la elipse:

// P,)dzdy = // 2dxdy = 2 // dxdy = 2Area Elipse =
D D

Comprobandose la igualdad de ambos resultados.

Teorema 5.4. Extension Teorema de Green

En el caso de que el dominio D sea multiplemente conexo, (con uno o varios agujeros), el teorema de
Green se puede extender de la siguiente forma:

0Q oP @@
= - \)dedy=Q F-d5— @ F-d5— @ F-ds— @ F-ds D
//D<ax ay) " 5’50 ’ 5’50 ’ 5’2 ’ 750 ’

5.7.2. Teorema de Stokes

Recordamos que el teorema de Green® establece en dos dimensiones:

%ﬁ-d§=§1§de+Qdy:// (aq;_ap) dzdy
c C p \ Oz dy

donde C es una curva orientada positivamente*®. Teniendo en cuenta la definicion del rotacional?” de una
funcién vectorial:

i3 Kk

- oQ oP —' 0Q oP 0Q oP

rot F =V x F = = < or oy > k = rotF-k=]0,0, or 9y ]1-10,0,1] or oy
P Q

El teorema de Green se puede por tanto expresar como:

F.ds= Pdz+Qdy = P dxdy = rotF -kdA
=, I (5 =50 o=

Notar que (rot ﬁ) - k representa la componente tangencial al plano de la curva. Esto se puede generalizar a
funciones vectoriales F' : R® — R? a través del teorema de Stokes*®

%Ver resultado del Ejercicio 4.10, pagina 102.
45Ver el Teorema 5.3, pagina 144.
46Ver la Definicién 5.5, pagina 125.
47Ver la Definicién 2.24, pagina 49.
48En honor al fisico y matematico irlandés George g. Stokes, (1819-1903).
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146 TEMA 5: Integrales de Linea y de Superficie

Teorema 5.5. Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientada suave acotada por una curva C' cerrada simple suave y sea ﬁ(:c, Y, 2) =
[P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(x,y,2)] de clase C' en una region abierta de R® que contiene a S. Entonces si
C' esta recorrida en sentido positivo se tiene:

55 ﬁ-dgz//(rotﬁ)-ﬁds
o S

donde 7 es una normal unitaria a S en su direcciéon de orientacion.

Ejercicio 5.14. Determinar la siguiente integral de linea utilizando el teorema de Stokes.
§£ —3dr + 23dy — 23dz
c

donde C es la interseccion del cilindro 22 +y? = 1 con el plano =+ y + z = 1 recorrida en sentido positivo.

Parametrizamos la curva C:
C(t) = [cost, sent, 1 —cost —sent] ; t€[0,2n]

y parametrizamos el plano:

P('Tvy) = [l'vya]- —m—y]
de forma que la superficie de interés es la parte del plano P contenida en el interior del cilindro de forma:

S(xvy):[%y,l—x—y}C{(a:,y,z)eIR3 : $2+y2§17 x+y+Z:1}

Entonces:
ij k
SeyxSy=11 0 -1 |=i+j+k=1[11,1]
01 -1
i k
rotF'=| 2 8% L |=(0-0)i+(0-0)j+ (32 +3y )k ;  rot F[S(x,y)] = [0,0,3(x? + y?)]
B R R
Entonces:

$ —vtan vy - i [ (Fas= [ [rot Fist)]- s, x 5] dody -

://D([O,o,?,(x2+y2)] : [LLl])dxdy:3//D(a?2+y2)dxdy:3/02ﬂ /01 r3drdd =

2 1 27
:3/ {1#] d0:§/ d0
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5.7. Teoremas sobre Integrales de Funciones de Varias Variables 147

Como consecuencia del teorema de Stokes, cuando la superficie es cerrada se tiene:
#(rotﬁ-ﬁ)dSzO
s

para cualquier campo vectorial F que sea de clase C' en un abierto que contenga a S.

Nota 5.3. El resultado anterior es facil de comprender si pensamos en una superficie cerrada y la partimos en dos partes que
tienen una curva frontera en comun. Entonces la integral de superficie sera la suma de las integrales de superficie sobre cada
una de las dos partes. La integral de superficie sobre una de ellas tendra un valor determinado, mientras que la integral de
superficie sobre la otra parte tendra el mismo valor pero de signo contrario al tener la curva frontera comun, pero el vector
normal a la superficie signo contrario. Por tanto la suma de ambos valores es siempre cero, independientemente de como se
parta la superficie cerrada original.

5.7.3. Teorema de Gauss o de la Divergencia

Este teorema se puede también considerar una nueva generalizacion del teorema de Green en R? y expresa una
integral de superficie como una determinada integral triple.

Teorema 5.6. Teorema de Gauss o de la Divergencia

Sea V un s6lido limitado por una superficie cerrada S'y sea 77 el campo de los vectores unitarios normales
exteriores a S. Si F' = [P(x,y, 2),Q(z,y, 2), R(x,y, z)] es un campo vectorial de clase C* en V, entonces:

#g(ﬁ i) dS = ///V(div Fyav

_op o oR
C9x Oy Oz

div F

Ejercicio 5.15. Utilizando el teorema de Gauss determinar la siguiente integral:

#S(ﬁ-ﬁ)dS

donde F = [22,2y, —x] y S es la esfera unidad 22 + y2 + 2% = 1.

Como: 0.2 99 o(—a)
T B ) -t
divF = or * oy 0z

Por tanto, teniendo en cuenta que el volumen de una esfera viene dado por V =4/37R?, se tiene:

ﬁi(ﬁ.dﬁ)ds—///v(divﬁ)dv—2/[/Udv_247(31)3_ 8;

=2
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148 TEMA 5: Integrales de Linea y de Superficie

Ejercicio 5.16. Sea la funcion,

F(z,y,2) = [z(z —logy), zeV* 7% tanz, 2]
y la superficie dada por el paraboloide invertido S = {(x,y,2):2=4—22—y? 2 >0} orientada hacia
el exterior. Calcular la integral de superficie,
/ F-dS
S

Calcular esta integral de superficie sobre una funcién F' tan complicada como esta puede ser una labor

bastante complicada, sino imposible.
z

4
En este caso al ser S una superficie abierta no se puede aplicar directamente
el teorema de Gauss.

Construimos por tanto la superficie exterior A del dominio comprendido entre S
S y el plano P definido por z = 0, siendo en este caso A una superficie cerrada:
<7 3 y
P /-
X
A=SUP = #F://F—&—//F — //F:#F—//F
A s P s A P
Para la primera integral podemos aplicar el teorema de Gauss:
oF, 0F, OF:
#F:///divF : divF="-"1+"24+23—,404+1=2+1
A v ox oy 0z
Para integrar el volumen utilizamos coordenadas cilindricas:
T =rcost
y =rsent ;o J=r
z=4—r?
2 21 pd—r? 2 27 52 4—r?
/// div F' = / / / (z + V)rdzdtdr = / / r ( + z) dtdr =
1% o Jo Jo o Jo 2 0
2 rom 22 2 5 6 2
4— 5 64
:// r ﬂ—ﬂl—?ﬂ dtdr:27r/ 12r+T——5r3 dr =27 67“2—1—7“——77“4 = —7
o Jo 2 0 2 12 4 0o 3

Para calcular la segunda integral parametrizamos el plano z = 0 como P(u,v) = [u,v,0] con u? +v? < 4,
y P, x P, =10,0,—1]. Por tanto:

//PF://DF[P(u,v)].(PuxPU)dA://D[o,o,O].[0,0,_”@4:0
Por tanto finalmente: _
//SF:%%JF’//PF: 37

Notar que hemos cambiado el calcular una tinica integral de superficie complicada, por el calculo de dos
integrales de superficie pero mucho mas sencilla que la original, ya que en una de ellas se puede aplicar el
teorema de Gauss y la otra es muy sencilla al ser sobre una superficie plana.
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152 TEMA A: Software Matemaético

A.1. Curvas en R?

Una curva' es una linea continua de una dimensiéon que varia de
direccién de forma paulatina’® y constante.

Las curvas de R? son planas y pueden estar expresada de varias formas:

e Forma explicita: es posible despejar una variable en funcion de la otra, de alguna de estas dos formas:
y=f(x) 6 z = f(x)
e Forma implicita: no hay forma de despejar una variable en funcién de la otra:
fla,y) =0

e Forma paramétrica: las dos variables (independiente y dependiente) se definen a través de un parametro:

; teR

A.1.1. Cobnicas

parabola

. . 2 .
Vamos a ver un tipo particular de curvas® en R® denominadas

secciones cénicas correspondientes a curvas obtenidas por
las diferentes intersecciones entre un doble cono recto? y un
plano, (ver figura de la derecha), cuando éste no pasa por el circunferencia
vértice®. Se clasifican en cuatro tipos: elipse, parabola, hipérbola

y circunferencia. / ' elipse

Ecuaciéon General

De forma, general corresponde con curvas de ecuacion®:

‘Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:0

donde el tipo de curva puede se determinar por el signo del discriminante:

< 0 : Elipse o circunferencia

=0 : Parabola

>0 : Hipérbola

La ecuacion reducida o candnica de una coénica es aquella ecuacion simplificada de la curva que sitta el centro o
los vértices” de la conica como origen de coordenadas mientras que los ejes® presentan unas relaciones particulares
con la cénica. Partiendo de la ecuacién general de una coénica se puede llegar a su ecuaciéon reducida o candnica,
aplicandole consecutivamente un giro y una traslacion de forma adecuada.

1En la Seccién 5.2, pagina 123 se estudiaran en detalle las curvas en espacios generales R™.

2Lenta y gradual.

3Una curva es el lugar geométrico de los puntos del plano que verifican una determinada propiedad geométrica.

4Superficie que se genera al girar una recta (generatriz) alrededor de otra recta distinta con la que se corta (eje del cono). El
punto de intersecciéon de ambas rectas se denomina vértice del cono.

5Al hacerlo se obtienen rectas y puntos que se denominan cdnicas degeneradas.

6Esta ecuacion corresponde con la forma desarrollada de otras ecuaciones con formas mas sencillas que veremos a continuacién.

"Las conicas con centro son la circunferencia, elipse e hipérbola.

8Si el coeficiente B = 0 los ejes de las conicas coinciden con los ejes de coordenadas.
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Circunferencia

Corresponde con la coénica obtenida por la interseccion de un plano Y
perpendicular al doble cono” (ver figura anterior).

Una circunferencia se define como el lugar geométrico del plano correspondiente Yo
a los puntos que equidistan de uno dado denominado centro. La ecuacion
canodnica de una circunferencia a través de su centro y radio en coordenadas :

cartesianas viene dada por: To z

‘ (o,y0) : centro centro=(0,0)
— 5

(@-z+@-w)=r

r : radio

Desarrollando la ecuacion candnica se obtiene la ecuacién general de la circunferencia en coordenadas
cartesianas:

(z—z0)’+(W—w)?=r = 2®+y* - 2wz — 2y y+z°+y”—1>=0
Tz ¥

)

s

(zo,%0) = (—%—

‘x2+y2+Dx+Ey+F:0‘

: — D? | E? _
T = T~ T F

Ejercicio A.1. Determinar el centro y radio de la siguiente circunferencia, expresando su correspondiente
ecuacion canoénica.
2?24+ -2 +4y—4=0

wm = (-5-3) = (-5-3) =[@.-2

r=yJad+ud - F =12+ (=22 = (-4) = V9 =[3]

La ecuaciéon canoénica de esta circunferencia es por tanto:

El centro sera:

Siendo su radio:

|
v
!
=
| |
W
—
o
7

‘(33—1)2+(y+2)2:9‘

La circunferencia también se puede expresar en coordenadas paramétricas y polares vienen dadas por:

xr =x9+ rcost

; te[0,2m) r? — 2srcos(f — a) + % = 2 ‘ s=0

Yy =1yo+rsent

Paramétricas, centro: (xo,yo), radio: r Polares, centro: (s, @), radio: ¢

Nota A.1. En coordenadas polares, la variable independiente es 6 (angulo) mientras que la variable dependiente es r (médulo),
la cual en este caso no hay que confundir con el radio c.

9Por un punto distinto del vértice del doble cono, ya que de otra forma el corte produce un punto.
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Elipse
Corresponde con el corte de un plano que no es ni perpendicular ni Y
paralelo al eje del cono y ademés el plano y el eje forman un angulo h
mayor que el que forma el eje con sus rectas generatrices. Yo |- -
Una elipse se define como el lugar geométrico de los puntos del plano ’
cuya suma de las distancias a dos puntos fijos llamados focos, (Fy y ; (z,y)
F5 en la grafica), es constante. La ecuacién candnica en coordenadas l
cartesianas viene dada por'® : 20 x

( _50)2 . (v —w0)® _ . (z9,y0) : centro centro=(0,0) 22 N v _ q

p b2 . a2 b2
a,b :  semiejes

Desarrollando la ecuacion candnica se obtiene la ecuaciéon general de la elipse en coordenadas cartesianas:

b (x —20)? +a(y —yo)? = a®V? = b*2? +a?y? — 2xob® 2 — 2ypa® y + 2020 + yo2a® —a®b?* =0
D E F

‘b2x2+a2y2+D:c+Ey+F:0

Notar que al multiplicar esta expresion por cualquier niimero no nulo se pueden obtener infinitas versiones de
la ecuacion general.

En coordenadas parameétricas y polares vienen dadas por:

T = x9+ acost 1
0 . tel0,2m) () =
Y =yo+ bsent cos”  sen’f
02 + 12
Paramétricas, centro: (xo,yo), semiejes: a,b Polares, centro: (0,0)

Ejercicio A.2. Encontrar la ecuacién canoénica y general de la elipse con centro (2,5) y semiejes
horizontal 2 y vertical 5, esbozando su grafica.

Con los datos dados la ecuacion canodnica es facil de determinar:

CETTINEL

Desarrollando y simplificando se obtiene una ecuacién general:

m2—|—4—4x+y2—|—25—10y:1

1 9 o 9(x? 44— 4x) + 4(y> + 25 — 10y) = 36

6
927 4 4y* — 362 — 40y + (36 + 100 — 36) = 0 , U
92% + 4% — 36z — 40y + 100 =0 )

-2 2 4 6

10Una elipse se puede entender como una circunferencia achatada, con uno de los semiejes mayor que el otro. La excentricidad
(e) de una elipse mide este alargamiento y se puede calcular a través de los semiejes como e = va? — b?/a, siendo a > b. Notar que
la excentricidad de una circunferencia es cero.
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Hipérpobla

Una hipérbola es una curva plana abierta de dos ramas y
corresponde con el corte de un plano oblicuo al eje del cono, y
ademsés el plano y y con angulo menor que el de la generatriz
respecto del eje de revolucioén.

Una hipérbola se define como el lugar geométrico de los puntos del
plano tales que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias
a dos puntos fijos, llamados focos, es igual a la distancia entre los
vértices, la cual es una constante positiva.

La ecuacién general en coordenadas cartesianas viene dada por'!:

(m — xO)Q (y - yo)2 ((E(], y()) : centro centro=(0,0)
R O b -

semiejes

En coordenadas paramétricas'? y polares'® vienen dadas por:

T =x9+ asect
’ . tefo2m)

Yy =yo + btant

Paramétricas, centro: (xo,yo), semiejes: a, b Polares, centro: (0,0)

Nota A.2. En el caso de la hipérbola el semieje b no aparece de forma explicita en su geometria, pero esta relacionado con la
distancia focal, (distancia entre los focos F} y F»), cuyo valor es 2¢, cumpliéndose:

a? +b% = c?

Ejercicio A.3. Identificar las siguientes conicas y calcular sus elementos caracteristicos.
a) 422 + 9y* = 36 b) 922 + 9y* = 25

a) Dividiendo ambos miembros de la igualdad por 36:
a
9

=1

2
Y
+ 4

que corresponde con una elipse centrada en el origen con semieje horizontal a = /9 = 3 y semieje
vertical b = v4 = 2.

b) Dividiendo ambos miembros de la igualdad por 9:

que corresponde con una circunferencia centrada en el origen y radio r = /25/9 = 5/3.

11 Esta ecuacién corresponde al caso del eje focal paralelo al eje x. La ecuaciéon correspondiente al caso del eje focal paralelo al
eje y es: (x —yo)%/a® — (z — x0)2/b% = 1.
12Esta ecuacién corresponde a una hipérbola abierta de derecha a izquierda, que también puede expresarse como:
T = x0 acosht
y = yo + bsenht
Las ecuaciones correspondientes a una hipérbola abierta de arriba abajo (ambas equivalentes):
x =x0 X atant x = x0 + asenht

Yy =1vyo + bsect 7 y =1yo £ bcosht

13Esta ecuacién corresponde a una hipérbola abierta de derecha a izquierda, siendo la correspondiente a la hipérbola abierta de
arriba abajo: 72 = —a sec 26.
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Parabola

Una pardbola es una curva plana abierta de una sola rama que
corresponde con el corte de un plano paralelo a cualquiera de las rectas
generatrices del cono.

Una parabola se define como el lugar geométrico de los puntos del plano
que son equidistantes a un punto fijo llamado foco y a una linea fija
llamada directriz. ‘
La ecuaciéon correspondiente al caso del eje paralelo al eje y es'*: !

(20,Y0) . vértice
centro=(0,0)
Wy -w) =@ -0l (@otp) : foco R,
y=1yo—p : directriz

donde p es la distancia focal. En coordenadas paramétricas'® y polares'® vienen dadas por:

B=1 2p
yzyo—i—i(t—xof "= Txsend
4p
Parameétricas, centro: (xg,yo), foco: p Polares, centro: (0,0)

Nota A.3. En la ecuacién en coordenadas polares el signo menos produce una parabola abierta hacia arriba y con el signo
mas abierta hacia abajo.

Ejercicio A.4. Hallar la ecuacion de la parabola que tiene su vértice en (2,0) y su foco en (6,0).

Como el vértice y el foco de la parabola estan sobre el

eje x, la orientacién de la misma debe ser horizontal,
(2,0) (6,0) por tanto su ecuacion es de la forma (intercambiando
z variables z e y):

Ap(x — x0) = (y — y0)”

Teniendo en cuenta la relaciéon entre el foco p y el vértice (g, yo) = (2,0), se tiene:
foco=(zo+p,yo) =(6,0)=(2+4,0) = p=4

Por tanto la ecuacion de esta parabola es:
4x4(x—-2)=(y—0?* = |y*=162—32

14La ecuaciéon correspondiente al caso del eje paralelo al eje x es: (y — y0)2 = 4p(x — z0).
15Esta ecuacion corresponde a una parabola con eje paralelo al eje y. Las ecuaciones correspondientes al eje paralelo al eje & son:

@ =20 + 35 (t = y0)?
y=t

16Esta ecuacion corresponde a una parabola con eje paralelo al eje y. Las ecuaciones correspondientes al eje paralelo al eje  son:
r=1/(1+£cosb).
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A.2. Superficies en R?

Una superficie!” es un conjunto de puntos de R® que forma un
espacio topologico bidimensional.

Al igual que las curvas'® en R?, las superficies pueden expresarse de diferentes formas:
e Implicita: f(z,y,z) =0.

e Explicita: z = f(z,y), x = f(y,2) 6 y = f(x, 2).

x = z(t,s)
e Paramétrica'”: ¢ 4 = y(t, s) ; t,s€ER
z=z(t,s)

Ejemplo A.1. Superficies en R3
e y = 2 representa un plano

e 72 +y2 =1 representa un cilindro

Vamos a estudiar un conjunto de superficies notables con interés practico.

A.2.1. Superficies Cuadraticas o Cuadricas

Se denomina superficie cuadratica o cuadrica aquella cuya ecuacion en coordenadas cartesianas es de la
forma?’:

Az + By + C22 + Day+ Exz + Fyz +Ge + Hy+ Iz +J =0

donde al menos uno de los seis primeros coeficientes A, B,C, D, E, F' es diferente de cero.
Cuando en la ecuacién de la cuadrica no aparecen términos cruzados®' (D = E = F = 0), la ecuacion se puede
reducir utilizando el método de completacion de cuadrados, que puede resumirse de la siguiente forma:

2 2

) b b
ar"+brt+c=alz+—-| +c— —
( Za) 4a

Asi se obtienen algunas de las ecuaciones reducidas que muestra la Tabla A.1, pagina 158.

17De forma aproximada podemos entender una superficie como un plano deformado.

18Ver la Seccion A.1, pagina 152.

19Ver la Seccién 5.4, pagina 135.

20 Generalmente, se descartan todos los polinomios de segundo grado que son cuadrados, como por ejemplo

24?2+ 22 4+ my+ 22+ 222 =(24+y+2)2=0

que corresponde con un plano, superficie que no tiene las propiedades relacionadas con el segundo grado. Estas superficies se
engloban en las denominadas cuddricas degeneradas.
21Estos términos representan giros de la superficie.
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Nombre Ec. Cartesiana Ec. Paramétrica Figura
T = xo+ rcos¢cosl
Esfera (z — 170)2 +(y— y0)2 + (2 — Zo)2 =r? Yy = yo + 7 cos psent
z =2y +rsen¢
= 0
o2 gy (2 z0)? T = x + acos ¢ cos
Elipsoide e + 02 + = =1 Yy = yo + bcos psen
z=zp+ csen¢
x = xg + acosh ¢ cos 6
Hiperboloide | (z—z0)?> (y—w0)® (2 —20)?
Eliptico a2 + b2 - 2 =1 Yy = yo + bcosh ¢psen d
z =29+ csenh ¢
T = xg + asenh ¢ cos
Hiperboloide | (z —0)?  (y —w0)? (2 — 20)?
Hiperbolico a2 + b2 - 2 =-1 y = yo + bsenh ¢ sen 0
z =29 * ccosho
T = x9+ rcosb
(x—20)?  (—w)* (z—20)>
Cono T + 5 5 Yy =yo+rsenf
a b c
Z=2z9+T
T = xg + arcosf
Paraboloide (x —20)%  (y—yo)?
Eliptico a2 + B2 =z Y = yo + brsenf
2 =29+ r?
x =x0+ a(t+ s)
Paraboloide (x—20)> (y—wo)?
Hiperbolico 2 2 T FTA Yy =1yo+b(t—s)
z=2z9+4ts
T = x9+ acosf
Cilindro (x —20)%  (y—yo)?
Eliptico a2 + B2 =1 y =1y + bsenf
z=2z
r = x9 + acosh@
Cilindro (x—x0)®  (y—wo)?
Hiperbolico a? ) =1 Yy = Yo + bsenh
z=2z
xTr =
Cilindro 9 1 9
_ _ _ — Z(t—
Parabolico 4p(y = vo) = (= = o) y=vot 4p( o)
z=s
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A.3. Curvas en R?

Una curva en forma paramétrica, o simplemente curva®? en R?
viene dada por:

x = z(t)
Clt)=9 y=y)
z=z(t)

A.3.1. Curvas sobre Superficies

En el espacio hay algunas curvas que se describen sobre una superficie, es decir, forman parte de dicha superficie.
Vamos a ver las mas caracteristicas.

Curvas Coordenadas

Sea una superficie en coordenadas paramétricas de la forma??:

x = x(t,s)
S= 91 y=y(ts)
z=2z(t,s)

Si fijamos uno de los dos pardmetros a un valor constante, por ejemplo s = s, se tiene una determinada curva
que pertenece a dicha superficie:

Estas curvas definen un mallado sobre la superficie y de ahi que reciban el nombre de curvas coordenadas
de la superficie.
Curvas de Nivel

Dada una superficie S de la forma:

z = f(wv y)
se llama curva de nivel de S a la curva que se obtiene al cortar la superficie con un plano de tipo z = c¢. Las
ecuaciones de la curva de nivel vienen dadas por:

=  flz,y)=c

T s,

La expresion final es una curva plana del tipo y = y(x) aunque generalmente dada en forma implicita.

22Ver la Seccion 5.2, pagina 123.
23En la Seccion 5.4, pagina 135 se estudian las superficies parametrizadas.
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Curvas Implicitas

Una curva de forma implicita viene dada por la interseccién de dos superficies, dando lugar a un sistema de dos

ecuaciones, generalmente no lineales, con tres incognitas.

En la figura se muestra una curva en R® defina mediante el corte
entre una determinada esfera y un cilindro dado.

Clases de Céleulo Il
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B.0. Software Matematico

Existe un gran niumero de programas matematicos que permiten resolver o ayudar a resolver e ilustrar problemas
matematicos de muy diferentes tipos. Estos programas cubren las necesidades de multitud de campos dentro de
las ciencias e ingenierias. Algunos de ellos son libres o de dominio piblico, mientras que otros son comerciales.
A grandes rasgos los podemos clasificar en tres tipos':

e Numéricos: se utilizan para obtener resultados numéricos de nuestros problemas. Las operaciones se
realizan generalmente con la precision de la maquina, de forma que los resultados obtenidos tienen
una determinada aproximacién®?. Generalmente permiten la creacién de programas, en lenguajes de
programacion sencillos propios del programa y suelen ser tutiles para el tratamiento de grandes cantidades
de datos mediante la utilizacion de vectores y matrices. Programas caracteristicos de este tipo son Matlab®
(comercial) y Octave® (software libre). Ambos se encuentran disponibles para distintas plataformas
(Windows, Linux, Mac, etc.).

e Simbélicos’: Permite el tratamiento tanto de ntimeros como simbolos, expresiones y férmulas de manera
exacta, al contrario que los programas numéricos®. Las operaciones tipicas que permiten este tipo de
programas incluye la diferencién, integracion y el célculo de limites de funciones de una y varias variables,
resoluciéon de ecuaciones de diferentes tipos, operaciones vectoriales y matriciales, etc. Dentro de este tipo
los més conocidos son Mathematica’ (comercial), Maple® (comercial) y SageMath® (dominio ptiblico).

e Graficos: Permiten la visualizaciéon y el tratamiento de entes geométricos definidos mediante formulas
matematicas. Uno de los mas conocidos de este tipo de programas es GeoGebra!" (freeware!!).

1La mayoria de los programas cubren varios de estos tipos en mayor o menor medida.

2Para un procesador de 32 bits se obtienen 19 digitos decimales en precisiéon doble, mientras que para los procesadores de 64
bits se obtienen 38 digitos.

Shttps://es.mathworks.com/products/matlab.html.

“https://www.gnu.org/software/octave/.

5En terminologfa inglesa se los denomina SAC cuya traduccion es Sistema de Algebra Computacional.

6Naturalmente esto tiene un coste que afecta a la velocidad de los calculos, de forma que los programas simbélicos suelen ser
mucho més lentos que los programas numéricos para la realizacién de una misma tarea.

"https://www.wolfram.com/mathematica/.

8https://www.maplesoft.com/products/maple/.

9http://www.sagemath.org/.

Ohttp://https://www.geogebra.org/.

11E] software gratuito o freeware son programas informéaticos cuya distribucién y uso es gratuito pero los usuarios no estan
habilitados para modificar su codigo, a diferencia del software libre.
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Figura B.1: Entornos de programas mateméticos. Comerciales: Matlab (superior izquierda), Mathematica
(superior centro) y Maple (superior derecha). Dominio publico: Octave (inferior izquierda), SageMath (inferior
centro) y GeoGebra (inferior derecha).

B.1. Introduccién a SageMath

SageMath es un software matematico libre y de codigo abierto con capacidades de célculo tanto simboélico como
numeérico, asi como de representacion grafica, que cubre multiples campos de las Matematicas, con aplicaciones
en ciencia e ingenieria.

En esta seccion vamos a ver una ligera introducciéon basada en ejemplos relacionados con los temas tratados en
este texto.

B.1.1. Formas de Ejecutar el Programa
Hay varias formas de ejecutar el programa:

e A través de una terminal'?: Esta es la forma maés directa pero menos vistosa de ejecutar el programa.
Precisa de la instalacion del programa en un ordenador y funciona a través de una shell de IPython es la
forma maés rapida de ejecucién. Por contra, la salida de resultados no es tan vistosa y no podemos grabar
sesiones de forma sencilla.

e Mediante notebooks: Esta es una forma muy visual de trabajar a través de una pagina web donde aparecen
los comandos y los resultados. Para ejecutarla es necesario lanzar primero una terminal y ejecutar el
comando notebook (), abriéndose una pagina web local en nuestro navegador. No es tan rapida de ejecucion
como a través de una terminal pero permite guardar y recuperar las sesiones de forma sencilla.

e De forma Online'?: de esta forma no es necesario instalar el programa en un ordenador, ya que funciona
a través de una pagina web de la misma forma como un notebook. La desventaja de esto es que suele ser
un proceso lento, ademés de que precisa la creacion de una cuenta (gratuita) en CoCalc (Collaborative
Calculation in the Cloud).

2http://doc.sagemath.org/html/en/tutorial/interactive_shell.html
13https ://cocalc.com/?utm_source=sagemath.org&utm_medium=landingpage
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B.1.2. Graficos 2D

e Funciones Escalares f: R — R

sage: plot(3*x~2+sin(x)*1n(1+x),0,1) # La variable simbdlica ’x’ estad definida por defecto

ae

sage: var(’s’)

# Variables simbdélicas distintas que ’x’ siempre hay que declararlar primero

sage: plot(sin(s~2), (s, -3, 3), title=’Plot of sin(s~2)’, axes_labels=[’s’,’t’], color=’red’)

sage: g(x) = x72-2*x-2 # Podemos definir primeramente la funcidn
sage: plot(1/g(x), (x, -3, 4), detect_poles=’show’, ymin=-5, ymax=5, thickness=3)
sage: # detect_poles encuentra automadticamente los ptos de discontinuidad

sage: plot([sin(x), tan(x), 1-x~2], legend_label=’automatic’) # Varias fun con sus leyendas
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sage: plot(sin(x),-1,1,color=’blue’, linestyle=’-’) + plot(tan(x),-1,1,color=’red’, linestyle=’
--?) + plot(sin(x),-1,1,color="blue’, linestyle=’-’) + plot(l-exp(x),-1,1,color=’green’,
linestyle=’-.’) # distintos estilos de linea en cada fun

fillcolor=’grey’)

# region sombreada

sage: plot(sign(x)*abs(x)~(1/3),-1,1) + plot(sign(x)*abs(x)~(1/3),-0.5,0.3,fill=’axis’,

e Funciones Paramétricas f : R — R? = Curvas 2D C(t) = [z(t), y(t)]

sage: var(’t?)

sage: parametric_plot([1+2*sin(t),cos(t)], (t,-1,2%pi))

e Funciones Vectoriales f : R? — R?

sage: var (’x y?)

sage: plot_vector_field((x*y,-x*cos(y)), (x,-1,1), (y,-pi,pi))

Pedro José Hernando Oter
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sage: var (’x y?)

sage: F=vector([sin(y),cos(x)]) # fun vectorial, también se pueden utilizar () en lugar de []
sage: plot_vector_field(F, (x,-2*pi,2*pi), (y,-2*%pi,2*pi), color=’red’)

# forma alternativa

e Funciones Implicitas f(z,y) =0

e . s e e
g e L i S g ¥ o e
e ek DG E T8 £ 2 B
'\‘\.-_r{//_.\.“\"\\..,//{‘_-._\\'
'_\\,_{z‘_\\\\_"x;,.\\j
Wb 5 St ol T R R e e
L i o o A
P Al gt 6008 Bal i B QIO
//-_‘_:‘\‘“,_;//;___\\\_‘,//
B A AT A SR e
N = v X 0 g
bas S ELE ISt ZI N Z0WK
_\‘x_.._‘_///__\.\\\.,///‘___\‘\
“’j\\._,//r,\\\\-‘,{/,._\‘\_
.lf\ o kN f ML N
g T - | = & A
df/”w\\;:"’//"‘liil‘//.
_//»,‘\\\__////__,\\\m_—//_
L ol e L e Rt R
R T Bl 5 .1
L . LN M R I e | $a o b 4.4 0 i d
1] 4 2 o 2 4 &

sage: var (’x y’)

sage: implicit_plot(x~2*ln(1+abs(x*y))-y~2,(x,-1,1),(y,-1,1))

45

as

sage: var (’°x y’)

sage: implicit_plot(x~2+2*xy~2==xxy-b*x-y+1,(x,-7,2),(y,-4,2))

# igualdad en ecuaciones es ’==’
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e Funciones Escalares f : R — R

sage: var (’x y?)
sage: contour_plot(sin(x~2 + y~2) * cos(x+y~2) * sin(y), (x,-3,3),(y,-3,3))
sage: # curvas de nivel (color sélido)

sage: var (’x y’)
sage: contour_plot(sin(x~2 + y~2) * cos(x+y~2) * sin(y),(x,-3,3),(y,-3,3),fill=False, cmap=’hsv
> ,labels=True) # curvas de nivel con valores

sage: var (’x y’)
sage: density_plot(sin(x~2 + y~2) * cos(x+y~2) * sin(y), (x,-3, 3), (y,-3, 3),cmap=’jet’,
plot_points=100) .show(figsize=(6,6), frame=True) # degradacién de colores

Voo \\
2N
2,

-
=

-3 2 -1 a 1 2z 3
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B.1.3. Graficos 3D

e Funciones Escalares f : RZ — R

sage: var(’x,y’)
sage: plot3d(4*x*exp(-x~2-y~2),(x,-2,2),(y,-2,2)) # superficie

i : R
Archive Editss Estile Vista Hemamientss Maceas Ayuta

] [ P ] (B0l 2@ ] (o] [ @]

]
20

[ 1.1: emgty 5005 00 3.0, Wy 19

sage: var(’r v’)

sage: cm = [colormaps[’autumn’] (i) for i in sxrange(0,1,0.05)] # escala de color

sage: plot3d(0.2*(r**2 + v**2) + cos(2*r)*sin(2*v), (r,-2,2), (v,-2,2), adaptive=True, color=cm,
plot_points=10, opacity=0.9)

L L T
Mrchive Editar Estile Vista Hemamlentes Macos Ayuda

|l [l Pl ] [0 2 @ ][] ]

[ 1.1: emgty 5005 00 TR T,

sage: var(’x y’)

sage: fl=sqrt(4-x~2-y~2) # semiesfera de radio 2

sage: f2=sqrt(x~2+y~2) # cono superior

sage: plot3d(f1,(x,-1,1),(y,-1,1)) + plot3d(f2,(x,-1,1),(y,-1,1),color="red’)

g iy

Mrchivo Editar Estile yista Hermamientas Maceos Ayuda

[l A v B 20 8 (6] $ T

ran

L0 1) 10

[ Lhemoty | soxaw s ;a0
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e Funciones Implicitas f(z,y,z) =0

sage: var(’x y z’)
sage: implicit_plot3d(x~2+y~2+z~2==4, (x,-3,3), (y,-3,3), (z,-3,3))

# esfera

Mrchivo Editar Estile ista Hemamientas Maceos Ayuda

ol [ml] Ple]| o 2@ A [ ] & w )%

o0 oo

Lil: emgty 500 00 o0 WE 7 18

sage: var(’x y z’)

sage: implicit_plot3d(x~2+y~2-z"2-0.3,(x,-2,2),(y,-2,2),(z,-1.8,1.8), color=’honeydew’)
sage: # no es necesario ==

i WO
Mrchive Editar Estile ista Heramientas Maceos Ayuda

o [l Plela| [y 2@ X (o) ] & 5]

-1
P an

L1 emgty 5065 %00 71,1250, 7 v 170

e Funciones Paramétricas f: R — R® = Curvas 3D C(t) = [x(t), y(t), z(t)]

sage: var(’t’)

sage: parametric_plot3d((cos(t),sin(t),t),(t,0,5*pi),thickness=3,color="red’) # sirven [] y O
sage: # Igual que en 2D pero con una coordenada mas

e TG
Archdvn Editar Estile Vists Hemamlontes Macros Ayuda

el [m] Plw]u| o 2 @A [ ] & w )%

0o

an

1= emgty 5005 500 PUIETE SRR TR T
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e Funciones Paramétricas f : R> — R® = Superficies Paramétricas S(u,v) = [z(u,v),y(u,v), z(u, v)]

sage: var(’r t’)

sage: parametric_plot3d([r*cos(t),r*sin(t),r],(r,0,1),(t,0,2%pi))

# cono

Ty iy
#rchivo Editar Estile ista Heoamientas Macros ayuda

ol [ml Ple]| By 21 @I ) 1] &) 8]

1o

400 Lan

1i1: emgtty 5003 H00 [-n BeEsl. 7 My 3

sage: var(’r t f’) # radio, theta, phi

sage: e=[1*sin(p)*cos(t),1*sin(p)*sin(t),1*cos(p)]

sage: p=[r*cos(t),r*sin(t),r 2]

sage: parametric_plot3d(p,(r,0,1),(t,0,2*pi),opacity=0.5,aspect_ratio=1)+parametric_plot3d(e, (t
,0,2%pi), (£,0,pi/2) ,color="red’,,opacity=0.5,aspect_ratio=1) # transparencias

# paraboloide cilindrico

# esfera de radio=1
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sage: var(’x y’) # variables multiuso

sage: e=[sin(x)*cos(y),sin(x)*sin(t),1+cos(x)]

sage: p=[x*cos(y),x*sin(y),x"2]

sage: parametric_plot3d(p,(x,0,1),(y,0,2*pi),aspect_ratio=1)+parametric_plot3d(e, (x,0,pi/2),(y
,0,2%pi),color=’red’,aspect_ratio=1)

# paraboloide cilindrico

# esfera r=1 desplazada en eje z

e Funciones Vectoriales f : R® — R?

Mrchivn Editer Estile ista Hamamientas Macos Ayuda

o |m] Pl | [ 2 @] [ ] & m ]

20

an

100

11: emgrty 5043 SO0 a7, 228 7 W 14

sage: var (’°x y z’)

sage: plot_vector_field3d((x*cos(z),-y*cos(z),sin(z)), (x,0,pi), (y,0,pi), (z,0,pi))

T i p—
Archiv (.l.‘llkx E:ihlln. lli(a.“ Hﬂﬂamlcl\ka.‘ ﬁ.au‘nﬁ N\ullh. |
FREF R R I
- T
- i ’
11 - I i
i \
- il £ RN
I Al
I i AR
e e 1
1| 1\3, Q" :4 |
P e g | N |
0 EREh) o Coce X W
| L s |
e P »
] - L5 e N
oo - ! AL ! \ 18
™~ 1
14 b b 18
ER: ] a0
[ Liemey 500.%300 ER Rl

sage: var (’x y 2z’)

sage: F=vector([y/z,-x/z,z/4]) # Campo vectorial 3D. Sirven [] y ()
sage: plot_vector_field3d(F, (x,-1,1),(y,-1,1),(z,1,3),colors="blue") # Forma alternativa
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172 TEMA B: Software Matematico

B.2. Aplicaciones de SageMath en Calculo

B.2.1. Programacién Basica en SageMath

e Los comentarios van precedidos por un simbolo #

e La sentencia anterior se representa mediante un simbolo subrayado

e El comando assume () fija restricciones en la variables, lo que permite la simplificaciéon de expresiones.

e El comando simplify_full() simplifica expresiones.

B.2.2. Comandos SageMath dltiles en Calculo

e solve : solucion simbolica de ecuaciones, (sirve también para despejar variables
e limit : Calculo de limites. Tiene algunos errores.
e diff : Calculo de derivadas de cualquier orden totales y parciales.

e taylor : Calculo del desarrollo de Taylor de funciones de una y varias variables.

e integral : integrales de funciones escalares de una y varias variables. en expresiones).

B.2.3. Ejemplos

a2 —1
e lim
z—=1 r—1

sage: limit((x"2-1)/(x-1),x=1)
2

1’21/

lim — 2
(z,9)—(0,0) % + y?

sage: var(’x y m r t’) # declaracidén de variables
sage: f(x,y)=x"2*y/(x~5+y~2)
sage: limit(limit(£f,x=0),y=0) # limites reiterados

x, y) I-->0

sage: limit(f(x,m*x),x=0) # limites siguiendo rectas y=mx
0

sage: limit(f(r*cos(t),r*sin(t)),r=0) # limite en polares
0

sage: # Esto dltimo es errdneo

r3 cos?tsent . rcos?tsent . cos? tsent

lim =lim —m— = limr —Mm8M8M8M—
r—0rdcosdt +r2sen?t r—=07r3cos®t+sen?t =0 7r3cos®t+sen?t
~— —————

No acotado

= depende de t
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B.2. Aplicaciones de SageMath en Céalculo 173

. d 2%e”” =1 + In(x)
dx v —1

sage: f=(x"2*exp(x~2-1)+1n(x))/(sqrt(x-1))

sage: diff(f,x)

(2%xx~3*e~(x72 - 1) + 2*x*e~(x72 - 1) + 1/x)/sqrt(x - 1) - 1/2%(x"2xe"(x"2 - 1) + log(x))/(x -
1)~(3/2)

sage: view(_) # muestra formateada la sentencia anterior

231736(1271)-5—2 xe(1271)+% m2e(1271)+10g(w)

3
z—1 2(z—1)2

2 +2x—1

e Encontrar los puntos donde se anula la tercera derivada de la funcion f(z) = 1
x

sage: f=(x"2+2*x-1)/(x"2+1)

sage: df=diff(f,x,3) # derivada tercera con respecto a x de la funcidén

sage: df # muestra el valor de la derivada

48x(x + 1)*x72/(x72 + 1)73 - 48%(x72 + 2*%x - 1)*x73/(x72 + 1)74 - 12x(x + 1)/(x72 + 1)72 + 24x(
x"2 + 2xx - 1)*x/(x72 + 1)73 - 12*x/(x"2 + 1)°2

sage: solve(df,x) # encuentra los ceros de la derivada

x == -sqrt(2) - 1/2xsqrt(-8*sqrt(2) + 16) + 1, x == -sqrt(2) + 1/2*sqrt(-8+*sqrt(2) + 16) + 1, x
== sqrt(2) - 1/2*sqrt(8*sqrt(2) + 16) + 1, x == sqrt(2) + 1/2*sqrt(8*sqrt(2) + 16) + 1]

sage: view(_) # muestra formateada la sentencia anterior

T — 1T — 1T — 1 —
[.r:— T SV -8VIH+ 164+l = VIt -\ -8VItl6+1la=vI- - \8VIF 16+ 1l,e=vIt—\8VI4t16+1
2 2 2 2

(xQery _ 2y3>
o V| ——
Vo =y

sage: var(’y’)

sage: f=(x"2*exp(x*y)-2%y~3)/(sqrt(x-y))
sage: gf=vector([diff (f,x),diff(f,y)])

sage view(gf) # muestra formateada la funcién

I2y€(-ry) + 2 peloy) N 9 yi'f —p2eley) g3p(xy) _ g y2 B 9 yf‘ — p2e(=y)
3 3 3
-y 2(x—y)? Ty 2(x—y)*

a° ryz? —sen(z — 1)
0x20y30z Ty — 2

sage: var(’y z’)

sage: f=(sin(z-1))/(sqrt(y-x*z))

sage: diff(diff(diff(f,z),y,3),x,2)

-945/32%z"2*cos(z - 1)/(-x*z + y)~(11/2) - 10395/64*x*z~2*sin(z - 1)/(-x*z + y)~(13/2) -
945/16*z*sin(z - 1)/(-x*z + y)~(11/2)

sage view(_) # muestra formateada la sentencia anterior

945 2% cos (z — 1) 1039522?sin(z —1)  945zsin(z—1)

13 iL
2 2

1

32(—zz+y)? 64 (—zz + y)

16 (—zz + y)
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174 TEMA B: Software Matemético
. . L 2 4+2r—1
e Encontrar el polinomio de Taylor de orden 10 en el punto z = —1 de la funcion f(z) = il
x

representar graficamente ambos resultados.

sage: f=(x"2+2*x-1)/(x"2+1)
sage: t=taylor(f,x,-1,10) # taylor(fun, var, pto, orden)
sage: t # muestra el valor del polinomio

-x -2

sage: view(_) # muestra formateada la sentencia anterior

sage: plot(f,-2,0)+plot(t,-2,0,color="red’) # representacién grafica

-1/16%(x + 1)79 - 1/8%(x + 1)7°8 - 1/8*(x + 1)°7 + 1/4x(x + 1)°5 + 1/2x(x + 1)~4 + 1/2%(x + 1)°3

1Iﬁ[z+1) 8(a:+1) 8(r+1) +4 5

5 1 1
z+1)°+ 5@+ + 2

2

(x+1)° —z—2

graficamente ambos resultados.

e Encontrar el desarrollo de Taylor de orden 3 en el punto (1, —2) de la funcion f(z,y) =

zy+1
T+y

y representar

sage: var(’x y’)

sage: f=(x*xy+1)/(x+y)

sage: taylor(f, (x,1),(y,-2),3) # taylor(fun, (varl,vall), (var2,val2), orden)

3x(x - 1)73 + B*(x - 1)72%(y + 2) + 2x(x - 1)*(y + 2)72 + 3*(x - 1)72 + 2x(x - 1)*(y + 2) + 3x*x
-2

sage: t=_ # asignamos el resultado anterior a la variable t

sage: view(t) # muestra formateada la sentencia anterior

sage: plot3d(f, (x,0,2),(y,-3,-1))+plot3d(t, (x,0,2),(y,-3,-1),color="red’) # rep. grafica

31" +5@ -1y +2)+2@ - Dy +2)° +3(@x -1 +2@ -1y +2) +3z 2

Mrchivn Editar Estile ista Hamamientas Macras Ayuda

o [ 2w ] [ ol @ [ [hee] )

|

[ Liematy
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B.2. Aplicaciones de SageMath en Céalculo

175

22 +2x—1
——dx
2 +1

sage: integral((x~2+2*x-1)/(x~2+1),x) # integral(fun,var)
x - 2*xarctan(x) + log(x~2 + 1)

/3 2422 —1
S T dx
_9 $24‘1

sage: integral((x~2+2*x-1)/(x"2+1),x,-2,3) # integral(fun,var,a,b)
-2xarctan(3) - 2*arctan(2) + log(10) - log(5) + 5

sage: _.n() # valor numérico de la expresidn anterior
0.980758200175256

3 T
o / / (z? — %) dydx
1 —x

sage: var(’x y’)
sage: integral(integral((x~2-y~2),y,-x,x),x,1,3) # integral doble
80/3

1 11—z l—z—y
. / / / (1+z+4+y+ 2)dzdydx
o Jo 0

sage: var(’x y z’)

7/24

sage: integral(integral(integral (1+x+y+z,z,0,1-x-y),y,0,1-x),x,0,1) # integral triple

. ygx/:cQerst o CizP+y’=ax
c

sage: var(’x y a t’) # variables simbdlicas

sage: assume(a>0) # para poder simplificar expresiones
sage: assume(t,’real’)

sage: # Forma candnica circunferencia: (x-a/2)72 + y~2=a"2/4
sage: x=a/2+a/2xcos(t) # cambio de variable a polares

sage: y=a/2*sin(t)

sage: C=vector([x,y]) # curva en paramétricas

sage: C # mostramos C(t)

(1/2*%a*cos(t) + 1/2*a, 1/2*a*sin(t))

sage: dC=diff(C,t) # C’(t)

sage: dC # mostramos C’(t)

-1/2%a*sin(t), 1/2xa*cos(t))

sage: ndC=dC.norm() .simplify_full() # Calculamos |[C’(t)|| y simplificamos
sage: ndC # mostramos ||C’(t) ||

1/2%a

sage: f=sqrt(x~2+y~2) # Funcién a integrar. Como x(t), y(t) => £(t)
sage: f # mostramos f

sqrt (1/4*a~2%sin(t) "2 + 1/4x(a*cos(t) + a)~2)

sage: f=f.simplify_full() # simplificamos expresidn

sage: f

sqrt (1/2*a~2xcos(t) + 1/2%a~2)

0 # tarda algunos minutos

sage: integral(f*ndC,t,0,2#pi) # calculamos integral de linea a través de su def.

Pedro José Hernando Oter
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176 TEMA B: Software Matematico

e Calcular la siguiente integral de linea:
/ (z 4 2)dz + 3zdy + y*d>
c

donde C es una parametrizacion de la curva interseccion entre las superficies: {22 +y?+22 =1, z=z-1}.

sage: var(’x y z t’) # variables simbdlicas

sage: assume(t,’real’)

sage: (x~2+y~2+z~2==1).subs(z=x-1).simplify_full() # Encontramos ec. curva
2%x72 + y°2 - 2%x + 1 ==

sage: # Forma candnica elipse: 4(x-1/2)"2+2y~2=1

sage: x=1/2+1/2xcos(t) # cambio de variable a polares

sage: y=1/sqrt(2)*sin(t)

sage: z=x-1

sage: C=vector([x,y,z]) # curva en paramétricas

sage: C # mostramos C(t)

(1/2*cos(t) + 1/2, 1/2#sqrt(2)*sin(t), 1/2*cos(t) - 1/2)

sage: dC=diff(C,t) # C’(t)

sage: dC # mostramos C’(t)

(-1/2*sin(t), 1/2*sqrt(2)*cos(t), -1/2*sin(t))

sage: f=vector([x+2,3*z,y~2]) # Funcidn a integrar f(t)=[x(t),y(t),z(t)]
sage: f # mostramos f

(1/2*cos(t) + 5/2, 3/2*cos(t) - 3/2, 1/2*sin(t)"2)

sage: integral(f.dot_product(dC),t,0,2*pi) # calculamos integral de linea a través de su def.
3/4xsqrt(2)*pi

e Calcular la siguiente integral de superficie:

// z%2dS
s

donde S es la superficie externa del cilindro 22 4+ y? = a? comprendia entre los planos z =2y z = —2.
sage: var(’x y z a u v’) # variables simbdlicas
sage: assume(a>0) # para poder simplificar expresiones

sage: assume(u,v,’real’)

sage: x=a*cos(u) # utilizamos coordenadas cilindricas
sage: y=a*sin(u)

sage: z=v

sage: S=vector([x,y,z]) # superficie parametrizada
sage: S # mostramos S(u,v)

(a*xcos(u), a*sin(u), v)

sage: Su=diff(S,u) # S_u

sage: Sv=diff(S,v) # S_v

sage: n=Su.cross_product(Sv) # n= S_u x S_v

sage: n # mostramos

(axcos(u), a*sin(u), 0)

sage: nn=n.norm() .simplify_full() # nn= ||n]|
sage: nn # mostramos
a

sage: f=x"2*z # Funcién a integrar f(u,v)

sage: f # mostramos f

a~2*xv*cos(u) "2

sage: integral(integral(f*nn,u,0,2%pi),v,-2,2) # integral de superficie a través de su def.
0
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e Calcular el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = ai— (22 +y)j+ zk a través de la superficie S formada
por el hemisferio 22 + y2 + 22 =1, z > 0 en direccién al exterior de la esfera.

sage: var(’x y z u v’) # variables simbdlicas

sage: assume(u,v,’real’)

sage: x=sin(u)*cos(v) # utilizamos coordenadas esféricas

sage: y=sin(u)*sin(v)

sage: z=cos(u)

sage: S=vector([x,y,z]) # superficie parametrizada

sage: S # mostramos

(cos(v)*sin(u), sin(u)*sin(v), cos(u))

sage: n=diff(S,u).cross_product(diff(S,v)).simplify_full() # vector normal a la superficie
sage: n # mostramos

(cos(v)*sin(u) "2, sin(u)~2*sin(v), cos(u)*sin(u))

sage: F=vector([x,-2*x-y,z]) # Funcién a integrar F(u,v)=[x(u,v),y(u,v),z(u,v)]

sage: F # mostramos

(cos(v)*sin(u), -2*cos(v)*sin(u) - sin(u)*sin(v), cos(u))

sage: # Calculamos la integral de superficie de un campo vectorial a través de su definicién
sage: integral(integral(F.dot_product(n).simplify_full(),u,0,pi/2),v,0,2%pi)

2/3%*pi

e Aplicar el teorema de Green para calcular:
/ (y* + 2%)dx + 2*dy
c

donde C es el perimetro del cuadrado [0, 1] x [0, 1] recorrido en sentido positivo.

sage: # Teo Green: int_C Pdx+Qdy = int_D (Q_x - P_y)

sage: var(’x y z’) # variables simbdlicas

sage: F=vector([y~2+x~3,x~4]) # funcidn vectorial

sage: # Calculamos la integral doble del teorema

sage:integral (integral (diff (F[1],x)-diff (F[0],y),y,0,1),x,0,1)
0
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e Aplicar el teorema de Stokes para resolver la siguiente integral:

22 +y? =22%/2
/(y—l)dx+22dy+ydz ;o O Y /
C Z:y—|—1

sage: # Teo Stokes: int_C F = int_S rot(F)

sage: var(’x y z u v’) # variables simbdlicas

sage: # Definimos un comando para calcular el rotacional de un campo

sage: def rot(F):

haoal assert(len(F) == 3)

10008 return vector ([diff(F[2],y)-diff(F[1],z), diff(F[0],z)-diff(F[2],x), diff(F[1],x)-
diff (F[0],y)1)

sage: F=vector([y-1,z"2,y]) # funcidén vectorial

sage: rF=rot(F) # rotacional de la funcién

sage: rF

(-2%z + 1, 0, -1)

sage: S=vector([u,v,v+1]) # Plano parametrizado

sage: n=diff(S,u).cross_product(diff(S,v))

sage: n # mostramos vector normal

sage: # Si C estad recorrido en sentido positivo, n es correcto al apuntar hacia arriba
sage: rF=rF.subs(x=u,y=v,z=v+1) # Sustituimos superficie (plano) en rot(F)

sage: rF

(-2%v - 1, 0, -1)

sage: # Encontramos dominio de integracidén dado por el corte de las superficies

sage (x"2+y~2==z"2/2) .subs(z=y+1).simplify_full()

X"2 + yT2 == 1/2%xy"2 + y + 1/2

sage: # La superficie S es el plano z=y+1 en la regidén x~2+(y-1)"2/2 <= 1

sage: # teniendo en cuenta nuestra parametrizaciémn: u=x, v=y

sage: # Calculamos la integral de superficie del teorema

sage: integral(integral (rF.dot_product(n),v,1-sqrt(2*(1-u~2)),1+sqrt(2*(1-u~2))),u,-1,1)
-sqrt (2)*pi

e Aplicar el teorema de Gauss para determinar el flujo del campo F(x,y,z) = [z,y,22] a través de la
superficie cerrada S que limita el sélido V = {(x,y,2) : 0 <z <4 — 222 — 22},

sage: # Teo Gauss: int_S F = int_V div(F)

sage: var(’x y z’) # variables simbdlicas

sage: # Definimos un comando para calcular la divergencia de un campo
sage: def div(F):

col assert(len(F) == 3)

return diff(F[0],x) + diff(F[1],y) + diff(F[2],z)

sage: F=vector([x,y,2*z]) # funcidén vectorial

sage: dF=div(F) # rotacional de la funcidn

sage: dF

sage: # La superficie S es un paraboloide circular invertido.

sage: # La base en z=0 es una circunferencia de centro origen y radio sqrt(2)

sage: # Calculamos la integral de volumen del teorema

sage: integral(integral(integral(dF,z,0,4-2*xx"2-2*%y"~2),y,-sqrt(2-x72),sqrt(2-x72)),x,-sqrt(2),
sqrt(2))

16*pi
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