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1.1. Ecuaciones 3

1.1. Ecuaciones

Definicion 1.1. Ecuacion

Una ecuacioén es una igualdad entre dos expresiones matematicas, denominadas miembros, en las que
aparecen elementos conocidos o datos, y desconocidos o incdgnitas, relacionados mediante operaciones
matemaéticas.

e Se denomina solucién de una ecuaciéon al conjunto de valores de las incdgnitas que verifican la
ecuacion.

e Resolver una ecuacion es hallar (en caso de que existan) sus soluciones.

1.1.1. Tipos de Ecuaciones

Hay diferentes tipos de ecuaciones entre las que destacan:

¢ Ecuaciones algebraicas: son todas aquellas que se basan en operaciones algebraicas'. Este tipo de
ecuaciones son las mas comunes y las podemos subdividir en:

— Ecuaciones polinémicas: donde la incégnita es la variable de un polinomio. Las hay de diferentes
grados en funciéon de la mayor potencia del polinomio.

— Ecuaciones racionales: son aquellas que estan formadas por cocientes de polinomios.

— Ecuaciones diofanticas: son aquellas cuyas soluciones son solo ntimeros enteros Z.

e Ecuaciones trascendentes: aquellas que involucran funciones no polindémicas, como funciones
trigonométricas, exponenciales, logaritmicas, etc.

¢ Ecuaciones funcionales: en ellas la incoégnita es una funcidn y no se pueden reducir’? a ecuaciones
algebraicas ni trascendentes.

Ejemplo 1.1. Tipos de ecuaciones

o 2x+3=5—-=x —  Ec. algebraica, polinémica de primer grado o lineal.
e 2r+y=0 — Ec. lineal con dos incégnitas.
o ar’+br4+c¢=0 —  Ec. polinémica de 22 grado, con coeficientes a, b y c.
2
— 1
° stix—’— = 6x + 2 —  Ec. racional
x5+ 1
e sen(r+1)+In(z)=va224+1 — Ec. trascendente.
d
o 3f(x)— o (z) =tan(zx) —1 — Ec. funcional con incognita f(z).
x

1.1.2. Ecuaciones Funcionales

Definicion 1.2. Ecuacion funcional

Las ecuaciones funcionales representan una relacion entre variables independientes y funciones incognitas
cuya expresion y/o valor se quiere conocer.

1Suma, resta, multiplicacién y division.
2Por lo menos de una forma sencilla.
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4 TEMA 1: Introduccion

Clasificacién de las Ecuaciones Funcionales

Hay diferentes tipos de ecuaciones funcionales entre las que podemos destacar las siguientes®:

d
ordinarias = : d—f +2f?=0
Ecuaciones x
Diferenciales on derivadas of of
i parciales O Ay
Ecuaciones
Funcionales Eeuaciones
2
Integrales z°f+ /If dr =0
Ecuaciones df
Integro-diferenciales s f I + / xfdr=0

En este curso nos centraremos fundamentalmente en las ecuaciones diferenciales aunque también se veran
algunos ejemplos de ecuaciones integrales e integro-diferenciales en la Seccion 4.5.4, pagina 118.

1.2. Ecuaciones Diferenciales

Definicion 1.3. Ecuacion Diferencial

Una ecuacion diferencial es una ecuacion que relaciona una funcion (variable dependiente), su variable
o variables independientes y al menos una de sus derivadas.

Ejemplo 1.2. Ejemplos de ecuaciones diferenciales

d?y dy Pw  Ow
/ — _k . 27 - 2 _ 2 — 0 . 2 -
4 4 ’ T iz +mdx (@ =Py ' ¢ o2 ot

1.2.1. Notacién de las Derivadas

Hay diferentes formas de denotar las derivadas de una funcién, para verlas vamos a considerar dos funciones:

e f(z) : funciéon dependiente de una tnica variable independiente x.

z(x,y) : funcion dependiente de dos variables independientes z e y.

Notacion de Leibniz

Se basa en el cociente de diferenciales”, siendo muy utilizada sobre todo en derivadas parciales al quedar claro
el orden de la derivada (en el numerador) y la relacion y orden de las variables con respecto a las que se deriva
(en el denominador).

e Primera derivada’®

G | 050 00
de  da’ ¥ ’ or oz Y o 8y_8yzx’y
e Segunda derivada®
#f_dd . Pi_00:  Px_00: 200
de?  dx ds ' 0z2  dxox ' O0y2 Oydy = Oxdy Oz Oy
e n-ésima derivada
& | 0
dz™ ’ dxmoyn—m

3Ver la notacién diferencial de Leibniz en Seccién 1.2.1, pagina 4.

4Los diferenciales dx, dy, 8z, Oy, etc. hacen referencia a valores muy pequenos (infinitésimos) de las variables.
5Se lee “diferencial de f con respecto a z” o “diferencial de z con respecto a y”.

6Se lee “diferencial segunda de f con respecto a x dos veces” o “diferencial segunda de z con respecto a = e y”.
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1.2. Ecuaciones Diferenciales 5

Notacion de Lagrange

Es muy utilizada por ser la mas simple aunque en ocasiones es insuficientemente clara. Emplea tildes o primas
para las primeras derivadas y potencias o nimeros romanos entre paréntesis para las derivadas superiores.

dy d?y d3y . d*y ddy
r 4y n_ %9 m_ % d w _ & J v_ %9
* /= de ! dz?2 ! de3 ! ded / dxd
d™y
(n) 2 J
*/ dx™

Se lee “f prima de z”, “f segunda de z”, etc. Una variacion de la notacién de Lagrange se suele utilizar para
referirse a las derivadas parciales, utilizando tildes o sin ellas (més comun):

/ 0z ’ 0z
=T g ’ VTR T gy
" 9z " 9z 7 9z
Zox = Zpp = —= ; Zyy = Zpy = —= ; Zay = Zpgy =
xTx T 81}2 ’ vy yy 8y2 ’ Yy Ty 8336y

Hay otras notaciones como la de Euler” (D,f = f’) o la de Newton (i = f/, # = f”) pero su uso se suele
restringir a determinadas areas de la fisica, de las matemaéticas u otras.

Operador Diferencial

La operacion de diferenciaciéon puede representarse a través del simbolo D:

dy
D ==
Y dx
d d (dy d*y
D=— D?y =D[Dyl=—|-2)=-"2
dr Y Dyl dx <dx) dx?
d™y
D'y =-——=
4 dz™

Definiciéon 1.4. Operador Diferencial

El simbolo® D se denomina operador® diferencial y transforma una funcién (diferenciable) en otra
funcion (su derivada).

Nota 1.1. A veces se indica la variable sobre la que se deriva en el subindice, por ejemplo D, indica que la variable sobre la
que se deriva es z.
Ejemplo 1.3. Operadores diferenciales
e D[52% — 4sen(4x)] = 1522 — 16 cos(4x)
e D?[523 — 4sendx] = D[D[5x3 — 4sendz]] = D[152? — 16 cos(4x)] = 30z + 64 sen(4x)

e D,,[62% — sen(xy)] = D,[D,[62* — sen(zy)]] = D,[—x cos(zy)] = — cos(zy) + zy sen(zy)

Cualquier expresion polinomial en la que interviene D también es un operador diferencial, como por ejemplo:

D+3 ; D?4+3D—4 ; 5D® — 62°D* + (1 — z*)D ;

"En la Seccion 1.2.1, pagina 5 se vera la utilizacion del operador D.

8La primera utilizacion del simbolo D como operador diferencial se debe al cientifico inglés Oliver Heaviside (1850-1925), que
también da nombre a la funcion escaldn unitario (ver la Definicion 4.6, pagina 103).

9En general un operador mateméatico es un simbolo que indica una operacién especificada sobre un cierto nimero de operandos
(ntimeros, funciones, vectores, etc.).
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6 TEMA 1: Introduccion

Ejercicio 1.1. Calcular las siguientes expresiones con operadores diferenciales.

a) 3D —4)[y> +y—2| b) (#°D®—D)[y* +y—2]

BD -y +y—2=3D* +y—2| —4[y* +y -2 =32y +v) -4/  +y—2) =

= 6yy +3y —dy® — 4y +8|

b) (2*D® = D)[y* +y—2l=2*D’[y* +y - 2] - Dy’ +y - 2] =0 2yy' +y') = —y'2y +1)

Definiciéon 1.5. Operador Diferencial Lineal de orden n

El operador diferencial L de orden n se define como:

‘ L = ap(x)D" + ap_1(x)D" 1 + ... 4+ a1(2)D + ag(x) ‘

Debido a las propiedades de la diferenciacion, el operador diferencial L es lineal, verificandose:

Llaf(z) + Bg(z)] = aL[f(x)] + SL[g(z)] ; Vo,f e R

Como se verd mas adelante'’, una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n de la forma:
an(2)y™ + an1(2)y" T + .+ ar(2)y + ao(2)y = f(z)

se puede representar a través del operador diferencial L de orden n de la forma:

1.2.2. Analisis Matematico

Las ecuaciones diferenciales son el nucleo principal de la rama de las mateméticas denominada Analisis
Matemaético.

El Andlisis Matemdtico empieza con el desarrollo de una formulacion rigurosa del Cédlculo y estudia conceptos
relacionados con los nimeros reales y complejos y sus respectivas funciones. Actualmente se puede clasificar en
los siguientes campos:

e Analisis Real: estudio formalmente riguroso de las derivadas e integrales de las funciones reales
univaluadas, lo que incluye el estudio de limites, series de potencias y de las medidas.

e Anailisis Complejo: estudia funciones complejas de variable compleja que son complejo-diferenciables,
denominadas funciones holomorfas'®.

e Analisis Arménico: estudio de las series de Fourier'?.

e Analisis Funcional: estudia espacios y funciones e introduce conceptos como los espacios de Banach y
espacios de Hilbert.

e Analisis No Estandar: estudia ciertos niimeros hiperreales'® y sus funciones, dando un tratamiento
riguroso de los nimeros infinitesimales y los infinitamente grandes.

En la siguiente grafica se muestra de forma esquemética la relacion entre diferentes areas matematicas y su
relacion con el Andlisis Matemdtico.

10Ver el Tema 3, pagina 49.

HVer por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
12Ver el Tema 5, pagina 133.

13Los ntimeros hiperreales *R son una extensién de R al incluir a los ntimeros infinitesimales e infinitos.
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1.2. Ecuaciones Diferenciales 7

Analisis Complejo

Caélculo

Series de Fourier y
Polinomios Ortogonales

Ecuaciones Diferenciales

Integral de Lebesge

Anélisis
Numérico

Espacios Metricos y
de Hilbert

........ —_————

ANALISIS MATEMATICO

Aplicaciones de las Ecuaciones Diferenciales
Las ecuaciones diferenciales son el area matemaéatica méas importante para la compresion de diferentes ciencias:
e Fisica: mecanica clésica y cuantica, electricidad y magnetismo, relatividad de Einstein, etc.

e Quimica: mezclas, reacciones quimicas, etc.

Biologia: bio-fisica

e Economia: principio econémico de la oferta y la demanda

1.2.3. Clasificaciéon de las Ecuaciones Diferenciales

Debido a la complejidad de su estudio, las ecuaciones diferenciales se pueden clasificar de diferentes formas,
atendiendo a las siguientes caracteristicas:

1. Tipo de las derivadas que aparecen en la ecuacion.
2. Orden y grado de la ecuacion.

3. Linealidad de la ecuacién.

Clasificacion 1: Tipo de las derivadas

Atendiendo al tipo de derivadas, las ecuaciones diferenciales (ED) se clasifican en dos grandes grupos'*:

e Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO): Son aquellas ED cuya incognita es una funciéon que
depende tunicamente de una variable y por tanto las derivadas son respecto a esa variable independiente.

dak

donde las derivadas se pueden denotar mediante la notaciéon de Leibniz o de Lagrange'®.

y(r) — F (-77731,?//7?/”,---’?}W) =0 : y*) =

¢ Ecuaciones Diferenciales en derivadas Parciales (EDP): Son aquellas ED donde la funcién incognita
depende de varias variables y por tanto las derivadas son con respecto a esas variables independientes.
0%z
Zgy =
T 920y
Las derivadas parciales se pueden denotar mediante la notacién de Lagrange o mediante el simbolo'® 9
utilizando la notacién de Leibniz.

Z(T),y,t) — F(x’y7tvz7zl:7zy?"'):0 ’

La teoria de las EDP es muy diferente de las EDO y con una notable mayor dificultad en todas sus facetas.

14Ver la Seccion 1.1.2, pagina 4.

15Ver la Seccion 1.2.1, pagina 4.

16Se asemeja a una letra d redondeada y se denomina d de Jacobi o parcial. Proviene de las traducciones al idioma arabe que
se hacian del latin y es una contracciéon entre las letras a y d, siendo el origen del actual simbolo de arroba, @. No confundir el
simbolo 9 con la letra griega delta miniscula, §.
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TEMA 1: Introduccion

Ejemplo 1.4. Tipos de ecuaciones diferenciales.

— EDO

d? d
. xz—y+x—y+(x2—p2)y20 — EDO

dx? dx
0w Ow
2 _
e ¢ 92 = o1 —  EDP

Clasificaciéon 2: Orden y Grado de la Ecuacién

Definicion 1.6. Orden de una Ecuacién Diferencial

El orden de una ED (ordinaria o en derivadas parciales) es el orden de la derivada de mayor orden de

la ecuacion.

Ejemplo 1.5. Orden de una ecuacién diferencial.

> dy\ >
. ¢y +5 L 4y = " — EDO de segundo orden.
da? dx

o "+ 2%y +yy =2 — EDO de tercer orden.

e M(z,y) dy+ N(z,y) dt =0 — EDO de primer orden.

2
% = % — EDP de segundo orden.
x

Nota 1.2. Segun la notacién de Leibniz!'7 ¢/ = %, donde dy y dx se denominan respectivamente diferencial de y y de x. En

determinados casos, los diferenciales pueden aparecer separados.

dy N(z,y)
&Y _ %Y — M(z,y)dy + N(z,y)dz =0
Ia Mz, 1) (z,y)dy + N(z,y) dz

En la Seccion 2.5, pagina 29 se vera una de las utilidades de esto.

Definicion 1.7. Grado de una Ecuacion Diferencial

El grado de una ecuacion diferencial es la potencia de la derivada de mayor orden que aparece en la

ecuacion'®,

Ejemplo 1.6. Orden y grado de una ecuacion diferencial.

d? d
d—:g + Senxd—y =x — EDO de segundo orden y primer grado.
x x

o 7

d3y ’ dy :
° (d:ﬁ) -2 (%) +zy=0 — EDO de tercer orden y segundo grado.

17Ver la Seccion 1.2.1, pagina 4.
18E]l grado de una ecuacion diferencial solo se tiene en cuenta si la ecuacién tiene una forma polinémica, de no ser asi se considera

que no tiene grado.
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1.2. Ecuaciones Diferenciales 9

Clasificacion 3: Linealidad de la Ecuacién

Definicion 1.8. Linealidad de una Ecuacion Diferencial

Se dice que una ecuacion diferencial es lineal si cumple simultdneamente las dos siguientes condiciones:
e La variable dependiente y todas sus derivadas son funciones polindmicas de primer grado.

e Cada término coeficiente'® solo depende, a lo sumo, de la o las variables independientes .

Ejemplo 1.7. Ecuaciones diferenciales lineales y no lineales.

(1—-1y)y +2y=¢" : EDO no lineal

" -2y +y=0 : EDO lineal
d2
d3 d = M 1
n Y By = e® EDO lineal T2 +seny =0 : EDO no lineal
da? dx
4
(y — z)dx +4xdy =0 : EDO lineal % +y2=0 : EDO no lineal
X
0%u ou 2
—— tz— = . EDP lineal 9%u ou :
dzdy + xay u mnea m + ua—y =u : EDP no lineal
Ug + LUy = Ylay : EDP lineal (uw)2 + Uy = YUzy : EDP no lineal
Nota 1.3. La expresion:
_ dy  N(z,y) dz_ M(zy)
M(z,y) dy+ N(z,y) de =0 = et M,y g dy N(zy
puede presentar propiedades de linealidad distinta en las derlvadas £y -y dy

Ejemplo 1.8. Linealidad de la ecuaciéon:  (y? — 1)dz + 2dy = 0
. dy 1-y°
e Nolinealeny : — = —  Sol. |y(x)
dx x
e Lineal en z Lo v —  Sol. |z(y)
Cody 21 g

Ejemplo 1.9. Linealidad y orden en EDO.

e (1—=x)y’" —4ay’ +5y=cosz — Lineal de segundo orden
d? d
e (1+y )di + xdﬁ +y=¢€" — No lineal de segundo orden
x
o oy 3y 46y =0 — Lineal de cuarto orden
o a4+ a2'logt =cosx —  No lineal de segundo orden

19 Aquel término que multiplica a una derivada.
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10 TEMA 1: Introduccion

Ejemplo 1.10. Linealidad y orden en EDP.

0z 0z
° 5—7 + 2% 1 z — Lineal de primer orden
oz dy
o [u.(z,y)]” +uy(z,y) =0 — No Lineal de primer orden
o uy(z,y) + uyy(z,y) =0 — Lineal de segundo orden
0 0? 0
° S—z + 2w7w + @ w+xy — No Lineal de segundo orden

ox Oxdy Oz

En éste y los siguientes temas analizaremos las EDO. Las EDP se veran a partir del Tema 7, pagina 175.

1.3. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO)

Definiciéon 1.9. EDO de orden n

Una EDO general de orden n es una ecuacion de la forma:

F (x,y,y’,y”,---,y(”)) =0,

donde x es la variable independiente, y(z) es la variable dependiente o funcion incognita de la ecuacion

k
e y*) = gﬁ son las derivadas sucesivas de y(z) con respecto a x hasta el grado n.

Las funciones solucion y(z) de una EDO deben cumplir una serie de caracteristicas que veremos a continuacion.

1.3.1. Funciones de Clase C"*

En el Andlisis Matemdtico®® las funciones se clasifican en base a las propiedades de sus derivadas.

Definiciéon 1.10. Funcién de Clase C"

Sea f : I — R siendo I C R un intervalo?'.

e Se dice que la funcion f es de clase®® C", siendo®® n € Z*, si sus derivadas f/, f”, ---, f™
existen y son continuas?*.

e Se dice que la funcién f es de clase®® C*®, suave o continuamente diferenciable, si existen
todas las derivadas de todos los érdenes de f.

Definicion 1.11. Funcién Analitica

Se dice que una funcién f es analitica®® si es continuamente diferenciable y es igual a su correspondiente
serie de Taylor®” expandida alrededor de cualquier punto de su dominio U.

20Ver la Seccion 1.2.2, pagina 6.

21Pyede ser un intervalo abierto (a, b), cerrado [a, b], infinito (a, 00), etc.

22Leido como “clase c-n”.

23El conjunto Z1+ = {1,2,---} es el conjunto de los enteros positivos (sin incluir el cero).

24La continuidad es automéatica para todas las derivadas excepto para la altima f().

25Leido como “clase c-infinito”.

26Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
27Ver por ejemplo "Clases de Calculo I para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
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1.3. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) 11

1.3.2. Solucién o Curva Integral de una EDO

Definicién 1.12. Solucién o Curva Integral de una EDO

Dada una EDO,

F (l', vy, ,y(")) =0,

cualquier funcién y = f(z) de al menos clase C™ en un intervalo®® I que verifique la EDO, se denomina
solucién o curva integral de la EDO en el intervalo I.

El estudio de las soluciones de una EDO est4 centrado en dos cuestiones??:

e Existencia: Una EDO puede o no tener soluciéon. En caso de tenerla pueden ser un conjunto finito o
infinito de funciones.

e Unicidad®’: Por cada punto del intervalo de definicién de la ecuacién I puede pasar una o varias
soluciones.

Tipos de Solucién

La solucién de una EDO puede ser de dos tipos:
e Solucién Analitica: La solucion viene dada mediante una expresion matematica (formula, desarrollo
en serie, etc.)
La solucién analitica puede estar en dos formas:
— Forma explicita y = f(z): donde la variable dependiente y esta despejada en funcion de la variable
independiente .
— Forma implicita F(y,z) = 0: donde la variable dependiente y no esté despejada, bien porque no
se pueda o bien porque resulte méas apropiada esta forma.
e Solucién Numeérica: Los valores de la solucién son conocidos mediante la aplicaciéon de un algoritmo
numérico, teniendo normalmente una determinada precision.

Las soluciones numéricas son muy importantes en la practica y existen muchos métodos numéricos para
encontrar soluciones de ecuaciones diferenciales de todo tipo.

Generalmente es dificil o incluso imposible encontrar una solucidn analitica®' a una EDO. Sin embargo, suele
ser sencillo comprobar que una determinada funcion y = f(z) es solucion de la misma, calculando para ello las
correspondientes derivadas, introduciéndolas en la ecuacién y comprobando su veracidad.

Ejercicio 1.2. Dada la EDO:
y"' =5y +6y =0

comprobar que las siguientes tres funciones son soluciones de la ecuacion:

yi(z) =e ;o ya(r)=e i ys(x) = v (@) + caya(w) con ¢, € R

oy =¥ o oyl =2e% ;Y =4 25 4€2® —10e*® + 6 =0 =  comprobado

28] intervalo I se denomina intervalo de definicién, de validez o dominio de la solucién. Puede ser un intervalo abierto (a,b),
cerrado [a, b], infinito (a, ), etc.

29Las EDO poseen una teoria compleja sobre la ezistencia y unicidad de sus soluciones y en este curso solo se veran algunos
detalles de la misma a lo largo de diferentes temas y en diversos tipos de ecuaciones.

30Ver el Ejemplo 1.15, pagina 17

318e estima que solo aproximadamente el 0,1% de las EDO resolubles tienen solucién analitica. El porcentaje es todavia mucho
menor en el caso de las EDP.
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12 TEMA 1: Introduccion

oy =3 o yh =363 Yl =93 25 9e3T —15e3% £ 63 =0 =  comprobado
o Y3 =c1e®” + e yh = 2c1€* + 30> ;i = dce®™ 4 9cqe” Loy
[4c1 €% 4 9cpe3™] — [10c1e*® + 15¢0€3] + [6¢1 e + 6c2e3"] = 0 = comprobado
Ejercicio 1.3. Comprobar que la funcién implicita: zy=logy+c ; celR
es soluciéon de la EDO: y = T gi:y'

Derivamos con respecto a la variable independiente z ambas partes de la funcién implicita, teniendo en
cuenta que la derivada de la constante ¢ con respecto a x es cero.

y
zy = logy +c ; (ry)’ = (logy + ¢)’ ; yroy =<

Ahora reagrupamos y despejamos la derivada y':

2

Yy ,_ , y —ayy' , ;Y
— — Ty =Y 3 =Y 3 y =
y (] 1—uay

Comprobamos que dicho resultado corresponde con la EDO dada en el enunciado, lo que confirma que la
funcién inicial es una soluciéon analitica en forma implicita de dicha EDO.

1.3.3. Resolucién de EDO Simples

Generalmente es necesario un método numérico para poder encontrar la soluciéon de la mayoria de las EDO. Sin
embargo, para determinados casos existen métodos matematicos que permiten encontrar la solucidn analitica®?
de la ecuacion. En esta seccién vamos a ver uno de estos métodos, conocido como separacién de variables®?,
que aun siendo bastante simple posee una gran importancia y aplicabilidad.

Vamos a considerar una EDO general de primer orden ezplicita o en forma normal®*:
- x :  Variable independiente.
— =F(z,y)| = y = f(z) : Variable dependiente de . Solucion buscada. (1.1)
dx . . . .
F(z,y) : Funcion escalar de varias variables.

Definicién 1.13. Funcién de Variables Separables

Se dice que una funcion F(x,y) es de variables separables si puede expresarse como producto de dos
funciones, una dependiente solo de la variable independiente x y otra dependiente solo de la variable
dependiente y, de la siguiente formas:

F(z,y) = g(x)h(y)

Método de Separacion de Variables

Si la funcion F(z,y) es de wvariables separables, la Ecuacion (1.1) se puede resolver utilizando el método de
separacion de variables de la siguiente forma:

Z—i = F(z,y) = g(2)h(y) ; o g(x)dx /% = /g(m)d:p (1.2)

32Ver la Seccion 1.3.2, pagina 11.

33Ver también la Seccion 2.2, pagina 23.

34Una EDO de primer orden se dice que es ezplicita si esta despejada su primera derivada, e implicita en caso contrario. Cuando
la EDO esta en forma explicita se dice que esta en forma normal.
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1.3. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) 13

En el caso de que se puedan calcular ambas integrales indefinidas se puede obtener las funciones solucion>®
de la ecuacion. Al resolver las integrales indefinidas aparecen dos constantes de integracion, que se pueden

simplificar en una sola de la siguiente forma:

d
/h(z’) = /q(l)dl ;o Hy)+a=G@)+e2 ‘H(y) = G(z) + C‘ (1.3)

siendo ésta una familia de soluciones®® de la EDO, con H(y) y G(x) funciones primitivas®” de 1/h(y) y g(z)
respectivamente, ¢; y co son las constantes de integraciéon y ¢ = ¢y — ¢; una tUnica constante de integracion
simplificada.

Definicion 1.14. Parametro

Un pardmetro es una entidad distinta de las variables cuyos valores dan lugar a diferentes casos en
una funciéon o problema.

La constante ¢ en la familia de soluciones funciona como un parametro dando lugar a un conjunto infinito
de soluciones de la EDO?®, una por cada valor que se le asigne a c.

Solucién Singular

Notar que la primera integral izquierda de la ecuacion (1.2) solo tiene sentido si h(y) # 0. Los casos particulares
h(y) = 0 hay que estudiarlos aparte para determinar si las funciones solucion de esa ecuaciéon son soluciones de
la EDO o no. En caso afirmativo hay que comprobar si estan contenidas en la familia de soluciones, ya que si
no fuera asi corresponderia con lo que se conoce como una solucién singular o extrana®’ de la EDO.
También es posible que existan valores de la variable independiente x que den lugar a que no exista la integral
de la derecha. Esos valores habria que analizarlos en la solucién ya que pueden indicar puntos que no pertenecen
al dominio o con comportamientos particulares.

Ejercicio 1.4. Resolver las siguientes EDO simples mediante el método de separaciéon de variables:

dy dy dy 2,35
a) Tr ) d x? 4 3z c) o Yy ) 7 0tz
oa)@=5 : /dy_/5d$; y=5r+c ; ceR
dx
d 4 3
ob)£:4x2+3x—2 ; /dy:/(4x2+3x—2)da: ; yz%—i—%—%ﬂ—c ; ceR

d d
oc)d—i:—y; Ey:—/dt ;lny:—t+c;y:e_t+cze_tec; , k=e“€eR

La primera integral de la izquierda no tiene sentido para y = 0, comprobéndose facilmente que ésta
es soluciéon de la EDO. Sin embargo no es una solucién singular al poder obtenerse de la familia de
soluciones obtenida, para el valor particular k£ = 0.

d -1 t3
od)dzf10t235'/—f10 /tht; 4—y4:10x3<§~|—c>

Notar que en este ultimo caso la variable z funciona como un pardmetro ya que no es ni la variable
dependiente t ni la variable independiente y. La constante de integraciéon c es otro parametro. Notar
también que y = 0 s{ es una soluciéon singular de la EDO.

; ceR y=0

35En forma explicita, y = f(z), o bien en forma implicita, f(z,y) = 0.

36Ver la Seccion 1.3.4, pagina 14.

37Es decir, funciones que cumplen [H(y)]’ = 1/h(y) y [G(x)]" = g(z).

38,0 cual no significa que necesariamente sean todas las soluciones que posea la EDO. Ver la Seccién 1.3.2, pagina 11 y la
Seccion 1.3.6, pagina 16.

39Ver la Definiciéon 1.19, pagina 16.
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14 TEMA 1: Introduccion

Podemos utilizar algtin software matematico que permita el calculo simbélico?” para resolver estos problemas®*!.

1.3.4. Familias de Soluciones

Como hemos visto en la seccién anterior, cuando se resuelve una EDO aparecen pardmetros como consecuencia
de las constantes de integraciéon que utilizamos en los métodos de resoluciéon. Esto da lugar a conjuntos de
funciones solucion que se denominan familias de soluciones.

Definicion 1.15. Familia de Soluciones

e Una solucion*? F(z;¢) de una EDO que contiene un pardmetro c representa un conjunto infinito
de funciones®® (una por cada valor de ¢) denominada familia uniparamétrica de soluciones

de la EDO.
e Una solucion F(z; ¢y, ¢, -+, ¢,) de una EDO que contiene n pardmetros c; representa un conjunto
infinito de funciones (una por cada valor del vector [c1,:--,c¢,]) que se denomina familia

n-paramétrica de soluciones de la EDO.

Ejemplo 1.11. Familia de soluciones

La siguiente EDO: Yy +y +1=0
tiene infinitas funciones solucion dadas por la siguiente familia de soluciones con dos parametros, ¢y y co:

y=cre T —x+co i e, €ER

1.3.5. Tipos de Problemas con EDO

Definiciéon 1.16. Problema con EDO

Un problema con EDO es el conjunto formado por una EDO més unas condiciones adicionales que
definen de forma precisa la solucién de la ecuacion.

Los problemas con EDO permiten obtener una tnica funcion soluciéon (curva integral) en lugar de una familia
de soluciones.

Los problemas con EDO se clasifican en dos tipos, en base a las condiciones que se anaden a la EDO y que
permiten especificar cual de las infinitas funciones de una familia de curvas es la solucion especifica que se
requiere. Estos tipos de problema son**:

e Problemas de valores iniciales (PVI)

e Problemas de frontera o de contorno (PVF)

401,05 programas més conocidos son Mathematica, Maple y Matlab entre los comerciales y Sage, Maxima y Octave entre los de
dominio publico.

41En muchos casos resultan muy tutiles para comprobar los calculos realizados a mano.

42Cuando una funcién depende de algtin parametro se suele utilizar punto y coma para indicar que no son variables independientes
lo que viene a continuacién, pero si valores de los que depende la funcién.

43De forma general representa lo que se denomina una familia de curvas, ver la Seccion 2.11.1, pagina 42.

44Ver la Seccion 3.1.3, pagina 52.
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Problema de Valores Iniciales (PVI)

Definicién 1.17. Problema de Valores Iniciales (PVI)

Se denomina problema de valores iniciales (PVI) o de Cauchy, al conjunto formado por una EDO
y unas condiciones iniciales®” y*)(z() evaluadas en un mismo valor zq:

EDO a resolver: F (x, Yy 73/(”)) =0

Sujeta a: (o) = Y0 , ¥ (€0) = ¥ -+ ¥ (x0) =y

Condiciones Iniciales

El ntmero de condiciones iniciales tiene que ser siempre igual al orden“® de la EDO.

Ejemplo 1.12. Problemas de valor inicial (PVI) para EDO de primer y segundo orden.

dy 1"

d—:l‘y—senxz y' —y +zy —senz? =0
a) “ ; b) y(=1) =0
/ _
y(3) = ~10 v =2

Problema de Frontera o de Contorno (PVF)

Definicién 1.18. Problema de Valores Frontera (PVF)

Se denomina problema de valores frontera (PVF), de contorno o de Dirichlet, al conjunto
formado por una EDO y unas condiciones frontera o de contorno *)(z;) evaluadas en valores ;:

EDO a resolver: F (z,y,y/,... ’y(n)) =0

Sujeta a: y* () =y, y*D(ze) =2 ...,y (@) = yn

Condiciones Frontera o de Contorno

Las n condiciones frontera estan dadas en valores x; (no todos iguales) y en valores de las derivadas k; iguales
o distintas.

Ejemplo 1.13. Problemas con condiciones frontera o de contorno

a) {y”y/+a¢ysenx2—0 ) { Y2y =t+1
y(0) =0 ; y(1)=2 ;

45E] término condicién inicial proviene de los sistemas fisicos en los que la variable independiente es el tiempo t y donde y(tg) = yo
y Y Y
ey (to) = y6 representan respectivamente, la posicion y velocidad iniciales a tiempo tg. El valor to es en muchos casos cero, aunque
puede ser cualquier otro valor.
46Ver la Definicion 1.6, pagina 8.
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16 TEMA 1: Introduccion

1.3.6. Tipos de Soluciones de una EDO

Las familias de soluciones pueden representar todas las soluciones posibles de una EDO o bien solo una parte
de ellas.

Definiciéon 1.19. Soluciéon General, Particular y Singular

e La solucién general de una EDO es una familia de soluciones*” (con uno o varios parametros)
que contiene todas las funciones solucion de la ecuacion.

y=F(x;c1,-++,¢,) = | Solucion General‘

e Se denomina solucién particular de una EDO a cada una de las curvas de una familia de
soluciones, correspondientes a unos valores concretos c;o de los parametros c;.

y=F(xz;¢c1 =10, ,Cn = Cpo) —> ‘ Solucién Particular

Los valores concretos de los parametros se determinan a través de unas apropiadas condiciones
iniciales o de frontera®® del problema.

e Una solucién singular o extrana®® de una EDO es una curva integral®® que no pertenece a
ninguna familia de soluciones y por tanto ni tiene ni depende de ningin pardmetro. También se
pueden determinar a través de unas apropiadas condiciones iniciales o de frontera del problema.

y=F(z) = |Solucién Singular ‘

Ejemplo 1.14. Solucién general

En la siguiente grafica se muestra la solucion general de una determinada EDO (familia uniparamétrica
de curvas en color azul) y una solucién particular para unas determinadas condiciones iniciales (curva en
color rojo).

dx
o =F(z,t) = |z=20¢(tc)
x(tg) = g = |x=¢(t;co)

Podemos observar como las soluciones corresponden a curvas integrales que no se cortan en ningin punto
del dominio, lo que indica que esta EDO cumple la propiedad de unicidad de sus soluciones’!.

47Ver la Definicion 1.15, pagina 14.

48Ver la Seccién 1.3.5, pagina 14.

49Ver la Seccion 1.3.3, pagina 13.

50Ver la Definicién 1.12, pagina 11.

51Es decir, que por cada punto del dominio pasa tinicamente una tnica curva integral, ver la Seccion 1.3.2, pagina 11.
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Ejercicio 1.5. Sabiendo que la siguiente EDO no tiene soluciones singulares, encontrar su soluciéon
general y la soluciéon particular del siguiente PVI:

{ y =ysenx
y(m) =2

. ., . L ., . [
Primero calculamos la solucidn general, aplicando el método de separacion de variables®?:

d d
y = =ysenz ; Y _ senz d ; /—y:/senxdx ; Iny+Inc=In(cy) = —cosx
Yy Y

Para calcular la solucion particular, es necesario primero calcular el valor del parametro c. Para ello,
aplicando las condiciones iniciales se tiene:

y(r)=2 = 2=ce "= ce— D — e : c= 2 901
(&

Finalmente la solucion particular se obtiene sustituyendo el valor de ¢ en la solucion general:

y = 26_16_ cosT __ 26—(1+c0s:1;) ‘
y
e
En la siguiente grafica se muestra una representacion de la
familia de curvas correspondiente a la solucién general (en /\

azul) y la curva de la solucion particular (en rojo) para este
caso.

Al igual que en el Ejemplo 1.14, pagina 16, esta EDO
cumple la propiedad de unicidad en sus soluciones.

Ejemplo 1.15. Familia de curvas y solucién singular

En la siguiente EDO,
y =y

se puede encontrar facilmente mediante el método de separacion de variables®® una familia de curvas
solucion y(x). Ademas es facil comprobar que y = 0 también es solucion (singular) de la ecuacion, que
denotaremos por ys;.

1
y(z) = 72 + o)
Soluciones:

Podemos observar como la solucién singular y, no se puede obtener
dando algan valor al parametro ¢ de la familia de curvas y(z).
Ademas, vemos como las curvas integrales se cruzan en el dominio
de definicion de la EDO (y > 0), lo que indica que no se cumple
la propiedad de unicidad en las soluciones de esta EDO (ver la
Seccion 1.3.2, pagina 11).

52De forma general, todas las constantes de integraciéon que van apareciendo en el proceso de calculo, se suelen denominar
mediante la letra ¢, aunque como consecuencia de las distintas operaciones realizadas, no necesariamente todas corresponden con
el mismo parametro.

53Ver la Seccion 1.3.3, pagina 12.
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2.0. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden 21

2.0. Ecuaciones Diferenciales Ordinarias de Primer Orden
Generalmente es dificil resolver una EDO de primer orden':
F(z,y,y') =0

Incluso en las sencillas como las explicitas:
y = fz,y)

no siempre es posible encontrar soluciones analiticas® (expresadas a través de formulas) que permitan obtener
su solucidn general®.

En este tema vamos a estudiar los casos denominados tipos canénicos de las EDO explicitas de primer orden
para los cuales existen métodos sistematicos de resolucion.

2.0.1. Métodos de Resolucién de Tipos Candnicos

Los tipos canonicos que estudiaremos son:

1. EDO Simples de la forma: 3’ = f(x)

2. EDO de Variables Separables

3. EDO de la Forma: y' = f(ax + by + c)
4. EDO Homogéneas

L

EDO Exactas
6. EDO Lineales de Primer Orden

7. EDO Reducibles (reducciéon de orden, ec. de Bernouilli y ec. de Riccati).

2.1. EDO Simple de la forma ¢y’ = f(x)

Es el caso mas sencillo de EDO. Su resolucion es directa mediante integracion.

;i—z:f(x) ;o dy=f(x)de /dy:/f(x) dx y:/f(a:) dx +c (2.1)

Nota 2.1. Una forma alternativa de expresar la integral indefinida anterior es mediante una integral definida de la siguiente
forma:

[ 1@ dote /:)ﬂt)dt

donde xg corresponde con la condicion inicial* del problema.

En algunos casos la Ecuacion (2.1) se puede determinar por métodos de calculo mas o menos sencillos, sin
embargo en otros puede ser muy dificil o incluso imposible hallar una férmula para el valor de la integral®.

Definicion 2.1. Integral no Elemental

Una integral no elemental es aquella para la cual se puede demostrar que no existe ninguna formula en
términos de funciones elementales (polinomios, funciones trigonométricas, exponenciales, logaritmicas
y productos y composiciones de estas funciones) en la que pueda expresarse.

IVer la Definicién 1.6, pagina 8.

2Ver la Seccion 1.3.2, pagina 11.

3Ver la Definicion 1.19, pagina 16.

4Ver la Definicion 1.17, pagina 15.

5En todos los casos de este curso nos referimos a la integral de Riemann.
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22 TEMA 2: EDO Primer Orden

Ejemplo 2.1. Integrales no elementales

/e*"“’2 dz , /senm dz
x

son no elementales, ya que existen pero sus valores no son expresables mediante un ndmero finito de
funciones elementales. En las siguientes funciones se observa que sus graficas son curvas suaves y por
tanto sus integrales estan bien definidas.

Las siguientes integrales:

1 fla) =+
0.8}
0.6
0.4}
0.2}
073 -2 7‘1 6 i 2 3

Un ejemplo de una funcion no integrable Riemann es la funcién de Dirichlet, definida en el intervalo [0, 1]

como:
E—

1 s zeQ
ﬂ@_{0six¢Q

Definicién 2.2. Ecuacion Resoluble o Integrable

e En caso de que no exista la integral de la Ecuacion (2.1), se dice que no existe solucion para la
EDO o que la EDO no es resoluble.

e En caso de que si exista, se dice que es una EDO resoluble o integrable, y puede ser de dos
tipos:

— Resoluble Analiticamente: si se puede obtener una solucién mediante funciones
elementales.

6

— Resoluble por Cuadraturas®: en caso contrario, la solucién se tendra que obtener mediante

métodos numéricos.

Ejercicio 2.1. Dada la ecuacién: ¢y = ze®
1. Hallar la solucién general.
2. Hallar la solucion particular, que verifica y = 3 cuando x = 1.

1. Calculando la integral por partes se tiene:

j—z:xez i dy = xe® dx /dy:/xexdx:xez—/ezdx:

2. Calculamos la constante ¢ para las condiciones iniciales dadas:

3=e'(l-1)+c ; c=3 = ‘yze”(x—l)—i—?)‘

6Las cuadraturas son métodos numéricos de integracion.
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2.2. EDO de Variables Separables o Separable

Se denominan EDO de variables separables a aquellas de la forma’:
dy
A h(1

= 9(x) h(y)

d . .

f(z,y)

dy , dy o) de H'(y) =1/h(y) )= C(2) + o
=i i [ [awa {GUZY L — [#6) =c@+]

Al igual que en el caso anterior este tipo de EDO son sencillas de resolver, quedando reducidas a un problema de
integracion, aunque es posible que las integrales resultantes sean dificiles o imposibles de calcular explicitamente.

Las EDO de variables separables son las més sencillas y a la vez son las mas importantes, ya que cualquier
otro método de resolucién de tipos candnicos, se basa esencialmente en aplicar diversos trucos para llegar a
una EDO separable.

Ejercicio 2.2. Integrar la siguiente ecuaciéon EDO de variables separables:

zyy' =y —1
d 1
yy:/(l—f—)dyzy—i-log(y—l)
ydy dx /ydy dx y—1 y—1
y—1 T y—1 T da
/—zlog:v—i—kzlog:zc—i—logc:log(cx)
x
y+log(y — 1) =log (cx) ; loge? +log(y — 1) = log (cx) = ely—1)=cx

2.3. EDO de la Forma: ' = f(ax + by + ¢)
Vamos a estudiar las soluciones de las EDO donde aparecen bloques con términos de la forma:
y' = flaz+by+o)

siendo® a,b # 0.

Haciendo el cambio de variable:

dt d t—
v =flaz+by+c) : t=ar+by+c — P e — y = a4

dx dx b

Sustituyendo en la ecuacion:

t'—a ;
= f(t) ; t'=a+0bf(t) (EDO Separable)
pudiéndose resolver y deshaciendo posteriormente el cambio de variable para obtener la solucion y(z).

Veamos un ejemplo de aplicacién de este método.

"Este tipo de ecuaciones se ha introducido previamente en la Secciéon 1.3.3, pagina 12.
8Ya que seria de variables separables en estos casos.
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24 TEMA 2: EDO Primer Orden

Ejercicio 2.3. Integrar la siguiente ecuacion:
y = (z+y)?
Claramente es del tipo 3’ = f(ax + by + ¢), por tanto:
t=x+y : t=1+y ; ¢ =t-1

Sustituyendo en el ecuacion e integrando:

dt dt
' —1=t> t2+1:dm ; /m:/dx ;  arctant=axz+c ; t=tan(z+c)

Deshaciendo el c.v.: ‘ x4y =tan(z +c) ‘

2.4. EDO Homogéneas

Definicion 2.3. Funcion Homogénea de Grado n

Una funcion f(z,y) se dice que es homogénea de grado n si se cumple:

f(te,ty) =t" f(z,y)

Ejemplo 2.2. Funciones Homogéneas

o flx,y) =2 +9? - ftx, ty) = t2(2? + 4?) Funcién homogénea de grado 2

o flzy)=Vz2+y? — [z, ty) =t/22+ 92 Funcién homogénea de grado 1
o f(x,y) =sen L —  f(tx,ty) = sen z Funcién homogénea de grado 0
Y Y

Definicion 2.4. EDO Homogénea

Una EDO de la forma:

se dice que es homogénea® si M (x,y) y N(z,y) son funciones homogéneas de igual grado. En tal caso:

dy _ M(z,y) _

dr  N(z,y) f@y)

siendo la funcion f(x,y) homogénea de grado 0 y pudiéndose poner de la forma:

fay) =1 (%) =@

9 Aqui el término homogéneo es algo confuso, ya que no significa lo mismo que en la Definiciéon 3.2, pagina 51, donde en el caso
mas sencillo de una ecuacién diferencial lineal de primer orden (ver la Seccion 2.6.1, pagina 36) del tipo:

a(z)y’ +b(z)y = c(z)

se denomina homogénea cuando el término independiente ¢(z) = 0.
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2.4. EDO Homogéneas 25

La biusqueda de la solucién de una EDO homogénea se hace a través del siguiente cambio de variable'’:

y=ter ; y =tr+t

) /
= ,_My)  Mtz) 2 MOLO MO — o' +1=f(1),
Y= N(z,y)  N(z,tz) 2Nt Nt 77
Esta es una EDO Separable'':
dt  f(t)—t . dt  do . dt  [de
ek = =k (&2

c.v

H(t) = In(cx) = In(z/c) ‘H(y/T) = In(cz) =c+lnx‘

Notar que la constante de integracion ¢ puede ponerse en el numerador, en el denominador (¢ = 1/¢’) o como
sumando, segin interese en cada caso.

En la Ecuacion (2.2) hay que estudiar dos casos distintos en funciéon de que se anule o no el denominador de la

primera integral?:
/ a  [dz Caso 1: f(t) #t
f&y—t ) = Caso 2: f(t)=t

Caso 1: f(t) #t

[rom=l% =n() = w=n(l) =
#(t)

Deshaciendo el cambio de variable se puede obtener la solucién en forma paramétrica como:

xr==cCc e¢(t)
y=tx
—

;. teR
y=tcet®

Esta solucién corresponde con una familia uniparamétrica de curvas'® en forma paramétrica que también en

muchos casos se puede expresar de forma tradicional'* y = F(x) (ver Ejercicio 2.4, pagina 26).

Caso 2: f(t) =t

Si existe algtin valor ¢y € R para el cual f(tg) =ty no podemos utilizar la version integral de la Ecuacion (2.2),
ya que se anula el primer denominador. Sin embargo en este caso se tiene:

.. dt f(tO) - tO c.v.
(Ecuacion (2.2)) — s . = 0 ; t=cte=tgy —>

que corresponde con una recta que pasa por el origen y tiene por pendiente ty. Notar que este tipo de soluciones
no puede obtenerse a partir de la familia de curvas obtenidas en el Caso 1 y por tanto se trata de una solucién
singular'®.

Veamos unos ejemplos de aplicaciéon de este método.

10También se puede hacer el cambio de variable t = x/y, pudiéndose elegir uno u otro en funcién de la sencillez de la ecuaciéon
resultante. Notar que estos tipos de cambio de variable solo tendran sentido cuando no se anule la variable del denominador.

11Ver la Seccién 2.2, pagina 23.

12Que correspondera al caso en el que se anule el valor de la z en la segunda integral.

13Ver la Seccion 2.11.1, pagina 42.

14 Notar que si podemos despejar ¢ en la expresion z = ¢ e?()| la solucién puede expresarse de forma mas sencilla como:

t=F(z,c) = yzmt:xF(ac,c)‘

15Ver la Definicion 1.19, pagina 16.
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TEMA 2: EDO Primer Orden

Ejercicio 2.4. Resolver la EDO:
(z+y)de—(z—y)dy=0

Como (z 4+ y) y (z — y) son funciones homogéneas de grado 1, ésta es una EDO homogénea, por tanto:

dy _y_zry Lty op 141

dr 7 T z—y 1- - _ 1+t 142

dx e 1=t — atft= ot =
1—t 1—t

y=tx ; y =at'+t

Esta es una EDO separable, por tanto reorganizando e integrando se tiene:

1-t d 1
/ ) dt = ?:c = log(cx) ; arctant — 3 log (1 + t?) = log(z) + ¢
arctant = log (x\/ 1+ t2) T t=v/e, arctan 2 — log /72 + 42 + ¢
x

Buscamos si existen soluciones singulares en este caso, analizando cuando el denominador de la integral
en t se anula:

1+t2=0 = t=+-1

Por tanto, no existen soluciones singulares (reales) en este caso.

Ejercicio 2.5. Integrar la siguiente ecuacion:
2y —3zy — 22 =0
Reordenando los términos:

2 3z
y = y(yig) = Funcién homogénea de grado 2
x
Por tanto, diviendo numerador y denominador entre x:

y' =t'z+t

22 +3)  t=y/a
y’zM =y t2t+3) =" ta+t=t2t+3) ; tr=2t>+2=2tt+1)

xT

Ahora integramos esta EDO separable:

/t(dt :Q/di“ . /t(tcfil):/<1_H11>dt:log(t)—log(t+1)zlogt—it_l

t+1)

x
dx
&
. og(cx)
t t cx? t=y/x cx® x3
log —— =21 L —a?  t= = = R
Ogt—i—l oglex) t+1 ot ’ 1 — cz? Y=1—e?2 c—22|’ €€

Buscamos si existen soluciones singulares en este caso:

S >~~~ 7 1 T i
~ NN - 7 t t ’
NN ~ d t 1 7
O 2\\\ ~ ; ; ;
t: y:t.r e \\:\
tt+1)=0 = =N H AR o
t=-—1 Yy=—x oo == N
‘‘‘‘‘ =

En esta grafica se muestran en azul algunas curvas integrales .
pertenecientes a la familia de curvas solucion del problema, y en
rojo las dos soluciones singulares y =0 e y = —z.

TR REY

RS G

LasssNL
bmm~~~~2\

!
IS
|
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2.4.1. EDO Reducibles a Homogéneas

Consideremos las EDO de la forma:

a1T + b1y + ¢
o

;o ai b, eR (2.3)
asx + by + c2

Sia;=b; =0 6 as =by =0 se trata de una EDO de la forma!®:

y' = F(ax + by + ¢)
mientras que si ¢; = ¢; = 0 se trata de una EDO homogénea'”.

En caso contrario, la EDO se puede reducir a una homogénea o a una separable'®, en funcién del tipo de
soluciones del siguiente sistema homogéneo de ecuaciones lineales:

a1z +biy+c1=0
{ aox +bay +c2 =0 (24)
Caso 1: Rectas Secantes
Si el sistema (2.4) tiene una tnica solucion (zg, yo), entonces se pueden expresar de la siguiente forma:
az +biy+e = ai(zr—x0) +b1(y —yo)
a2 +bay+ca = a2z —x0) + ba(y — yo)
. ] u=x—x9 — du=dx dy dv
y haciendo el C.V.: { D —y—ye — dv=dy } Ir = du
se tiene:
b — u + by
y = <a1x+ 1y+cl> =f (al(x o) + > = [V =f (alqu 1U> — EDO Homog.
asx + boy + ¢ as(x — o) + asu + bov
donde se puede resolver mediante el C.V:
u X —xg
t=— =
v Y—Yo

Este tltimo cambio de variable se puede realizar desde el principio, una vez que se ha determinado que
corresponde al caso de rectas secantes (ver el siguiente Ejercicio 2.6).

Caso 2: Rectas Paralelas

Si las rectas de la Ecuacion (2.4) son paralelas, (a1, b1) = k(ag,b2), con k € R, (sistema sin solucién), entonces:

/ f(k(a2x+b2y)+cl> e t = agx + by ' — ay f<kt+01) EDO Var.

= t'—a
y asx + boy + co t'=as+by ; 1y = 5 2 b t + co Separables
2

Ejercicio 2.6. Integrar la siguiente ecuaciéon mediante un C.V. apropiado:
;_ T+y+4
r—y—=6

Se trata de una EDO reducible a homogénea, ver la Ecuacion (2.3), por tanto vamos a encontrar el tipo
de soluciones del sistema homogéneo formado por el numerador y denominador. En este caso claramente
corresponde con un par de rectas secantes, con solucion:

r+y+4=0 r=1
x—y—6=0} — {y:_5 (2.5)

16Ver la Seccién 2.3, pagina 23.
17Ver la Seccién 2.4, pagina 24.
18Ver la Seccién 2.2, pagina 23.
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, (=1 +@+5) 1+i5 %{uzyﬁ’

—_ —_ r—1 r—1
Y (x—1)—(y+5) 1-— 43 y=ulx—1)=5; ¢y =u(r—-1)+u

Aplicamos por tanto el método visto en la seccién anterior:

14+u 1+ u? 1—u dz
(e —1 = . e —1) = . —  du=
wlz—1)+u 1—u wiz—1) 1—u ’ /1+u2(u /x—l
1 .
arctan u — 5 log (1 +u?) =logle(x —1)] ; wu=tanlog [c(:r - 1v1+ u?] (2.6)

Estudiamos ahora la existencia de soluciones singulares:

1
+u:u ; 14+u=u—u?

1 = wu=+—-1 (No tiene sol. singulares)
—u

Finalmente deshaciendo el cambio de variable en la Ecuacion (2.6) se tiene la
solucién final:

)
?;71—1 = tanlog |c(z — 1) 1+(

y+5\°
x—1

En la grafica vemos que las soluciones corresponden a espirales con centro
(1, —5) correspondiente con el punto solucion del sistema de la Ecuacion (2.5).

S

Ejercicio 2.7. Integrar la siguiente ecuaciéon mediante un C.V. apropiado:

;T —2y+1
r—2y—2

En este caso claramente las dos rectas son paralelas no coincidentes, (al tener la misma pendiente pero
distinta ordenada en el origen), y por tanto el sistema no tiene solucion. Realizamos el siguiente cambio
de variable:

/ / / 1=
t=e-2 = {=1-2% = y=-—
1—-t t+1 dt t+1 —t—4
Sustituyendo en la EDO: 5 = :—2 b= 1—2ti_—2 =55

Se trata de una EDO separable, por tanto:

2t 6
S _Cdt=dr 1+ ——)dt=[dx ; —t+6logt+4)=
t+4 v /< +t+4) / v +6log(t+4) =z +ec

Deshaciendo el cambio de variable se obtiene la siguiente familia de curvas solucién:

—x+2y+6loglr —2y+4)=x+c¢ == ‘2y+610g(:c72y+4):2x+c‘

Analizamos ahora la existencia de soluciones singulares. .

1

En la siguiente grafica se muestran algunas de las curvas de la familia de
soluciones (en azul) junto con la solucién singular (en rojo).

Vemos que la familia de curvas son una especie de parabolas que se transforman
en una recta en la solucién singular.
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2.5. EDO Exactas 29

2.5. EDO Exactas

Dada una familia de curvas'?:
flzy)=c

donde ¢ € R es un parametro®’, se puede calcular la diferencial total?! a ambas partes de la expresion:

of of ., _
De %dx—l—a—ydy—o

obteniéndose una EDO de la forma:

‘ M(z,y) de + N(z,y) dy =0 ‘ (2.7)

y donde en este caso particular las funciones M (z,y) y N(z,y) verifican:

M(z,y) = g% ; N(z,y) = 5~

Definicién 2.5. Diferencial Exacta y Funcion Potencial

Sea una EDO de la siguiente forma:

flzy)=c cumpliendo { ; z : }]\V/[((xl?;))

solucién
—_—

M(z,y) dz+ N(z,y) dy =0

entonces cada uno de estos términos se denominan:

o M(z,y) de + N(x,y) dy Diferencial Exacta
o M(z,y) dr+ N(z,y) dy=0 Ecuacion Diferencial Exacta

o flx,y) Funcién Potencial?

Toda EDO de primer orden explicita 4y’ = f(x,y) se puede expresar como”’:

—M(.’E, y)
N(z,y)

yI:@:f(xay):

e = M(z,y) dx + N(z,y) dy =0

Aunque no todas seran EDO ezactas, al no existir una funciéon f(z,y) que verifique que f, = My f, = N.

19Ver la Seccion 2.11.1, pagina 42.

20Ver la Definicién 1.14, pagina 13.

21La diferencial total de una funcion escalar de varias variables f(z1,z2,---,%n), denotada por df o Df, corresponde con
la combinacion lineal de lgfs diferenciales de las variables z; y cuyos coeficientes son las componentes del vector gradiente de la

funcién, Vf = [(,%fl, e E], de la forma:

df:Df:Zajdxi: id$1+~~~+—fdzn
i=1 9%

ox1 Oxn

22De forma general, una funcién vectorial F:R" - R" que verifica F=v f para alguna funcién escalar f : R™ — R, se
denomina campo vectorial gradiente, siendo f la funcién o campo potencial de ﬁ, y se dice que F deriva de un potencial. En estos
casos la funcién F es un campo conservativo y verifica que su integral de linea sobre cualquier curva cerrada es cero. Ver por ejemplo
"Clases de Calculo II para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313..

23Las funciones M(z,y) y N(z,y) asociadas a una EDO no son tnicas.
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30
Teorema 2.1. EDO Exacta

La condiciéon necesaria y suficiente para que la ecuacion (2.7) con M (x,y), N(x,y) € C' sea una
diferencial exacta en un determinado dominio D, es que se cumpla:

oM _ on
oy Oz

Demostracion 2.1.

Si la funcién f(x,y) € C2, lo cual es comtn en la mayoria de aplicaciones practicas, se cumple la igualdad
de las derivadas cruzadas®? , verificindose entonces:

0xdy  Oydx dy or

o*f _ o*f . OM(z,y) _ ON(z,y)

siendo ésta la condicion necesaria y suficiente para que una EDO de la forma (2.7) sea exacta.

Ejercicio 2.8. Determinar cudles de las siguientes EDO son exactas.

a) (2z—1)de+ By+T7)dy=0 b) (2z+y)dz — (z + 6y)dy =0
1
c) (2%y®+yvr) de+2%y* dy =0 d) (% — 423 + 3y sen 395) dzr + <2y - cos3x> dy =10
Segtin el Teorema 2.1 tenemos que comprobar si existe un dominio donde M, N € C' y ademas My = Ng.

M=2z-1 — 82(25071):0 M,N €C' en R?
y b

‘ EDO exacta en R? ‘

d
N: _— =
y+7 — a30(3y+7) 0

0
M=2x+y - —(2z+y) =1

dy
b) — | No es una EDO exacta |
0
N=—(x+6y) — %(—x—Gy):—l
2,3 9, 93 22
M =2y’ +yr - @(xy +yvr) =32°y° +
c) = | No es una EDO exacta‘
0
N:x3y2 N %(x3y2)=3x2y2

d) En este caso M y N solo son de clase C! en la region D formada por la uniéon de los semiplanos
z>0yx<0de R?, siendo ambos simplemente conexos. Ademés:

Y _

1
3 42% + 3y sen 33:) = — +3sen3w
x x

0
M=2Y _ 4434 3ysen3z — —(
x2 Oy

— | EDO exacta en D

1 0 1 1
N =2y — — + cos3x — e (2y—— cos3x> = — +3sendz
x x x x

24Ver por ejemplo "Clases de Célculo II para Ingenierfa" en la Bibliografia, pag. 313..
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En algunos casos simples es relativamente sencillo hallar la solucion de una EDO ezacta por inspeccion y
atendiendo a las reglas de derivacion.

Ejercicio 2.9. Encontrar la familia uniparamétrica de curvas asociada a las siguientes EDO exactas.

1 1
a) yde+xzdy=0 b) de—%dy:0 c) Zcos L dp — 2

2cosgdy:O
Y Y Yy Y Y

a) Si consideramos la funcion zy = ¢ donde ¢ es una constante y derivamos ambas partes (primero
con respecto a z y después con respecto a y) y teniendo en cuenta la derivada de un producto, se
tiene la ecuacion diferencial del enunciado:

ry=c = ydrx+ady=0

Notar que este mismo resultado se obtiene derivando con respecto a x ambas partes de la igualdad
y posteriormente reordenando los términos:
dy

d
(zy)=—¢c = y+2—=0 = ydrx+ady=0
dz dx

Ty =c —
4 dx

Por tanto la solucién general de esta ecuaciéon diferencial es la familia de soluciones:
Ty =c

b) En este caso si consideramos la funcion % = ¢ con c¢ constante y derivamos ambas partes (con
respecto a = e y) se tiene la ecuacion diferencial del enunciado:

1

1
ryl=c = ylde—ay3dy=0 = —dr-— idy =0
Y

y2
De igual forma se obtiene el mismo resultado derivando con respecto a x ambas partes de la igualdad
y teniendo en cuenta la regla de la cadena:

x d x d ly —z=2 1 xdy 1 xdy
y devy dz y? y y2dx y y2dx

c¢) En este caso si consideramos la funcion sen% = ¢ con ¢ constante y derivamos ambas partes (con
respecto a x e y) se tiene la ecuacion diferencial del enunciado:

1
senzzc — fcosgdmf%cosfdy:O
Y Y Y Y Y

También se obtiene el mismo resultado derivando con respecto a x ambas partes de la igualdad y
teniendo en cuenta la regla de la cadena:

T d T d T 1 zdy
sen—=¢ =— —sen—=-—c¢c =— cos|—||-——=-")= =
y)\y y*do

1
= fcosfda:—%cosfdyzo
Y Y Yy Yy

Por tanto la solucién general de esta ecuacion diferencial es:

T
sen — = ¢
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Método General de Resolucién de EDO Exactas

Dada una EDO ezacta® de la forma: M (z,y) dz + N(x,y) dy =0

1. Buscamos una funcién f(z,y) que cumpla®®

L M@y = @)= [ M) dot ) (28)
% =N(z,y) = f(z,y)= /N(ﬂ%y) dy + c(z) (2.9)

En caso de ser posible, calculamos ambas integrales, teniendo en cuenta que ¢(x) y ¢(y) son las constantes
de integracion, pero dependiendo cada una de ellas de una tnica variable distinta, (son por tanto funciones
en este caso).

2. Determinacion de las funciones ¢(z) y ¢(y).

/Mxydx—l—c /Nmydy+()

Generalmente se pueden determinar por simple comparacion, para que los dos términos sean iguales. En
los casos mas complicados, teniendo en cuenta el Teorema 2.1, pagina 30 se tiene:

oF _py 29 9 /Ndy—i—c(ac) -M = E/Nderc’(a:)zM
ox ox ox

of _ n @3 ﬁ/ | = 2/ oy —
8y7N — ay[ Mdz+c(y)| =N = By Mdy+cd(y)=N

Despejando las constantes e integrando respecto a su variable se obtiene?:

N R | AL,

Basta calcular solamente una de ellas para obtener el valor de f(x,y).

3. La familia de curvas solucién?® de la EDO es:

fx,y)=c| ; ceR

Ejercicio 2.10. Integrar la siguiente ecuacion:
(122 4+ 5y —9) dz + (5 4+ 2y — 3) dy =0

Primero vamos a comprobar si es una EDO exacta verificando la condicién del Teorema 2.1, pagina 30,
My = N,.

M
M(z,y) =122 4+5y—9 — %:5
— Si
ON
N = 2y — — =
(z,y) =br+2y—3 o

25Ver la Definicién 2.5, pagina 29.

26Tener en cuenta que cuando se integra con respecto a una variable, la constante de integracién no depende de esa variable, pero
si puede depender de otras. De ahi las funciones c(z) y c(y).

27Por el teorema fundamental del Calculo:

/c'(m)dac: fFT)dl‘f/d(‘(T)]fFT ; /C(y dyf/—c(y dyf/d[(’y)]fry)

28Notar que la solucién de la EDO no es la funcién potencial buscada f(z,y), sino la funcién potencial igualada una constante c.
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2.5. EDO Exactas 33

Seguimos entonces los pasos del método general:
1. Buscamos la funcion potencial f(z,y).

=M dz = [(122 — 9 + 5y) dz = 62° — 9z +52
f(z,y) S M(z,y) de = [(120 — 9 + 5y) dz x()x+ory+c(y)

fx,y) = [N(z,y) dy= [(2y —3+5z) dy = y° — 3y +5ay + c()
—
c(y)
2. Ahora tenemos que determinar las funciones ¢(z) y ¢(y). Por simple comparaciéon vemos que ambas

expresiones tienen en comin el término 5ry que depende de x e y, y cada una de ellas tiene una
parte (en azul) que solo depende de una de las variables en cada caso. Por tanto:

= ‘f(m,y):5xy+6x2—9x+y2—3y+c

c(z) =622 =9z +c
cy)=y*—3y+ec

siendo ¢ una constante de integracion y que por tanto no depende ni de z ni de y.

2.5.1. Factores Integrantes

Las EDO ezxactas son poco frecuentes. Sin embargo, una funcién no exacta se puede transformar en exacta,
multiplicando por una determinada funcion u(zx,y).

p(,y) [M(z,y) do+ N(z,y) dy] =0 = pM dz+pN dy=0

Definicién 2.6. Factor Integrante

Cualquier funciéon u(x,y) # 0 que transforme por multiplicaciéon una EDO no exacta en exacta se
denomina factor integrante.

Existencia de Factores Integrantes

Toda EDO que admite soluciones tiene al menos un factor integrante. ‘

En el caso de una EDO exacta, dada una familia uniparamétrica de curvas f(z,y) = ¢, se tiene:

of of dy e
fey)=c = |Gdetgod=0]  —  Gl--% (2.10)
Sea una EDO no exacta cuya familia de curvas solucion es la anterior funcion f(z,y) = ¢
dy M
‘M(x,y)dx—l—N(a:,y)dy:O‘ = =N (2.11)

Para transformar esta EDO en exacta podemos igualar los términos de la Ecuacion (2.10) y de la Ecuacion (2.11):

/ M / /
. e

Por tanto:

A
}%_Z?f} = ude+ﬂNdy=0\ EDO Exacta
=

Generalmente hay diferentes factores integrantes para transformar una EDO en exacta. El siguiente teorema
expresa las condiciones que tienen que cumplir los factores integrantes.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo I



34 TEMA 2: EDO Primer Orden

Teorema 2.2. Factor Integrante

Dada una EDO:

M(z,y)dz+ N(z,y)dy =0

Segun el Teorema 2.1, pagina 30, la condicién necesaria y suficiente para que una funcion p(z,y) sea
un factor integrante de esta ecuacion es:

_ o(uM)  O(uN) oM ou _ ON op
uM de +pN dy=0 — o~ oz — ’u(')y +M8y_u6x+N6:c
1 op op\ _OM ON
w ( Ox M@y) -y Oz 212)

Esto corresponde con una EDP? cuyas soluciones p(x, %) son todos los factores integrantes de la EDO.

En la mayoria de los casos, resolver la EDP Ecuacion (2.12) es mucho mas dificil que resolver la EDO original.
Sin embargo, no necesitamos la solucién general sino que cualquier solucién particular puede valer.

Calculo Practico de Factores Integrantes

Una soluciéon particular sencilla de la EDP Ecuacion (2.12) aparece si p solo dependiera o bien de x o bien de
y, ya que en estos casos la EDP se transformaria en una EDO.

ou_du | ou_ Ldp _ M, =N, _
N pdr N N

e ney)=plr) = =L o F-o c(a)

Si existe un factor integrante que solo depende de z el segundo término ¢(x) solo puede depender de
z. Resolviendo entonces la EDO:

Lz o(z) - =@ = |u@)=e
_ o ~ Op_dp ldy Ny—M,
o play)=ply) = =0 ; 9~ dy Ly M = c(y)

Si existe un factor integrante que solo depende de y el segundo término ¢(y) solo puede depender de
z. Resolviendo entonces la EDO:

1d d(lo
oy (log 1)
pdy dy

= el ) dy

=cly) = |py)

Ejercicio 2.11. Integrar la siguiente EDO encontrando un factor integrante que dependa de una sola

variable:
(4z + 3y®) dz + 3zy* dy =0

Primero vamos a comprobar si es una EDO exacta verificando la condiciéon del Teorema 2.1, pagina 30:

oM
M(z,y) = 4o +3y> — By = 9y*
M, IN, = = No
ON
N(z,y) = 32* B = 3y2

29Ecuacion Diferencial en derivadas Parciales. Ver la definicién en la Seccién 1.2.3, pagina 7 y el Tema 7, pagina 175.
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Vemos que ambas expresiones son muy parecidas. Vamos a ver por ejemplo si existe un factor integrante
de la forma p(x). En tal caso se tiene que cumplir:

3 2 _ My=Nq M, = 9y2ﬂ
) +35) do o) Ga?) dy =0 200 [ ALZ,
— 9%u=3xy’y +3y°n ;  3xp' =6 = EDO Separable !
d d
W _qo [ 2 . logp=logex? p = cx?
L x

Nos sirve cualquier solucién particular que no sea nula, por tanto tomamos la méas sencilla para ¢ = 1:
u(z) = 2. Aplicamos entonces este factor integrante a la EDO original, transformandola en una EDO
equivalente®” pero exacta:

2? (4 + 3y°) dr + 2*(3xy”) dy = 0

Met. General, pag. 32 fla,y) = [ M dz = [(42® + 32%y°) do = 2 + 279" + c(y)

flz,y) = [N dy = [(32%y?) dy = 23y + c(x)

Comparando ambas, la solucién final queda:

RSO
{c(m)zx“—&—c = r+xy  =c

Otros Factores Integrantes

En el caso de que no sea sencillo encontrar factores integrantes i que solo dependan de x o de y, también se
puede buscar otros factores integrantes sencillos de forma que la Ecuacion (2.12) sea facil de resolver.

Por ejemplo se puede buscar j(z,y) que dependa de formas como: 2“y” , = +y , xy, etc.y que cumplan
las condiciones para ser factor integrante:

0 0
—(puM) = —(uN
57 (1) = 5 (uD)
Otra forma de obtener factores integrantes p es tener en cuenta formulas diferenciales sencillas como por ejemplo:
d(zy) = zdy + ydx ; d(z* +y*) = 2(zdz + ydy)
y zdy — ydz T ydxr — xdy
(o ()
x x2 Yy 2
T ydr — xdy T ydr — xdy
d(arctan —) = =¥———= ; d(log—) = —/——=
( ST E T (log ) xy

Si reordenando la EDO original y multiplicando por alguna expresion sencilla (factor integrante), se obtiene
alguna de estas formulas, su resolucién es inmediata.

Ejercicio 2.12. Resolver la siguiente EDO:
ydx + (2?y — x)dy = 0

Reordenando los términos se tiene:
22ydy — (zdy — ydz) =0

Dividiendo ahora por z? (es decir que el factor integrante es p = 1/2?) :

ydy—xdyx;zydx:ydy—d(%)zo = /ydy—/d(%)zo = %—%:c

30Es decir una EDO distinta pero con las mismas soluciones.
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36 TEMA 2: EDO Primer Orden

2.6. EDO Lineales

El tipo méas importante de EDO es el de las lineales, en las que la derivada de orden mds alto es una funcion
lineal®' de las derivadas de érdenes inferiores. Las EDO lineales se clasifican en funcion de su orden®?:

e EDO Lineal de Primer Orden : ¢ =a(z)y+b(z)
e EDO Lineal de Segundo Orden : y” =a(z)y +b(z)y + c(x)
e EDO Lineal de Orden n coy = a1 (2)y™ Y o ar ()Y F ao(x)y + f(x)

2.6.1. EDO Lineal de Primer Orden

y' + a(z)y = b(z) (2.13)
De forma general este tipo de ecuaciones no son de variables separables®, aunque puede ser homogénea®* o

exacta®®.

Resolucion de EDO Lineales

La forma mas sencilla de resolver este tipo de EDO es darse cuenta del siguiente resultado:
d . . . :
% (yej a(m)dm) — y/ej a(x)dz + ya(x)ej a(z)dz _ ej a(z)dz [y/ + a(m)y] (214)

De forma que si multiplicamos ambas partes de la Ecuacion (2.13) por el @4 ge obtiene:

efadx [y/+ay] _ efad.'cb (ﬁ) % |:yefadac] _ befadac — yefadx — /befadacdx_i_c

y=e Jad [/ bel vz 4 c} (2.15)

Explicacion: Factor Integrante

La férmula anterior puede explicarse mateméaticamente buscando un factor integrante®® de la ecuacion.
Primeramente reordenamos la Ecuacion (2.13) :

dy . dy —
%—Fay—b ; %—b—ay = (ay—b) de+ 1 dy=0
M(,y) N(zy)
Ahora buscamos un factor integrante de la forma®” p(z) :
20uM) _ 2(uN)
play —b)dz + pdy =0 —_— pa = '

Resolviendo esta EDO se obtiene el factor integrante:

d
/i:/admz loguz/ad{g:} M:efadx
1

Existen otros métodos de resolver la EDO lineal de primer orden, como suma de la solucién general de la
homogénea més una solucién particular®® y = y;, + Yp, la bisqueda de soluciones de la forma u(x) v(z), o bien
por el método de variacion de pardmetros®”, pero todos ellos dan el mismo resultado de la Ecuacion (2.15).

31Ver la Definicion 1.8, pagina 9.
32Ver la Definicién 1.6, pagina 8.
33Ver la Seccion 2.2, pagina 23.
34Ver la Seccién 2.4, pagina 24.
35Ver la Seccion 2.5, pagina 29.
36Ver la Seccion 2.5.1, pagina 33.
37Ver la Seccion 2.5.1, pagina 34.
38Ver el Teorema 3.2, pagina 56.
39Ver la Seccion 3.3.2, pagina 69.
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2.7. Ecuacion de Bernoulli 37

Ejercicio 2.13. Integrar la siguiente EDO lineal de primer orden:
zy' — 3y = 2*

Utilizamos la féormulas:

y:effadw |:/befad$d$+0:|

Solo tenemos que identificar las funciones a(z) y b(x) e integrar. Reordenando la EDO original a la forma
y' + a(x)y = b(x) se tiene:

Calculamos primero las integrales:

3 1
ade = — [ Z dz=—3logz =log — = e/ =¢logiy —
x a3

1
/befadmdxz/:cg—?)dm:/dx:x
T
Entonces:

y=¢ Jode [/bef“dxdx—i—c] :eflogz%[x—l—c] :elogwg(x—l—c):sﬁ(:c—i—c) — |y=2%(z+c)

2.7. Ecuacién de Bernoulli

Definicion 2.7. Ecuaciéon de Bernoulli

Se denomina ecuaciéon de Bernoulli a la siguiente EDO de primer orden no lineal:

Si n=0 EDO Lineal
v +a(z)y = b(x)y" ‘ = Si n=1 EDO Separable
Si n#{0,1} Ec. Bernoulli

La ecuacion de Bernoulli se puede reducir a una EDO lineal mediante el siguiente cambio de variable.
1-n / -n,/ / 1 /,n
— {=(-my Y Y =t

Y bo@y=b@y = Tty tal@y=b@yt 5+ (1= maEy ™" = (- n)be)

' + (1 —n)a(w)t = (1 —n)b(x)| EDO Lineal

Las ecuaciones de Bernoulli para n > 0 tienen ademas como solucion singular®® la solucién de equilibrio:

y()=0| ; z#0

40Ver la Seccion 1.3.6, pagina 16.
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38 TEMA 2: EDO Primer Orden

Ejercicio 2.14. Resolver la siguiente ecuacion. de Bernoulli: zy +y =z’
1-3 -2 / -3,/ / 1 341
Como en este caso n = 3 hacemos el c.v.: t =y =y ; t=-2y""y ; Yy = —§y t
Sustituyendo en la EDO:
1 34/ _ 4.3 . 1 / _ .4 . / 2 _ 3 :
—2xyt+y—acy ; —2xt+t—x ;o t——t=-2x —  EDO Lineal
x
Teniendo en cuenta': 3 + a(z)y = b(z) — y=e Jadz [f bel Py 4 ¢

e—fadw _ e—f—%dw — o2logz _ elogz2 — 22 efadw _

8| -

1
/befpd“’dx = /(—2m3)ﬁdx = —Z/xdx =—z’+c

2

Deshaciendo el cambio de variable ¢ = y~° se obtiene la

familia de curvas solucion:

1
—2 2 2 2

= — —s —_——

y z%(c— %) T gy

Como n = 3 > 0 ademas tiene la solucion de equilibrio:

y(z) =0

2.8. Ecuacién de Riccati

Definiciéon 2.8. Ecuaciéon de Riccati

Se denomina ecuacién de Riccati’? a la siguiente EDO de primer orden no lineal:

¥ +a(@)y +b@)y? = (@) |

Generalmente es imposible resolver analiticamente la ecuacién de Riccati, excepto que se conozca una solucion
particular®? yp(x) de la ecuacion. En estos casos, haciendo un cambio de variable apropiado puede transformarse
la EDO original en una de Bernouilli** o mejor todavia en una lineal de primer orden®”.

e Cambio de Variable 1:

y=yp+t ; y =y, +t

Sustituyendo en la EDO:
(t' +yp) + a(@)(t + yp) + b(@)(t + yp)* = c(w)

[t + a(@)t + b(z)t(t + 2,)] + [y, + a(@)y, + b(2)y;] = c(x)

0

Reordenando los términos:

t' + [a(x) + 2b(x)y, |t = —b(x)t ‘ (Ec. Bernoulli)

41Ver la Seccion 2.6.1, pagina 36.

42En honor al matematico italiano Jacopo Francesco Riccati ( 1676 — 1754).
43Ver la Definicién 1.19, pagina 16.

44Ver la Seccion 2.7, pagina 37.

45Ver la Seccién 2.6.1, pagina 36.
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2.8. Ecuacién de Riccati 39
. . 1
e Cambio de Variable 2: T=Y
1 ) , ,
y=ypt 7 ; Y=%-5
Sustituyendo en la EDO:
v, 1 1 2
2 +y, ) +alz) n +yp | +b(z) 7 +yp | =c(z)
v 1 1/1 , ,
G rat) @) (742 |+ b ey, + b)) = o)
0
Multiplicando por —#? y reordenando los términos: t' — [a(z) + 2b(z)y,|t = b(z) ‘ (Ec. Lineal)

Ejercicio 2.15. Resolver la siguiente ecuacion de Riccati:
Y 42y =142+
sabiendo que una solucién particular de la misma es y,(z) = .
Haciendo el primer cambio de variable:
t=y—y=y—x = y=t+y,=t+z ; y=t+y =t'+1
Sustituyendo en la EDO:

142zt +a)=1+22+(t+z)? ;5 420t +2202 =22 + 2+ 2+ 2% 5 ' =1

dt 1 1
/—:/dx 7 ——=x+c &V a4 ;
2 t y—x

Notar que esta familia de curvas solucién no incluye la solucién particular
dada en el enunciado, lo que hace suponer que se trata de una solucién
singular.

En la siguiente grafica se muestra la familia de curvas solucion (verde)
junto con la solucién particular y, = = que corresponde con una solucién
singular o extrana (azul).

Ejercicio 2.16. Resolver la siguiente ecuacion de Riccati:

y/ — —2l'y+y2+$2
yp(z) =2 +1

Teniendo en cuenta que en este caso a(r) = 2z, b(z) = -1y c(r) = 22

cambio de variable en su resolucion:

e Cambio de Variable 1:

La ec. de Bernouilli que queda es:

, vamos a usar los dos tipos de

t' +[a(z) + 2b(2)y,lt = —b(x)t? = ' +2z-2@+Dt=t> ; ' —2=1

que en este caso particular, también es de variables separables, por tanto:

dt 12 1/2 1.t ¢ ,
LU (A 2 Vagp= [de ;. cln—— = L
/t(t—|—2) / v /( ¢ t—2> / T gy T o gy see
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40 TEMA 2: EDO Primer Orden

Deshaciendo el cambio de variable:

y—fL‘—l_ 2x

t:y—yp:y—x—l — y—.’E+1_C€

Por la grafica de las soluciones comprobamos que y = = — 1
también es otra solucién singular.

1
e Cambio de Variable 2: 5= Y—Yp

La ec. lineal que queda es:

t'—la(z) + 2b(z)y,lt =b(z) = ' —[2z-20@+1)t=-1 ; t'+2t=-1
que también es de variables separables, por tanto:
e ) 1 _ ) o
/m— /dx ; 51n(2t+1)— x4+c ;3 2t+1=ce

Deshaciendo el cambio de variable:

1 1 2 = 1
t = = =3 74—1:06_298 ; & :Ce_Zm
Y=y y—z-1 y—z—1 y—z—1

Que vemos que coincide con la anterior.

2.9. Reduccién de EDO de Segundo Orden
Una EDO general de segundo orden tiene la forma:
F(z,y,y,y") =0

Existen dos casos sencillos de este tipo de EDO que pueden ser resueltos mediante los métodos vistos de EDO
de primer orden:

1. Ausencia de variable dependiente vy : F(x,y',y") =0

dt
Haciendo el bio d iable: |t =1v'| donde®® ¢ t=—.
aciendo el cambio de variable onde () vy e
11 dt / /!
== t = fz,t,t") =0 (EDO 1°" Orden)
x

2. Ausencia de variable independiente z :  F(y,y’,y"”) =0

dt
Haciendo el cambio de variable?7: donde®® t(y) y t'= d_y

Haciendo uso de la regla de la cadena se tiene:

dt  dt dy
M= = = t/t m 121D = d
y dv = dy de fly,t,t")y =0 (EDO Orden)

En ambos casos la solucién se obtiene resolviendo dos EDO de primer orden sucesivas.

4613 variable t depende de la variable independiente x.

47En este caso al no aparecer la variable independiente x, con el cambio de variable vamos a considerar t la variable dependiente
e y la variable independiente, ya que de otra forma se tendrian tres variables: x, y y t.

48En este caso la variable ¢ depende de la variable y que pasa a ser la variable independiente en la ecuacién transformada, por el
cambio de variable.
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2.10. Resumen: EDO Primer Orden 41

Ejercicio 2.17. Integrar la EDO: y'+x=1

Claramente es una EDO de segundo orden a la que le falta la variable dependiente y, por tanto hacemos
el cambio de variable: ¢t =1¢', donde t¢(x) y por tanto ¢ = dt/dx.

"
z”_:tt'} = t'tr=1 = /dt:/(l—x)dx = t:x—g—kcl

Teniendo en cuenta que ¢ = y' tenemos que deshacer el C.V. y volver a integrar:

d 2 3
ylzﬁz —7+Cl ; /dy_/<l'—2+cl>dx 5 y:%—%+01x+02

Ejercicio 2.18. Integrar la EDO: Y + k=0 3 keR

En este caso es una EDO de segundo orden a la que le falta la variable independiente z, por tanto hacemos
el cambio de variable: ¢t =19/, donde ¢t(y) y por tanto t' = dt/dy.

I —
sz =t } - t' +ky =0
Esta ecuacion resultante es de wvariables separables, por tanto:
2 t? 2y
tdt = —k* | ydy 5= —k ) +c 5 t=+vk%c —k*y?2=kvc1 —

Teniendo en cuenta que ¢ = y' tenemos que deshacer el C.V. y volver a integrar:

d
ZU/Zﬁzk\/ﬁ—y2

arcsen 2 = kx+ca ‘ y = ¢y sen (kx + ¢2) ‘

; /7dy zk‘/dac ;
ver —y? “

2.10. Resumen: EDO Primer Orden

1 | Var. Separables | y' = g(x)h(y)

2 C.V. Lineal y = flax + by +¢)

3 Homogénea y =F (%)

xr

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
4 Exacta

My, =N,

5 | Factor Integrante | p(z,y)M(z,y)dx + p(z,y)N(z,y)dy =0

6 Lineal y = P(x)y+ Q(x)

7 Bernouilli Yy = A(x)y + B(x)y"

8 Ricatti y = A(z)y? + B(x)y + C(x)
Fa,y',y") =0

9 | Reducibles Orden

F(y,y,y") =0
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42 TEMA 2: EDO Primer Orden

2.11. Aplicaciones de las EDO de Primer Orden
2.11.1. Familia de Curvas

Hasta ahora hemos visto que*:

1. La solucién general de una EDO de primer orden contiene normalmente un parametro® (constante
arbitraria).

2. Asignando valores a este parametro se obtiene una familia de soluciones denominadas curvas
integrales.

3. Cada curva integral es una soluciéon particular correspondiente a unas condiciones iniciales o de
frontera.

En este tema vamos a estudiar de forma general las familias de n-paramétricas de curvas y su relaciéon con las
EDO.

Definicion 2.9. Familia n-paramétrica de Curvas

Una familia n-paramétrica de curvas es un conjunto de funciones que vienen dadas por una ecuacion
que depende de n parametros c;.

e 35 s s =)

Las funciones que componen una familia n-paramétrica de curvas, son curvas integrales de una EDO de orden
n. De forma general, los pasos a seguir para obtener esta EDO son:

1. Derivar la ecuacién n veces con respecto a la variable independiente x:

d
%f =g1(z,y,y5¢1,- ,¢,) =0

d2
f(xv Y; C1y C2,° -, Cn) =0 — @f:g2(x7y7y/7y”;cla"' 7C’n):0

an '
!
o = gn(@, 0,9y 5y

n). —
)7cla"' 7(371,)_0

De esta forma se obtiene un conjunto de n ecuaciones {g; =0, - , g, = 0} con n incognitas {c1,--- , ¢, },
cuyas soluciones son del tipo:

C; = hi(xayay/a T ’y(n))

2. Sustituyendo los valores ¢; anteriores en la familia de curvas, se obtiene la EDO buscada:

Cily5Cr

flz, y; c1,y cay-, ) =0 — F(:I;7y,y/7... 7y<n)):0

Si la familia es uniparamétrica, hay una forma alternativa para los casos en los que se pueda despejar el
unico parametro: f(z,y) = c.
of

1. Calcular la derivada total: Df = 3z dx + g—; dy=0

d, _ !
2. Despejar la derivada: & Ja
dx I

49Ver la Seccién 1.3.6, pagina 16.
50Ver la Definicién 1.14, pagina 13.
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2.11. Aplicaciones de las EDO de Primer Orden 43

Ejercicio 2.19. Encontrar la EDO correspondiente a la siguiente familia de curvas:
z? +y? =2z

Como en este caso se trata de una familia uniparamétrica de curvas, lo vamos a hacer por las dos formas:

Forma 1:
1. Aplicando la regla de la cadena: %F[y(:c)] = %%, derivamos la ecuacion con respecto a x:
2x 4 2yy’ = 2¢

2. Eliminamos ¢, despejando c¢ de las dos funciones e igualando:

2 2 _ 92 1.2 + 2
o +y ; cx Y — oty
2x 4 2yy’ = 2¢ 2x
3. Despejamos, si es posible, el valor de la derivada:
2 2 _ 9,2 2_ .2 D _ 2
p_ T4yt -2 oyt —w . W ek
2xy 2xy 2xy
Forma 2:
Y2
1. Aislamos ¢: =+ =— =2¢
x
y? 2y
2. Calculamos la derivada total D f: <1 - 2) dr+ — dy=20
x x
3. Despejamos la derivada:
d 2 2_ 2 2_ 2
dr 2y \ 22 2z 2z

e En general, una familia de curvas no engloba a todas las soluciones de una EDO, ya que pueden

51

existir otras soluciones singulares o extranas’-.

e Tampoco se puede asegurar que toda EDO tenga una familia de curvas que sea su solucion.

2.11.2. Trayectorias Ortogonales

Recordamos que dada una recta r que pasa por el punto del plano y
(z0,yo) con pendiente m, tiene por ecuacion:

y = yo +m(z — xo),
F775) y = yo +m(x —xg)
La ecuacion de la recta ortogonal (perpendicular) a r que pasa por

el punto (xg,yo) tiene por ecuacion:

1
Y=Y — E(l — o)

Vamos a extender este concepto al de familia de curvas.

51Ver la Definiciéon 1.19, pagina 16.
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44 TEMA 2: EDO Primer Orden

Definicién 2.10. Trayectorias o Curvas Ortogonales

Se dice que una determinada curva es ortogonal a una familia de curvas, si cada uno de los puntos de
la curva es ortogonal a cada una de las curvas de la familia en algin punto.

y
W s
En la siguiente grafica se muestra una familia de curvas (en azul) V
correspondientes a la solucion general de una EDO, y una trayectoria
(en rojo) que es ortogonal en puntos determinados de cada una de
las curvas de la familia.
La recta tangente de cada curva es ortogonal a la recta tangente de
la trayectoria en cada uno de los puntos de corte. / .
pendiente = f(z,y) pendiente = 7@

r

Definiciéon 2.11. Familia de Trayectorias Ortogonales

Dada una familia uniparamétrica de curvas, definida por una EDO de primer orden:

dy
entonces la familia de las trayectorias ortogonales a la primera familia viene dada por la siguiente EDO
de primer orden®?:

dy -1 dz _ _
dr  f(z,y) - dy f.y)

Dada una familia uniparamétrica de curvas:
f(z,y0)=0
Los pasos a seguir para obtener la familia de trayectorias ortogonales a dicha familia son:

1. Derivando y eliminando el pardmetro®® c, obtener la EDO asociada a la familia®*:

flx,y;¢) =0
df = y = F(z,y)

o 7 9@y yig=0

2. La EDO asociada a la familia de trayectorias ortogonales es:

3. Resolver la EDO anterior:

52 Ambas expresiones en rojo son equivalentes.
53Para ello se despeja la constante ¢ de ambas expresiones y se igualan.
54Ver la Seccién 2.11.1, pagina 42.
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2.11. Aplicaciones de las EDO de Primer Orden 45

Ejercicio 2.20. Calcular las trayectorias ortogonales a la familia de curvas.
Yy =ce

Seguimos los pasos descritos anteriormente:
1. Derivamos con respecto a x:
Ahora eliminamos el parametro c:
zziciz_z } = Yy =-y
2. Encontramos la EDO asociada a la familia de trayectorias ortogonales:

1
y =~
)

3. Resolvemos la EDO:

2
ydy =dz /ydy=/dsc == %zm-ﬁ-c

En la siguiente gréafica se muestran algunas curvas de la familia de curvas original (en azul) y de su
correspondiente familia de curvas ortogonales (en rojo), comprobandose que en los puntos de corte
mostrados entre ambas, sus respectivas rectas tangentes son ortogonales.
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2.11.3. Modelizacién Matematica

Muchos de los problemas ingenieriles pueden estudiarse y solucionarse maés facilmente si se expresan en lenguaje
matematico. La descripcion matematica de un sistema o fenémeno se denomina modelizacion matemdtica.

Los pasos a seguir para la formulacion de un modelo matemético son:

1. Identificacion de las variables que definen el sistema. El ntimero y tipo de variables elegidas definen el
nivel de resolucion del modelo.

2. Establecimiento de hipotesis (leyes, teoremas, etc.) razonables sobre el sistema.

3. Resolucion del sistema y comprobacion con la respuesta esperada y si es necesario cambio del modelo
(nivel de resolucion, hipotesis, etc.)

Las EDO de primer orden representan una forma de modelar fenémenos de muy diversa indole (fisicos, quimicos,
ingenieriles, etc.). Vamos a ver algunos de los més representativos.

Ley de Newton del Enfriamiento

Cuando la diferencia de temperaturas entre un cuerpo y su medio ambiente no es demasiado grande, el calor
(@) transferido en la unidad de tiempo (t) hacia el cuerpo o desde el cuerpo por conveccidn es aproximadamente
proporcional a la diferencia de temperatura entre el cuerpo (7') y el medio ambiente (7).

aQ _

T aS(T—-T,) ; dQ=-mCdT

donde « es el coeficiente de intercambio de calor, S la superficie del cuerpo, m = pV su masa y C el calor
especifico.

dT as
= - KT-T, S -
dt k( G) ) k“

dT
& ST —T e
pVC 0 asS( w) = VO

donde k

Dinamica de Poblaciones

En 1798 el economista inglés Thomas Malthus estableci6 una sencilla ecuaciéon para modelar el crecimiento
demograifico humano. Para ello supuso que la tasa de crecimiento de la poblacién (variacion de la poblacion en
un determinado periodo de tiempo) es proporcional a la poblacion total (P).

aP _

kP
dt

Basicamente establece que a mayor poblacién mayor crecimiento de la misma.

Ecuacién Logistica

La ecuacion anterior es bastante aproximada y no tiene en cuenta muchos otros factores. Un ecuaciéon més
precisa es considerar que k es funcion de P: k= f(P).

La dependencia mas sencilla es £ = a—bP, la cual tiene en cuenta también los efectos negativos de la masificacion
sobre el crecimiento de poblaciones:

%:(a—bP)P:aP—bPQ

Esta ecuacion se le denomina ecuacion logistica o de Verhulst.
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Ley de Torricelli

La velocidad de vaciado de un deposito con agua a una altura h, a través de un pequeiio orificio (sin rozamiento)
situado en el fondo del deposito, es la misma que la que tendria una gota de agua al caer libremente de una
altura h, es decir v = v/2gh. Llamando V al volumen de liquido en el depdsito a un tiempo ¢, Sq a la superficie
de depdsito y 5, a la superficie del orificio, se tiene:

d dh o
d—‘: = —S5,v/2gh ; V =hSy ; ——g—\/Qgh
d

Desintegracién Radiactiva

La desintegracion radiactiva consiste en la transformacion de atomos inestables (radio, uranio, etc.) en otro
tipo de atomos. Aproximadamente la velocidad de desintegracion es proporcional a la cantidad de sustancia
radiactiva (A):

dA
- kA
dt

Caida Libre y Resistencia del Aire

La velocidad (v) de caida de un objeto desde una altura h viene dada por la accion de dos fuerzas: la gravedad,
que tira del cuerpo, y la fricciéon con el aire, que se opone a la caida. Segun la segunda ley del movimiento de
Newton, si la masa del cuerpo es m y g la aceleracion de la gravedad, esto puede expresarse como:

kv
Resistencia
del aire
dv I
m— = mg — kv
at =
Peso
mg

Ejercicio 2.21. El modelo logistico de crecimiento de una poblacién viene regulado por la ecuacién
diferencial P’ = aP — bP2.

i) Determinar la poblacion en un instante ¢ sabiendo que la poblacion inicial es M.

ii) Calcular la poblaciéon de peces en un estanque el ano 1998 sabiendo que se inici6 con 1.000 peces el
ano 1990 y se estimé6 que durante los anos 1992 y 1994 era de 3.000 y 5.000 peces respectivamente.

iii) ;Cuaél es la poblaciéon de equilibrio a largo plazo?

i) Resolvemos la EDO de variables separables:

P
— =aP —bP’ P ap t 1. bP—al”
¢ ; / 7:/ dt ; ——log =t—ty
um Pla—0bP) to a P |y
P(tg) = M
1. P(a—bM) aM
Zlog——— "2 — ¢ — ¢ ; P(t) =
a *® M(a—bP 0 ’ O = o3+ (o = bhlyet—1)
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it) Primero vamos a reordenar la ecuacion:

_ aM _ 1
© M + (a — bM)ea(t—to) by (L B ca(to—t)

P(t)

Ahora hacemos un cambio de variables que simplifique el resultado.

1 X =b/a
Y =e 2

P(T) = _
X+ (UM =X)YT2 |\ p_y 4 . p=P/1000

to=1990;T =0 | [ t=1992,T =2 | | t=1994,T =4
M =1000 — 1 | P=3000—3 | P=5000—5
Por tltimo determinamos el valor de los parametros con los datos del problema.

1
3=

2: EDO Primer Orden

X+ (1-X)Y-2 X=1/6
) {Y1/5

6

T it5T

5=

X+(1-X)y-+4

Entonces para los datos pedidos:

6

iii)

dpP
Forma 1: equilibrio <= P’ = e 0

9 a 1 .

aP—-bP°=0 ; P=—-=—=06 (miles de peces)
b X
Forma 2: largo plazo <= tlim P(t)
— 00
6

A TR T
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3.1. EDO Lineales de Orden n 51

3.1. EDO Lineales de Orden n

3.1.1. Introduccién
Una EDO de orden n (EDON) tiene la forma':

F (-77,2/7?//7?/”’ e 7y(n)) =0

donde x es la variable independiente, y(z) es la variable dependiente o funcién incoégnita de la ecuacion e

yk) = % son las derivadas de orden k de y(x) con respecto a .

Ejemplo 3.1. Ejemplos de EDO de orden n
o 7y’ +yy =senx

. y/// _ ny// — y/ —logy

dPx d*x A3z
380 40T 90T
* O TV T s

Ya que muy pocas EDO no lineales se pueden resolver de forma explicita, necesitando métodos numéricos para
su resolucién, en este curso nos centraremos tinicamente en las EDO lineales® de orden n (EDOL).

Definiciéon 3.1. EDO Lineal de Orden n (EDOL)

Una EDO Lineal de orden n (EDOL) es aquella que tiene la forma general:

an ()Y ™ + ano1 (2)y" Y + .+ ar(2)y + ao()y = f(=) (3.1)

donde las funciones a;(x) y la funcién f(z) son continuas en un intervalo I C IR.

Ejemplo 3.2. Ejemplos de EDOL de diferentes érdenes.

o 2y’ + 2%y =senx
"o 3y// — y/ —logz
ddy dty &y

2 —
[ (3$ —Sen$)$+2%—$—o

Definicién 3.2. EDO Lineal de Orden n Homogénea (EDOLH)

Se dice que una EDOL dada por la Ecuacion (3.1) es homogénea® si f(x) = 0.

o 2y

an (2)y™ + an_1 (@)y™ Y + ..+ ay(2)y +ao(z)y =0 (3.2)

3.1.2. Solucién de una EDOL

Definicion 3.3. Soluciéon de una EDOL

Una solucién de una EDOL es cualquier funcién y(x) = ¢(z) que verifique la EDOL*.

1Ver la Definicién 1.9, pagina 10.

2Ver la Definicion 1.8, pagina 9.

3Esta terminologia no debe confundirse con la utilizada en la Seccién 2.4, pagina 24.
40Obligatoriamente la funcién solucién tendra que ser n veces derivable.
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52 TEMA 3: EDO Orden Superior

Ejemplo 3.3. Solucién de una EDOL

La siguiente funcién:
y = 3sen(2x) + cos(2x)

es una solucion de la EDOL de segundo orden:

y' +4y =0
ya que:
y' = 6cos(2z) — 2sen(2x) ; y" = —12sen(2z) — 4 cos(2x)
= y" + 4y = —12sen(2x) — 4 cos(2x) + 4[3sen(2z) + cos(2z)] = 0

Definiciéon 3.4. Soluciéon General y Particular de una EDOL

. o o o n [ .
e El conjunto de todas las soluciones de una EDOL se denomina solucién general® y viene dada
en forma de una familia n-paramétrica de curvas®:

y(l’) = ¢(I7 C1,C2, ... 7071)
donde los ¢; son los pardmetros (ver la Definicion 1.14, pagina 13).

e Cada una de las soluciones que componen la solucidn general se denominan solucién particular
y estan asociadas a unos valores determinados de los pardametros c;.

Solo en las EDO lineales (EDOL) se puede asegurar una solucion general que contenga todas las soluciones
de la ecuacion’. De forma general las EDO de orden® n (EDON) pueden tener soluciones en forma de familias
de curvas, pero éstas no necesariamente agrupan a todas las soluciones de la ecuacion®.

3.1.3. Tipos de Problemas con EDOL

Para poder determinar la solucién de un problema'® de una EDOL debe estar bien definido, es decir, es
necesario que ademas de especificar la ecuacion, se den n condiciones adicionales que permitan obtener las n
constantes ¢; de la solucién general.

Existen dos formas de especificar las n condiciones, dando lugar a dos tipos de problemas distintos'":

e Problema de Valor Inicial (PVI)
e Problema de Valores en la Frontera (PVF)

Definicién 3.5. Problema de Valor Inicial (PVI)

Se denomina un problema de valor inicial (PVI) de una EDOL, al conjunto de la EDO y de n
condiciones iniciales'' en un mismo punto x = xg.

an(2)y™ + an_1(2)y" D + .+ ar(@)y + ao(x)y = f(z)

y(xo) =wyo, ¥Y(xo)=wy, V' (x0) =02, ..., y(nfl)(ﬂﬂo) = Yn—1

5Ver la Definicion 1.19, pagina 16.

6Ver la Seccién 1.3.4, pagina 14.

7Sin soluciones singulares o extrafias, ver la Secciéon 1.3.3, pagina 13.
8Ver la Seccion 3.1.1, pagina 51.

9Ver el Ejemplo 1.15, pagina 17 y el Ejercicio 2.5, pagina 26.
10Ver la Seccion 1.3.5, pagina 14.
HVer la Definicion 1.17, pagina 15.
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3.1. EDO Lineales de Orden n 53

Ejemplo 3.4. Ejemplo de un PVI,

xy" +3y" + (1 +2%)y = cosz
y(=2) =3, ¥(-2)=0, y"(-2)=1

Definicién 3.6. Problema de Valores en la Frontera (PVF)

Se denomina un problema de valores frontera (PVF) de una EDOL, al conjunto de la EDO y de n
condiciones frontera'? definidas en puntos distintos del dominio.

an(2)y™ + an_1(2)y VD + .. 4 a1 (2)y + ao(2)y = fx)

S a1y () = B

Z?:l (67 y(i_l)(xn) = 671

siendo las constantes a;;, B; € Ry z; € I los puntos del dominio de definicién de la ecuacion.

En una EDOL de orden 2, las condiciones frontera se pueden expresar de forma general como:

{all yla) + a2y'(a) = B
az y(b) + ay(b) = B

donde a,be Iy Oéij,ﬁi € R.

Ejemplo 3.5. PVF con EDOL de distintos 6rdenes.

2y +3y" + (1 + 22?)y = cosx
y'+3y —y=0
2y(0)+y'(1) =3

Ejemplo 3.6. PVIy PVF.

Y1

Yo Y1

Yo |8

Xo El b

Problema de Valor Inicial Problema de Valores en la Frontera

En esta figura se muestra de forma esquematica la solucidn general de una EDO lineal de segundo orden
correspondiente a los dos tipos de problemas: PVI y PVF.

A la izquierda se representa un problema de condiciones iniciales (PVI) en el punto = xy donde se
especifican los valores de la funcién yy y de su primera derivada y; en dicho punto, permitiendo identificar
una solucion particular.

12Ver la Definicion 1.18, pagina 15.
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54 TEMA 3: EDO Orden Superior

En la grafica de la derecha se muestra un problema de wvalores en la frontera (PVF) donde se han
especificado el valor de la solucién particular en dos puntos distintos a y b del dominio. En este caso
también se podria haber especificado el valor y la pendiente en dos puntos distintos, dos pendientes en
puntos distintos o alguna relacién lineal de ambos.

En realidad la situaciéon es mas complicada, ya que normalmente las curvas integrales se intersectan unas
con otras'?, como muestra el siguiente ejemplo con una situacién mas realista del problema.

Ejemplo 3.7. Soluciones particulares.

La siguiente EDOL,
y'+2) +y=0

tiene por solucién general:

‘y = (c1 + cox)e ™™

Dando valores a ¢; y ¢y se obtienen sus infinitas soluciones particulares. En la siguiente grafica se muestran
algunas de esas soluciones particulares, en diferentes colores, en un determinado dominio.

10

-10

Podemos observar como las curvas integrales se intersectan mutuamente, lo que indica que existen infinitas
curvas integrales que pasan por cada uno de los puntos del dominio.

Por ello, en las EDO de orden n > 1 es necesario especificar mas de una condicién inicial o de frontera
para obtener una tnica solucién, ya que al aumentar el nimero de pardmetros en la familia de curvas,
aumenta la densidad de curvas en el grafico.

Por ejemplo en esta EDO al ser de segundo orden necesitamos dos condiciones para referenciar una solucion
particular que pasa por un punto (zg,yo) del plano z — y, que podria ser por ejemplo el valor y(z) = yo
y el de su derivada y'(z9) = vy.

3.1.4. Existencia y Unicidad de las Soluciones

Teorema 3.1. Existencia y Unicidad para un PVI

Para todo PVI'* de una EDOL' del tipo'®:

y™ +a, 1 (2)y” D £+ ai(2)y + ao(z)y = f(z)

y(@o) =0, ¥ (@) =1, v () =y2, ... , YV (z0) = Y1

donde las funciones a;(z) y f(x) son continuas en un intervalo I, existe siempre una tinica solucién
en [.

13Notar que si no fuera asi, no serian necesarias varias condiciones iniciales. Si por cada punto del dominio pasase una tunica
solucion, como ocurre con algunos problemas de primer orden vistos en el tema anterior, solo seria necesario especificar una condicién
que seria por ejemplo un punto determinado del dominio de la solucién.

14Ver la Definicién 3.5, pagina 52.

15Ver la Definicion 3.1, pagina 51.

16 Aqui se considera que el coeficiente an, (z) # 0 en todo el dominio I y se ha dividido la ecuacién por esa funcién para tener un
coeficiente 1 en la derivada y(").
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Este teorema solo es vélido para los PVI. En los PVF, aun verificando las hipotesis del teorema, puede ocurrir
cualquier cosa: solucién Unica, varias soluciones o sin solucion.

Ejemplo 3.8. Existencia y unicidad de soluciones.

El siguiente PVI,
" 1 ! 2
Yy +;y + (1 +2%)y =cosz

y(0) =1, y'(0) =1

No tiene asegurada ni la existencia ni la unicidad de sus soluciones en el intervalo [—1, 1], ya que la funcion
% no es continua en ese intervalo. Por tanto su solucién puede existir o no para esas condiciones y en caso
de existir puede ser una sola funcién solucién o varias.

Ejemplo 3.9. Existencia y unicidad de soluciones.

Sea la siguiente EDO:
y' + 16y =0

e Al tratarse de una EDO de segundo orden lineal, las soluciones de cualquiera de sus PVI siempre
existirdn y seran unicas. El siguiente es un ejemplo.

1.0
y”' + 16y =0 05
= 0.0
y(0) =0, y'(0) =1
-0.5
En la grafica podemos ver la tnica curva solucién que
cumple las dos condiciones iniciales. B o

T

e Los PVF formados por esta ecuacién no tienen garantizada ni la existencia ni la unicidad de sus
soluciones. Aqui mostramos tres ejemplos con comportamientos distintos.

1.0 17
PVF con solucién tnica. 05 \
= 0.0 -
y" +16y =0 3
-0.5
_ Ty _
y(0) =0, y<8> =1 Y0565 00 03 10 13 20
X
1.0
PVF con infinitas soluciones. os &
" = 0.0 o
¥y + 16y =0 3
-0.5
y(0) =0, y(%) =0 -1.0
-1.0 -05 00 05 10 15 20
X
. ., 1.0 1
PVF sin solucion.
0.5
y// _|_ 16y — 0 = 0.0 T
2
-0.5
y(0) =0, y(%) =1 ]

.0
-1.0 -05 0.0 05 1.0 15 2.0
x
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56 TEMA 3: EDO Orden Superior

3.1.5. Solucién de una EDOL

Teorema 3.2. Solucién General de una EDOL

La solucion general de una EDOL:

an(@)y™ + an-1(2)y" T + .+ a1 @)y + ao(x)y = f(x)
es igual a la suma de la solucion general'” de su ecuacion homogénea's:
an (2)y™ + an 1 (@)y™ Y + ..+ ay(2)y + ao(z)y =0

mas una solucion particular'® de la ecuacion completa original:

y(z : Sol. general de la ec. completa
‘ y(x) = yn(x) + yp(x) ‘ yn(x) : Sol. general de la ec. homogénea
yp(x) : Sol. particular de la ec. completa

Demostraciéon 3.2.

Calculando la derivadas de esta formula se tiene:

Yy=un+yp 5 V=t ;5 - 5 ™ =yl 4y

Introduciéndolas en la EDOL:

any™ + a1y + .t ary +agy = f
(@Y +u5) + (D + )+ an(wh + v)) + aoyn +up) =

Agrupando las soluciones homogéneas y particulares y teniendo en cuenta su significado se tiene:

[anygn) + (ln—ly}(:l_l) e oco e aly;L + (loyh] + [0’71,.7/[(;?1) + a"n,—lyg()nil) qEooo P (11,7/;) + (]‘pr] = f

0 0

Con lo que queda demostrado.

Vamos a estudiar la solucion de EDOL?" siguiendo el siguiente plan de trabajo:

Homogénea

Completa

EDOL Con Coeficientes Constantes {

Con Coeficientes Variables

Empezamos viendo la definicién de estos dos tipos de EDOL.

17Ver la Definicion 1.19, pagina 16.

18Ver la Definicion 3.2, pagina 51.

19Puede ser cualquiera de las infinitas funciones que forman la solucién general que estamos buscando.
20Ver la Definiciéon 3.1, pagina 51.
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Definiciéon 3.7. EDOL con Coeficientes Constantes (EDOC)

Una EDOL con coeficientes constantes (EDOC) es aquella donde la funciones a;(x) son
constantes?! ,

Y™+ an_1y™ Y+ a0y 4+ @y (2) + aoy = f(z)

siendo su ecuacion homogénea asociada (EDOCH):

Y™ a1y Y a0y 4 4 ary(2) +ay =0 (3.3)

Definicién 3.8. EDOL con Coeficientes Variables (EDOV)

Una EDOL con coeficientes variables (EDOV) tiene la forma?*:

v+ an 1 @)y + an a2 @)y .+ @)y (2) + ao(2)y = f(2)
siendo su ecuacion homogénea asociada (EDOVH):

Y™ + a1 (2)y™ Y + o (@)y" P + .+ ar(2)y (z) + ao(z)y = 0

Empezaremos el estudio de las EDOL con coeficientes constantes y en la Seccion 3.4, pagina 76 se veran las
EDOL con coeficientes variables.

3.2. EDOL con Coeficientes Constantes Homogénea (EDOCH)

Teniendo en cuenta la solucién del problema simple:

Y =ay — y = ce™
vamos a ver bajo qué condiciones la EDOCH tiene soluciones de la forma y = e*?.
y/ — )\ekm
y = 6)\1, — y// — )\Qe)mc
y(n) — )\ne)\x
Sustituyendo en la Ecuacion (3.3) tenemos:
AN a, AT g AN 4 e =0 - ANy NPt Atan=0
Teorema 3.3. Condiciones de la Solucién de una EDOCH

La funcién e* es solucion de la Ecuacion (3.3) si y solo si A es una raiz del denominado polinomio

caracteristico que al igualarlo a cero da lugar a la denominada ecuacién caracteristica:

A% 4+ ap A N 4t adt+ag=0 (Ec. Caracteristica)

Polinomio Caracteristico

21Como el coeficiente a,, nunca puede ser nulo, de forma general se puede dividir la ecuacién entre él para que aparezca el término
y(") en solitario.
22Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
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58 TEMA 3: EDO Orden Superior

Ejercicio 3.1. Encontrar soluciones del siguiente EDOCH y comprobar su validez.
y"' =y =0
Primeramente encontramos las soluciones de su polinomio caracteristico:
A1=0
NMoA=0 ; MAM-1)=0—=< =1
A3 =-—1
Por tanto tres soluciones de esta ecuacién son:
y1=e" =1 ; ; ys =e "
Comprobamos la validez de estas soluciones:
ey =1 = y=y"=0 = 0-0=0
o Yy =e” = Yy =y" =¢e" = et —e* =0
o ys=¢ " = Yy =y"=—-e" = —e " —(-e ") =0

Teorema 3.4. Principio de Superposiciéon

o Siyi(x), y2(x), - -+, yn(z) son soluciones de la Ecuacion (3.2), entonces cualquier combinacion
lineal®® de ellas también es solucién.

e El conjunto de todas las soluciones de una EDO lineal homogénea de dimensiéon n forma un
espacio vectorial?* de funciones de dimensién n.

Ejercicio 3.2. Comprobar que toda combinacion lineal posible de las soluciones encontradas en el
SEDOC del Ejercicio 3.1, también es solucion de dicho sistema.

Todas las posibles combinaciones lineales de las tres soluciones encontradas forman la siguiente funcién:
d(x) = cry1(z) + coy2(@) + cays(x) = 1 + cae” + cze™”

donde ¢y, co, c3 € R son las constantes de la combinacién lineal.
Comprobamos ahora que esta familia de funciones es soluciéon de la ecuaciéon dada:

¢ = coe® — c3e™*

1 ’_
¢ = coe® — cye " = ¢ o) 0

¢ =c1+ coe” +cze”” = {

Verificandose por tanto la ecuacion.

Para que un conjunto de funciones forme un espacio vectorial de dimension n es necesario que en ese conjunto
existan n funciones linealmente independientes.

Vamos a ver el concepto de dependencia e independencia lineal en funciones.

23Una combinacién lineal de un conjunto de funciones f1, fa, - - -, fx es una nueva funcion de la forma f = c1 f1 +cafo+- - -+cp fr,
donde los ¢; son numeros reales cualesquiera. Esta definicién es analoga por ejemplo a la combinacion lineal de ecuaciones y de
vectores.

24Ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
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3.2.1. Dependencia e Independencia Lineal de Funciones: Wronskiano

Definicién 3.9. Dependencia e Independencia Lineal Funcional

Se dice que un conjunto de funciones {fi(x), fa(z), -+, fa(z)} es linealmente dependiente en un
dominio, si cualquiera de ellas se puede expresar en ese dominio como combinacion lineal del resto de
las funciones.

fu(@) = c1fu(@) + cafo(a) + -+ + cnfu(2) ¢ €R

En caso contrario se dice que las funciones son linealmente independientes en el dominio.

Ejemplo 3.10. Funciones linealmente dependientes e independientes.

e Las funciones fi(x) = 2sen(z) y f2(z) = 3sen(z) son linealmente dependientes en cualquier intervalo
de R ya que:

fie) = 2 ale)

e Las funciones fi(z) = sen(2z) y fo(x) = sen(3z) son linealmente independientes en cualquier
intervalo de R ya que:

fi(x) # cfa(x) Vee R

En principio no es facil la determinacién de la dependencia e independencia lineal de funciones generales. Vamos
a ver un teorema que nos permite determinarla de forma sistematica.

Teorema 3.5. Wronskiano

Un conjunto de n funciones fi(z), ..., fn(xz) definidas en un intervalo I son linealmente
independientes si y solo si el siguiente determinante denominado wronskiano W (x), no se anula
en todos los puntos de dicho intervalo.

fi(x) fa(2) fn(x)
fi(z) fale) o frl@)
Wi, ..., ful(@) = 5 5 5 £0 Voel
fl(nfl) ((E) f2(n71) (.’17) . T(Lnfl)(x)

De otra forma se dice que las funciones son linealmente dependientes en I.

Ejemplo 3.11. Funciones Linealmente Dependientes e Independientes
e Las funciones y; = 2sen(x) y y2 = 3sen(x) son linealmente dependientes en R ya que:

2sen(z) 3sen(z)

2cos(z)  3cos(z) ‘ = 6sen(z) cos(z) — 6sen(x) cos(z) =0

W[ylayz] = ‘

e Las funciones y; = sen(2z) y y2 = sen(3z) son linealmente independientes en R ya que:

sen(2z)  sen(3x)

Wiyr, y2] = 2cos(2z) 3cos(3x)

' = 3sen(2z) cos(3x) — 2sen(3z) cos(2x),

no se anula para todos los puntos de R, ya que por ejemplo para x = 7/4 se tiene:

2 2 2
W(Jc:ﬂ/él):3seng0053£—286n3gcosg =3x%1x (—{) —2*%*0:—3% #0
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Definicién 3.10. Conjunto Fundamental de Soluciones

Un conjunto de n soluciones linealmente independientes y;(x) de una EDO lineal homogénea de orden
n (EDOLH), forman una base®® del espacio vectorial de todas las soluciones?® del problema, y se
denomina conjunto fundamental de soluciones.

Cualquier solucion ¢(t) de una EDOLH se puede expresar como combinacién lineal de las soluciones de un
conjunto fundamental {yi,--- ,y,} para unos tnicos valores reales ¢, ca, - -, ¢y, de la forma:

‘ é(x) = cry1(x) + coya(x) + - - - + cpyn() ‘

Por tanto esta expresién corresponde con la solucién general®” de la ecuacién.

3.2.2. Solucién de una EDOCH: Casos Particulares

Para determinar la soluciéon general de una EDOCH?® es necesario tener presentes las siguientes cuestiones:

e La solucion general de la EDOCH estd formada por un conjunto de n soluciones linealmente
independientes.

e Sabemos que dada una EDOCH, podemos encontrar soluciones {eM® ...  e*?} resolviendo su
correspondiente ecuacidn caracteristica’® y mediante combinacion lineal de ellas obtener una familia n-
paramétrica de soluciones de la ecuacion.

e Por el teorema fundamental del algebra, el polinomio caracteristico tiene exactamente n soluciones \;
pudiendo ser reales o complejas, iguales o distintas.

e Si todas las soluciones del polinomio caracteristico A1, -, A, son reales y distintas podemos formar
facilmente un conjunto de soluciones linealmente independientes {e*®, --- | e ®} y por combinacion
lineal de ellas obtener la solucion general de la ecuacion.

Vamos a estudiar como obtener soluciones linealmente independientes®® cuando aparecen raices \; de los otros
dos tipos: raices reales miltiples y raices complejas.

Raices Reales con Multiplicidad m > 1

En este caso el polinomio caracteristico tiene alguna raiz real repetida m veces (multiplicidad m) y naturalmente
éstas son linealmente dependientes, al ser todas iguales.

Si tenemos una raiz A real con multiplicidad m > 1, podemos formar un conjunto linealmente independiente
de m soluciones de la ecuacion de la siguiente forma:

Y = e)mc : Yo = xe)xac : ys = $2€Ax : : Ym = :L’m_leMC

Siendo por tanto la solucidn general®':

71)6)@

‘yz(cl+02m+03m2—|—~~+cmxm

25Ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
26También conocido como espacio funcional.

27Ver la Definiciéon 1.19, pagina 16.

28Ver la Definicién 3.7, pagina 57.

29Ver el Teorema 3.3, pagina 57.

30Y a través de ellas obtener la solucién general.

31 Considerando que éstas son las tnicas raices.
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Ejercicio 3.3. Encontrar dos familias linealmente independientes de soluciones del siguiente EDOCH y
su solucién general, comprobando su validez.
y' =2y +y=0
Primeramente encontramos las soluciones de su polinomio caracteristico:
M2 +1=A-1)2*=0 = A2 =1 (multiplicidad 2)
Por tanto las dos familias linealmente independientes de soluciones de esta ecuacioén son:

y1 = ce” ; Yo = cxe” ; ceR

Como las dos soluciones son linealmente independientes, forman una base del espacio de soluciones de la
ecuaciéon y por tanto su solucion general es:

‘y(x) = c1e” + cowe” = (¢1 + cox)e” ‘

Comprobamos la validez de la soluciéon general:
o y=(c1+ cox)e”
o Y =coe” + (c1 + cox)e® = (c1 + ca + cox)e”
o Y =coe® 4 (c1 + o + cox)e® = (c1 + 2¢o + cox)e®

Entonces:

y" =2y +1=(c1 +2ca + cax)e® — 2(c1 + 2 + caz)e” + (c1 + caw)e” =0

Raices Complejas

En el caso de que el polinomio caracteristico tenga soluciones complejas, éstas siempre aparecen como pares
conjugados.

A =r+tmi ; r,meR
donde 7 es la parte real y m es la parte imaginaria de las raices. En este caso las dos soluciones son complejas:

A
y1 = e’ ; Y2 =e

Aoz
Vamos a expresar estas soluciones en forma real y para ello tenemos en cuenta la formula de Euler3?:
e = latAT — paw iz — 0T (cog (Br) 4 isen (fz)]
las soluciones complejas se pueden expresar entonces como:
yp = eMT = ertmie — ereemei — o7 (cosma 4 i sen ma)

Yo = 2T = ermiT — gree—mrt — o (cos(—mr) 4 i sen(—ma)] = " (cos ma — isenma)

Se puede comprobar que cada uno de los términos e"” cosmz y e"® senmz son soluciones reales linealmente
independientes de la EDOCH, asociadas a las raices complejas A 2.

32Para todo = € R se cumple: e = cosz +isenz. A veces se denota mediante la funcién cis(z) = cosz + i sen z.

33Notar que por cada dos soluciones complejas conjugadas (linealmente independientes) que forman una base del espacio vectorial
de soluciones complejas de un problema, hay siempre otras dos soluciones reales linealmente independientes que forman una base
del espacio de soluciones reales del mismo problema.
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Las funciones e"* cosmz y e'® senmx son dos soluciones reales linealmente independientes de la EDOCH y
por tanto forman una base del espacio de soluciones reales del problema?3.

Si tenemos una raiz compleja conjugada A; > = r & mi con multiplicidad 1, podemos formar un conjunto
linealmente independiente de 2 soluciones de la ecuacion de la forma:

‘ y1 = e’ cosmzx ; yo = e’ senmax ‘

Siendo por tanto la solucién general:

‘ y = (¢1 cosmzx + co senmaz)e’™

Ejercicio 3.4. Encontrar dos familias linealmente independientes de soluciones del siguiente EDOCH y
su solucién general, comprobando su validez.

y'+2y +5y =0

Primeramente encontramos las soluciones de su polinomio caracteristico:

24420
e

M422+5=0 = A =-1£2i = Mo =—-1+£2i

Al ser complejas, las dos familias de soluciones linealmente independientes de esta ecuacién son:

y1 = ce” * cos(2x) ‘ ; ‘yg = ce” " sen(2x) ‘ ; ceR

las cuales forman una base del espacio de soluciones de la ecuacién y por tanto su soluciéon general es:

—T

‘ y(x) = [e1 cos(2z) + co sen(2z)]e

Comprobamos la validez de la solucion general:
e y = [c) cos(2z) + casen(2z)]e™ ™
o ' =2[—cysen(2z) + co cos(2x)]e”* — [¢1 cos(2x) + cosen(2x)]e ™
= [(2¢c2 — ¢1) cos(2x) — (2¢1 + ¢2) sen(2x)]e™™
o y' =2[—(2c0 — c1)sen(2z) — (2¢1 + ¢2) cos(2z)]e ™ — [(2¢2 — ¢1) cos(2x) — (2¢1 + c2) sen(2z)]e ™"
[(—3c1 — 4ea) cos(2x) + (4ep — 3ea) sen(2x)]e™™

Entonces:
Y +2y" + 2y = [(—3c1 — 4cg) cos(2z) + (4ey — 3ez) sen(2z)]e "+

2[(2c2 — c1) cos(2x) — (2¢1 + c2) sen(2z)]e ™™ + b[ey cos(2x) + co sen(2z)]e™* =
= [(—3c1 — 4eg + 4eg — 2¢1 + 5eq) cos(2x) + (4eg — 3ea — 4eg — 2¢2 + Beg) sen(2z)]e™® =0

La solucién general correspondiente a una raiz compleja conjugada A; 2 = 7 £ mi con multiplicidad M, tiene
la, forma?>*:

y = €7 [ (crcosma+ casenmz) + x (c3cosma + cqsenme) +

+ 22 (cscosmz + cgsenmz) + -+ + ML (caps1 cosma + capr senma) |

34Similar al caso real de multiplicidad m, ver la Seccion 3.2.2, pagina 60.
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Ejercicio 3.5. Encontrar la solucién general de la siguiente ecuacion diferencial lineal:
" /
y' +2y +5y =0
Primeramente encontramos las soluciones de su polinomio caracteristico:

_ —2£/1-20
e

M4+22+5=0 = A =-1+2i = Mpo=-1+2i

Al ser complejas, las dos familias de soluciones linealmente independientes de esta ecuacién son:

y1 = ce”* cos(2x) ‘ ; ‘yg = ce” " sen(2x) ‘ ; ceR

Como las dos soluciones son linealmente independientes, forman una base del espacio de soluciones de la
ecuacion y por tanto su solucion es:

‘ y(x) = [c1 cos(2x) + cosen(2z)]e”

Comprobamos la validez de la solucion general:
o y = [c1 cos(2x) + casen(2x)]e”
o ' =2[—cysen(2z) + co cos(2x)]e”* — [c1 cos(2x) + cosen(2x)]e ™
= [(2¢c2 — ¢1) cos(2x) — (2¢1 + ¢2) sen(2x)]e™™
o y' =2[—(2¢o — c1)sen(2x) — (2¢1 + ¢2) cos(2x)]e™® — [(2¢co — ¢1) cos(2x) — (2¢1 + ¢2) sen(2x)]e™™
[(—3c1 — 4ea) cos(2x) + (4ep — 3ea) sen(2z)]e™™

Entonces:
Y +2y" + 2y = [(—3c1 — 4cg) cos(2z) + (4ey — 3ez) sen(2z)]e "+

2[(2c2 — c1) cos(2x) — (2¢1 + c2) sen(2z)]e ™™ + b[cy cos(2x) + co sen(2z)]e™* =

= [(—3c1 — 4eg + 4ea — 2¢1 + 5eq) cos(2x) + (4deg — 3ea — 4eg — 2¢2 + Beg) sen(2z)]e”® =0

3.2.3. Resumen: Soluciones de una EDOCH

Soluciones en funcion de la multiplicidad m de las soluciones de la ecuaciéon caracteristica.

Tipo Soluciéon Ec. Caracteristica Tipo Soluciéon de la EDO

Reales con multiplicidad m : A™ eM(er + x4 .. ™)

e [(cy cos pa + o sen px) +
Complejas con multiplicidad m : [A £ pi]™ | + x(czcospxr + cysenpx) + ...
+ 2™ (g1 cos pr 4+ oy, sen )]

Ejercicio 3.6. Encontrar la solucién particular del siguiente PVI.

{ y'—y —6y=0
y(0) =2, y'(0) =1

Primeramente encontramos las soluciones de su polinomio caracteristico:

1£V1+24 145 =
_ +24 . {)\1 3

2——:
NoA—6=0 = A 5 . = 2
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Al ser reales y distintas, la solucién general es:
y(r) = c1€3 + coe "
Vamos a encontrar la solucién particular a través de las condiciones iniciales.

y0)=2 — ctex=2 2c1 +2cp =4 5¢1 =5 = =1
{y’(O)zl S 3 —20=1[ "1 3c1-20m=1[ | e=0B1-1/2 = c=1

‘y(x) — e3m +e—2m

3.3. EDOL con Coeficientes Constantes Completa (EDOC)

En esta seccién vamos a estudiar la forma de resolver las EDO Lineales de Orden n con coeficientes constantes
completa (no homogénea), donde el término independiente f(x) # 0.

Y™ 4+ a1y Y da, oy 4+ ary'(z) + aoy = f(x) (3.4)
Como hemos visto® su solucién general viene dada por:

_ N yn(z) : Sol. General de la Ec. Homogénea
y(@) = yn(@) + 9y (@) { yp(x) : Particular de la Ec. Completa

Como la solucion yy (z) de la EDO homogénea (EDOCH) ya ha sido estudiado en la seccién anterior®®, vamos
a ver ahora la forma de encontrar una soluciéon particular y,(z) de la ecuacién completa. Hay dos métodos:

1. Método de los Coeficientes Indeterminados

2. Método de Variaciéon de Parametros

3.3.1. Método de los Coeficientes Indeterminados

El método de los coeficientes indeterminados solo es valido en EDOC cuando el término independiente
f(z) de la Ecuacion (3.4), es de uno de estos tipos?”.:

e Polinomios: P, (z) = ag + a17 + asx?® + ... + apz™
e Exponenciales: ae?®

e Senos y Cosenos: a; cos bx + as sen bx

o bien sumas o productos de funciones de estas formas.

Cuando la forma del término independiente f(x) es de alguna de las formas anteriores (o mezcla de ellas), la
solucién particular y,(z) de la EDOC, necesaria para obtener su solucién general y(x), tiene una forma similar
a su f(z), pero con coeficientes a; no necesariamente iguales™®.

Se puede generalizar el producto de estos tres tipos de funciones (polinomios, exponenciales y senos-cosenos)
de la siguiente forma:

Si o = 0 no aparece la exponencial
axT [
€** [Pm(2) €08 fz + Qrm () sen fa] { Si f = 0 no aparecen senos-cosenos (25

35Ver el Teorema 3.2, pagina 56.
36Ver la Seccién 3.2, pagina 57.
37Estos tres tipos de funciones tienen la particularidad de que sus derivadas son del mismo tipo que ellas. Asi la derivada de un

polinomio es otro polinomio, la derivada de una exponencial es otra exponencial y las derivadas de seno y coseno son cosenos y
senos.

38De ahi el nombre de coeficientes indeterminados.

Clases de Caloulo Il Pedro José Hernando Oter



3.3. EDOL con Coeficientes Constantes Completa (EDOC)

65

En la Tabla 3.1 se resume la forma que tiene la solucién particular en funciéon de la forma del término
independiente f(z), diferenciando dos posibles casos (soluciones reales y complejas).

Término Independiente f(z)

Raices de la Ec. Caracteristica

Forma de Sol. Particular y,(z)

e[ Pm(z) cos fx + Qm(z) sen Sz

« =+ i3 no es raiz

€% [P m(x) cos Bz + Qm(x) sen Bi]

«a £ i si es raiz de mul. s

2% [P (x) cos Sz 4+ Qum(x) sen Sz

Tabla 3.1: Forma de la solucién particular y,(x) dada por el método de los coeficientes indeterminados en funcién
del término independiente f(z) de la EDO. Los términos P, (z) y Qm (x) hacen referencia a polinomios de grado
m y los términos lsm(x) y Qm(x) a polinomios del mismo grado pero con coeficientes no necesariamente iguales
a los anteriores (coeficientes indeterminados).

Térm. Indep. f(z) Raiz ao+ i | Sol. Ec. Caract. | Forma de Sol. Particular y,(x)

3 0 (1,2} A

—2 0 {0,£1, -2} Az

2z + 1 0 {£3,0 (doble)} | z*(Axz + B)

z® +2 0 {—1 (doble)} Ax® + Bx* + Cx + D

sen 2z +2i {0,1 £ 2¢} Acos 2z + Bsen2x

x cos 2z +2¢ {£2i} x(Az + B) cos 2z + x(Cx + D) sen 2x

22 cos 2z + sen 2z +2i {1, +i} (Az? 4+ Bx + C) cos 2z + (Dz® + Ex + F)sen 2z
 cosx + sen 2z +i, £24 {1,2} (Az 4+ B)cosz + (Cx + D) senx + E cos 2z + F'sen 2z
z cosx + sen 2z +i, £2¢ {0,1, £} xz(Ax + B) cosz + x(Cx + D) senx + E cos 2z + F sen 2z
—2¢737 -3 {1,2} Ae™3"

—ze” -2 {0,—2 (doble)} | z*(Az + B)e "

e % sen 2z —242 {£2} e (A cos 2z + Bsen 2x)

e”sen2x — cosw 1+ 24, +i {£i} e (Acos2x + Bsen2x) + x(C cosx + D sen )

e3® senz + e” cosx 3+, 1+¢ | {1,3} e3®(Acosz + Bsenz) + e*(C cosz + Dsenx)

e senx + e” cosx 3+i,1+¢ | {1+4} e3"(Acosx + Bsenx) + ze”(Ccosx + Dsen )

re “senx -1+ {0,£1,2} e "[(Az + B) cosz + (Cz + D) sen x]

ze Tsenx -1+ {-1+4} xe [(Az + B) cosz + (Cxz + D) sen z]

—6e”sen3z +sen2x | 1+3¢, £2¢ | {—2,1+ 3:} ze®(Acos 3z + Bsen3x) + C cos 2z + D sen 2x
—6e”sen3z +sen2x | 14 3i, £2¢ | {0,+2i} e”(Acos3x + Bsen3z) + x(C cos 2z + D sen 2z)

Tabla 3.2: Casos précticos de la determinacion de la forma de la soluciéon particular y, dada por el método de los
coeficientes indeterminados. En la primera columna de la izquierda aparecen ejemplos del término independiente
f(z) de la EDO. En la segunda columna aparece la raiz « 4 i asociada a f(x) en base a su forma (Ecuacion
3.5 de la pag. 64). En la tercera columna se da un posible ejemplo de soluciones de la ecuacion caracteristica
asociada a la EDO homogénea. Por ultimo, en la cuarta columna se muestra la correspondiente forma de la
solucién particular segin el método de los coeficientes indeterminados para ese caso, en base a la Tabla 3.1.
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En la Tabla 3.2, pagina 65 se muestran diferentes ejemplos de funciones del término independiente en distintos
casos y la correspondiente forma de la solucion particular, en funcién de las raices de la ecuacion caracteristica.

El procedimiento de calculo para encontrar la solucion general de una EDOC no homogénea es el siguiente:
1. Encontrar la solucién general de la ec. homogénea asociada correspondiente”.

2. A través de la forma del término independiente f(x) y del tipo de soluciones de la ecuacion caracteristica
(columnas 1 y 2 de la tabla anterior), determinar la forma de la solucion particular (columna 3).

3. Los coeficientes indeterminados® de la solucién particular y,(z) se determinan encontrando sus n
derivadas, sustituyendo en la EDOC y comparando los términos para que la verifiquen.

4. La solucion general y(x) de la EDOC sera la suma de la solucion homogénea y,(x) méas la solucion
particular v, (x).

Vamos a ver algunos ejercicios donde se presenta la forma de operar con el método de los coeficientes
indeterminados en diferentes casos.

Ejercicio 3.7. Encontrar la solucion general de las siguientes EDOC.

a) y“fy’:2 b) y//JFQyIer:ijLa7
o)y’ —3y +2y=144ze d) y" —y=wcos(z) +sen()

a) Primeramente encontramos la solucion general de la ec. homogénea asociada: y” —y' = 0.

#oaso-p=o = N0 =

Encontramos ahora la soluciéon particular de la completa.

1. Nos fijamos en la forma del término independiente. En este caso al ser una constante corresponde
con un polinomio de grado 0.

2. Mirando la Tabla 3.1, pagina 65 vemos que la forma de la solucién particular depende de las
raices de la ecuacion caracteristica anterior. Como cero si es una raiz con multiplicidad 1, por
tanto la forma de la particular es y, = xza, donde a es una constante a determinar (coeficiente
indeterminado).

3. Derivamos la solucién particular e introducimos sus valores en la ecuaciéon completa.

Yp = azx
y;,:a = 0-a=2 - a=-2 = Yp = —2x
II_O

Yo

Finalmente la solucién general de la completa es la suma de la general de la homogénea més la
particular de la general:

9(@) = (@) + 9p(®) = 1 + cae” — 22

b) Primeramente encontramos la solucion general de la ec. homogénea asociada: y” + 2y’ +y = 0.

— 1
ME2A+1=A+1)>=0 = {i\\;——l = ‘yh:(cl—i—czm)e_x

Encontramos ahora la solucién particular de la completa. Como el término independiente 22 + z
es un polinomio de grado 2 y cero no es una raiz de la ec. caracteristica, la forma de la solucién
particular es un polinomio de segundo grado con coeficientes indeterminados, y,(x) = az? + bx + c.

yp = ax?® +bx +c

Yy, = 2ax +b = 2a + 4ax 4+ 2b + ar® +br +c=2°+
Yy, = 2a

39Ver la Seccion 3.2.2, pagina 60.
40Correspondientes a los coeficientes a; de los polinomios P, (x) y Qm ().
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Comparando términos de igual grado se tiene:

a=1
da+b=1 - b=1—4=-3 — =2t -3u+4
204+2b+c=0 — c=4

Finalmente la solucién general es:

\ y(x) = yn(x) + yp(x) = (c1 + coz)e ™ +2° — 3z +4 \

¢) Primeramente encontramos la solucion general de la homogénea asociada: y” — 3y’ + 2y = 0.

340 _
_3£V9-8 _ 31 _ A =1
2 2 Ag =2

A2_3A+2=0 = A

Yh = c1€” + cae®

Encontramos ahora la solucién particular de la completa. En este caso el término independiente
144xe~2" es un polinomio de primer grado multiplicado por una exponencial, sin coincidir ninguna
de las raices con su exponente.

Por tanto buscamos una solucién particular con la forma: y, = (a + bx)e ™27,

yp = (a+ br)e
Yy, = (b—2a — 2bx)e™?"
yy = (—4b+ 4a + 4bx)e=?"
[—4b + 4a + 4bx — 3(b — 2a — 2bx) + 2(a + bx)]e %" = 14dae 2" = 12a — Tb+ 12bx = 144x

Comparando términos de igual grado se tiene:

— —2x
12b=144 — b=12 g ‘yp—(7+12:17)e

{ 120-7Tb=0 — a=T7b/12="7

Finalmente la solucién general es:

‘ y(x) = yn(z) + yp(x) = cr1e” + c2e®* + (7T + 12z)e "

d) Primeramente encontramos la solucion general de la homogénea asociada: " —y = 0.

M—-1=0 = =1 - ‘yh:C16$+Cze_x
Ag =—1

Encontramos ahora la soluciéon particular de la completa. En este caso el término independiente
zcos(z) + sen(x) estd formado por polinomios que multiplican a senos y cosenos y ademés su
coeficiente x no coincide con la raiz compleja de la ec. caracteristica (deberia ser +i). Por tanto
buscamos una solucién particular con la forma: y, = (azx + b) cos(z) + (cx + d) sen(x).

yp = (ax+b)cos(x)+ (cx + d)sen(x)

y, = acos(z)— (ax+b)sen(z)+ csen(x) + (cx + d) cos(x)
= (a+ cx+d)cos(z)+ (¢ — ax — b) sen(z)

y, = ccos(z)— (a+cx+d)sen(r) —asen(z)+ (c —ar — b)cos(r)
= (2¢—ax —b)cos(x) — (2a + cx + d) sen(z)

Sustituyendo en la EDOC:

(2¢ — ax — b) cos(z) — (2a + cx + d) sen(x) — (ax + b) cos(z) — (cx + d) sen(z) = x cos(x) + sen(x)

(2¢ — 2ax — 2b) cos(z) — (2a + 2cx 4 2d) sen(z) = x cos(x) + sen(x)
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Comparando términos:

—2a=1— a=-1/2

2c—2b=0 = b=c=0

—2c=0 — ¢c=0

—26—2d=1 = d=(-2a—-1)/2=0

= |yp(z) = f%x cos(x)

Finalmente la soluciéon general es:

1
y(z) = yn(x) + yp(x) = c1€” + cge™ — 22 cos(z)

Ejercicio 3.8. Encontrar la solucién particular del siguiente problema.

{ y" + 3y + 2y = xe® sen(x)
y(0) =0, y'(0) =0

Se trata de una EDOC cuyo término independiente es el producto de un polinomio por una exponencial y
una funcién seno, por tanto podemos aplicar el método de los coeficientes indeterminados para calcular su
solucion general y a través de ella y mediante las condiciones iniciales del problema, determinar la solucién
particular pedida.

Primeramente encontramos la solucién general de la homogénea asociada: y” + 3y’ + 2y = 0.

-3+v/9-8 -=3+1 =—

2 —
AM+3A+2=0 = A 2 B Ao = —2

2z

‘ yp = cre” C + coe”

Encontramos ahora la solucién particular de la completa. En este caso el término independiente esté
formado por el producto de polinomio, exponenciales y senos, aunque no coinciden sus coeficientes con la
raiz compleja de la ec. caracteristica (ya que solo tiene raices reales). Por tanto buscamos una solucién
particular con la forma:

yp = €”[(ax + b) cos(z) + (cx + d) sen(x)]

Es importante tener en cuenta que aunque no aparece el coseno en el término independiente, es necesario
buscar si existe este término en la solucién particular. Encontramos ahora las correspondientes derivadas.

yp = e"[(ax+Db)cos(x)+ (cx + d)sen(z)]

y, = e€*[(ax+Db)cos(zx)+ (cx+ d)sen(x) + acos(zx) + csen(x)—
—(az +b)sen(x) + (cx + d) cos(z)] =

= ée*[(ax +cx+a+b+d)cos(z) + (—ax + cx — b+ ¢+ d) sen(x)]

y, = e*[(ar+cr+a+b+d)cos(z)+ (—ax +cr —b+c+d)sen(x)]+
+e*[(a+ ¢)cos(z) + (—a+ ¢)sen(z) — (ax + cx + a + b+ d) sen(x)+
+(—ax 4+ cx — b+ c+d)cos(z)] =

= 2¢”[(cx +a+c+d)cos(z) + (—ax —a — b+ c¢)sen(z)]

Sustituyendo:

2e¢” [(cx+a+c+d) cos(z)+(—ar—a—b+c) sen(z)]+3e” [(ax+cx+a+b+d) cos(z)+(—azx+cx—b+c+d) sen(z)]+
+2e”[(ax + b) cos(x) + (cx + d) sen(z)] = xe” sen(x)

5ze”[(a+c) cos(z)+(—a+c) sen(x)|+e”[(5a+5b+2c+5d) cos(x) +(—2a—5b+5c+5d) sen(x)] = ze® sen(x)

Comparando términos:

a+c=0 — a=-1/10

S(—a+c)=1 — 10c=1 — c=1/10

5a+5b+2c+5d=0 — ¢=—5d/2=1/10

—2a—5b4+5¢+5d=0 - 3a+7c+10d=0 — 10d=3/10—7/10 — =—1/25
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Por tanto la soluciéon particular de la EDOC es:

1

yp(z) = €” [m(—x + 1) cos(z) + %(53: —2) sen(m)]

Y la solucién general de la EDOC:

y(2) = yn(z) + yp(2) = c1e™" + coe™" + " [110(1' + 1) cos(z) + %(M -2) sen(x)}

Para encontrar la solucion particular del problema, tenemos que determinar los coeficientes ¢; y co de la
solucién general, utilizando las condiciones iniciales y(0) = 0 e y'(0) = 0. Entonces:

1
yO) =ecrt+ezt 15 =0 (3.6)

Determinamos la primera derivada de la solucion:

y(x) = —cre™® — 2c0e 2 - €® %(fx + 1) cos(z) + %(5:1: —2) sen(x)} +
1 1 1 1
+e o cos(x) — E(—x + 1) sen(x) + 0 sen(z) + %(5l‘ —2) cos(x)}
Por tanto:
Y(0) = —c1— 260 4+ — 4 — — = — ¢ (3.7)
10 10 25

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas formados por la Ecuacion (3.6) y la
Ecuacion (3.7), se obtiene:

__18 : _13
“= 750 ’ 2750
y por tanto la solucién particular del problema es:
1 1 1 1
y(z) = _£6_$ + %6_% +e* TO(_x + 1) cos(z) + %(51' — 2)sen(z)

3.3.2. Método de Variacién de Parametros

El método de variacién de parametros*' es un procedimiento para determinar soluciones particulares de
todo tipo de EDOL, no solo con coeficientes constantes*?. Generalmente, su aplicacion suele ser mas complicada
que un que el de método de los coeficientes indeterminados®®, de forma que se suele utilizar solo en aquellos
casos en los que falla este tltimo método.

Por sencillez y claridad en los céalculos, vamos a ver primero la explicacion y utilizacion de este método para
EDOC de segundo orden del tipo:

ay’+oy' tay=F) ; wmeER , a#0

Es necesario que el coeficiente que multiplica a la derivada de mayor orden y” sea la unidad, en caso de no serlo
se divide todo la ecuacién por el coeficiente oo quedando®*:

Y+ awy +aoy = f(z) (3.8)

41Desarollado por el matematico Joseph-Louis Lagrange (1736-1813).

42En teoria solo esta limitado por la cantidad y complejidad de las operaciones que involucra. Sin embargo en la practica primero
se debe conocer la solucién general de la ecuacién homogénea, lo que suele ser dificil calcular de forma general.

43Ver la Seccién 3.3.1, pagina 64.

44Notar que a1 = a1/as, ag = ag/az y f(z) = F(x)/as.
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. [ ., .
Como se ha visto?®, su soluciéon general viene dada por:

_ yn : Sol. gen. de la ec. homogénea y"” + a1y’ +agy =0
y(@) = yn(@) +yp(0) = { yp = Sol. par. de la ec. completa v+ a1y +agy = f(2)

Partimos de que ya disponemos de la solucidn general de la ecuaciéon homogénea, formada por un conjunto
fundamental de soluciones® yi(z) y yo(2):

yn(z) = cryr(2) + c2y2(2) ; ¢i ©  parametros

El método de variacién de parametros consiste en sustituir los pardmetros ¢, y ¢s en la solucién homogénea
yn, por funciones®” ¢ () y c2(x), y buscar con ella una solucion particular de la EDOL completa, de la forma:

yp(2) = cr(2)y1(2) + c2(2)y2()

donde ¢;(x) son funciones a determinar.

Para ello calculamos la primera derivada de y,:
r_ / / !
Yp = C1Y1 T 1Yy + Y2 + 2y

Ya que en principio hay infinitas funciones ¢; que nos podria valer, vamos a poner una condicién que nos
simplifique el calculo de las mismas.

iy +chya =0 = Yp = C1Y) + 2y (3.9)
| S —
Condicién

Calculamos ahora la segunda derivada, teniendo en cuenta lo anterior:
Yy = ciyi + ey + chyh + cayy (3.10)
Sustituyendo los valores de la Ecuacion (3.9) y Ecuacion (3.10) en la ecuacion completa Ecuacion (3.8), se tiene:
y;,’ + aly; +aoyp = f
Yy + a1y, +aoy, = [c1y) + iyl +chys + coyn] + aifery) + cays] + aolciyr + cayo

= ¢ [y + ary) + aoyr] +e2 [yy + aryh + aoye] i) + chys
0 0

Los valores entre corchetes son nulos ya que las soluciones y; e yo son soluciones de la ecuacidon homogénea, por

tanto se reduce a:
chyr +chyy = f (3.11)

La condicion impuesta en la Ecuacion (3.9) junto con la Ecuacion (3.11) forman un sistema de dos ecuaciones
algebraicas lineales para las derivadas*® ¢| y ¢} de las funciones desconocidas ¢; y ca:

iy +chy2 = 0
dyrtcyy = f
Aplicando la regla de Cramer:
oM S . oW _nf
T w w ’ A

45Ver el Teorema 3.2, pagina 56.

46Ver la Definicién 3.10, pagina 60.

47De ahi el nombre de variacién de pardmetros.

48Es decir, es un sistema de ecuaciones diferenciales 2 x 2, generalmente no lineal y que de forma general suele ser dificil de

calcular, de ahi la complejidad del método.
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donde los valores del wronskiano® W y de Wy y W, vienen dados por:

W_‘ iy
Y1 Y

L I A viof

Finalmente, las funciones ¢; y c2 se obtienen integrando las expresiones anteriores.

; W, = 0 Y2 , W2_’y1 0

== @dx = ﬂdm

&1 (@) 2 e

Hay infinitas funciones vélidas c¢;(x) y ca(z), dando valores a las constantes de integracion de estas dos
integrales. Todas ellas son validas, siendo las més sencillas las que resultan de el valor cero para las constantes.

Ejercicio 3.9. Encontrar una solucién particular de la siguiente ecuacién.

" 0 T
Yy +y=tanx : —— << =
2 2
Vamos a aplicar el método de variacion de pardmetros. Notar que el coeficiente de 3" es la unidad, de
otra forma habria que dividir toda la ecuaciéon por ese coeficiente. Primeramente necesitamos la solucion
general de la homogénea asociada. Resolvemos entonces la ecuacion caracteristica:

)\2+1:() — A= +1 £ Yp = C1COST + casenx {ylzcosx
Yo = senx
donde y; e yo forman un conjunto fundamental de soluciones de la homogénea.

Vamos a encontrar unas funciones ¢1(z) y ca(x) que verifiquen las dos ecuaciones del método de variacion
de pardmetros donde y, = c1(x)y1 + c2(x)y2 = c1(x) cosz + co(z) sen .

hyr +chya =0 chcosz + chsenz =0
191 +eys = f —c + ¢4 =tanz
C1Y1 T CYa = C1SenzT + ¢4 cosT =

Aplicando Cramer:
cosT senz

W = =cos?x +sen?z =1
—senzxr cosx
0 senx cosT 0
Wy = = —senztanzx ; Wy = =cosxtanx =senx
tanx cosx —senzx tanx
Calculamos la funciones c¢;.
, Wy
i = — = —senztancx ; c1 =— | senxtanzdx
1 W )
2 2
sen” x 1—cos“x
senztanx dr = dr= | ——dx = | secxdx — | coszdx =
Ccos T cos T
= log(secx + tanx) — senx = ‘ c¢1 = —log(secx + tanx) + senx ‘
, Wy
Ch = — =senc ; co = [ senxdr = —cosx
2 W )

Por tanto:

Yp = c1co8x + casenx = (— log(sec x + tan ) + senx) cosx — cos x sen

log(sec x + tan x) cos lo BT ) cos
) 2 . . * & 1+senx

49Ver el Teorema 3.5, pagina 59.
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Extensiéon del Método de Variacion de Parametros a EDOL de Orden n

La técnica vista en el apartado anterior para resolver una EDO de segundo orden (Ecuacion 3.8, pagina 69),
se puede extender a EDO lineales de cualquier orden n, obteniéndose un sistema de n ecuaciones diferenciales
ordinarias (SEDO) de primer orden en las n funciones incognitas ¢;(x), y resolverse de la misma forma por el
método de Cramer. Veamos a modo de ejemplo como seria el proceso para una EDOL de tercer orden:

"

az(2)y" + aa(x)y” +ar(@)y’ +aw(z)y=F(z) ; aeR , az#0

Al igual que antes®, es necesario que el coeficiente que multiplica a la derivada de mayor orden 3" sea la
unidad, dividiendo toda la ecuacién en caso necesario por as(x) quedando:

‘ y" + azx(2)y” + a1 (2)y + ao(z)y = f(z) ‘ ;o f(e) = F(z) (3.12)

La solucién general viene dada por:

/1

yn : Sol. gen. de la ec. homogénea y"" 4 asy” + a1y’ + apy =0

y(@) = yn(@) +yp(0) = { Y, : Sol. par. de la ec. completa  y"" + asy” + a1y’ + apy = f(z)

Una vez calculada la solucion general de la ecuacién homogénea a través de su ecuacién caracteristica, tendremos
tres soluciones linealmente independientes y1 (), y2(z) v y23(z) de forma que:

yn(x) = cryi(z) + caya(z) + c3ys(z) ; ¢; :  parametros
A través del método de variacion de pardametros buscamos una soluciéon particular de la forma:
yp(x) = c1(z)yr(x) + ca(x)ya(x) + cs(x)ys(x) ; ¢i(z): funciones a determinar

Derivando esta expresion tres veces e imponiendo simplificaciones se tiene:

Yy = c19) + 2y + c3ys +| iy + chya + Y3

0

Yy = 1y + cayy + c3ys + | iyy + chyh + chys

0

a1 " /o0

yy =1y’ + cayy’ + cayy’ + Ayl + couy + chys

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion completa Ecuacion (3.12), reordenando y simplificando se tiene::

Yy, + az(x)y, +a1(2)y, + ao(x)y, = f

o

Yp

/i ’on

+ ax(x)y, +a1(2)y, + ao(x)y, = cyi +chyy + cays+

+c1 [y + as(x)yy + ai(@)yy + ao(x)y1] +c2 [y + az(x)yy + a1(2)ys + ao()ya] +
0 0

+eg [Yy + ax(z)ys + ar(2)ys + ao(x)ys] = f
0

1o

Gk + hf + ool = |

Finalmente se tiene un sistema de 3 ecuaciones algebraicas lineales para las derivadas ¢}, ¢, y ¢} de las funciones
desconocidas:

Ayr+chys+chys = 0
Aiyr +chys +csys = 0
Ayl +chyy +chyy = f

50Ver la Seccion 3.3.2, pagina 69.
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Aplicando la regla de Cramer:

Y1 Y2 Y3 0 w2 w3 nn 0 w3 1 y2 O
W=|9 wvo ys |, Wi=|0 wp w3 |, Wa=|y; 0 w5 |, Wa=|y; wyy O
vl vy ys foyy s vi f vy vi vy f

@ = W ; Ty = L) ; T = Ws

w ’ W ' ‘ W

Integrando estas EDO de primer orden se tiene finalmente:

c1(x) = LS dx : co(x) = W2 dx : cs(x) = | ==dz

w w

De forma general para una EDO lineal de orden n de la forma:
Y™ + a1 (2)y" Y+ an(2)y + ao(a)y = f(x)

El sistema que hay que resolver por el método de variacion de pardmetros es:

1y + by + 0+ CpUn = 0
) ) oot _

C1Y1 + Y + e+ Yy = 0
Ay 4yt 4+ ) = f

donde las funciones y;(z) corresponden al conjunto fundamental de soluciones de la EDO homogénea asociada.

Ejercicio 3.10. Encontrar la solucién general de la siguiente ecuacion usando el método de los coeficientes
indeterminados y el método de variacion de pardmetros.

y/// _ y// — 12172 + 6:13
Al tratarse de una EDO lineal, la solucién general puede expresarse como:
y(@) = yn(x) + yp(x)
La solucién general de la homogénea se puede obtener a través de la ecuacion caracteristica:

)\1,2 =0

y///—y”:O —— )\3—)\220 ] )\2()\_1):0 - {)\ 71
3 =

‘yh(x) =1 + cox + c3e” ‘

Para encontrar una solucién particular vamos a utilizar los dos métodos que nos indica el enunciado.

e Método de los Coeficientes Indeterminados

Como el término independiente es de tipo polindmico con raiz asociada o + i = 0 y ésta esta
presente como raiz de la ec. caracteristica con multiplicidad 2, la soluciéon particular tiene la forma:

yp(z) = 2%(A2? + Bx + C) = Az* + Ba® + O2?
Derivando y sustituyendo en la EDO completa se tiene:

—AA 2 . _ 2 . -
y,(x) = 4Az” + 3Bz® 4+ 2Cz ; y, () = 12A2° 4+ 6Bx 4+ 2C ; vy, (z) = 24Ax 4+ 6B

y" —y" =24Ax + 6B — (12422 + 6Bz + 2C) = —12Ax% + (24A — 6B)zx + (6B — 2C) = 122° + 6z
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“124=12 — A=-1
= 24A-6B=6 = B=-5 = |yp(z) = —2* — 52® — 1527
6B-2C=0 = C=-15

Finalmente, la solucién general de la EDO dada es:

‘y(m) = yn(z) + yp(x) = c1 + caz + c3e® — z* — 5x® — 1522

e Método de Variacion de Parametros

Notar que el coeficiente de 3"’ es la unidad, de otra forma habria que dividir toda la ecuacion por
ese coeficiente antes de encontrar la solucién de la homogénea.

Buscamos una solucién particular de la forma:

yp(r) = c1(z) + co(2)z + cy(2)e”

Para encontrar las funciones ¢;(x) resolvemos el siguiente sistema, teniendo en cuenta que y; = 1,
Yo =T e ys = e”.

hyr + chya + iy =0 ch+cha+che® =0
Ayr+ehys ey =0 = { cp+che” =0
Ayt +chys +chys = f che” = 1222 + 6z

Lo resolvemos por Cramer:

1 z € 0 =z €
W=|0 1 e |=¢e"; W= 0 1 e® |= (122 — 62> —6x)e”
0 0 € 1222 + 62 0 €°
1 0 e* 1 =z 0
Wo=1|0 0 e |=—e"(1222 +6x) ; Ws=|0 1 0 |=122% + 6z
0 1222 +6x € 0 0 1222+ 6x
Por tanto:
= % =122 — 622 — 62 ; )= % =122 —6x ; 4= % = (122% + 6x)e™ "
Integrando:

= pi 1223 — 62% — 60 = ci(2) = /(12x3 — 622 — 6x) dv = 3x* — 22 — 322
x

ch = e —122% — 62 = ca(x) = /(—12302 — 6x) dr = —42® — 322
T

d
ey = % = (1222 + 6z)e " = c3(z) = 12/z2e*$ dx + G/xe*I dx
T

Integrando por partes:
c3(x) = —12(2 + 22+ 2)e™® — 6(x + 1)e"x = —6(22°% + 5z + 5)e™”
Por tanto la solucién particular buscada sera:
yp(2) = c1(z) + ca(x)x + cz(w)e” = 3a* — 2% — 322 — (423 + 32?)2 — 6(222 + 5 + 5)e”"e” =

= —z* — 523 — 1522 — 302 — 30

Finalmente, la solucién general es:

‘y(w) = yn(x) + yp(x) = 1 + o + c3€” — z* — 5z® — 1527 — 30z — 30
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Notar que las dos soluciones generales de ambos apartados son distintas ya que cada uno de los métodos
(coeficientes indeterminados y variacion de parametros) ha dado como resultado una solucion particular
distinta. Esto suele ser normal, ya que existen infinitas soluciones particulares de la ecuacion (todo el conjunto
de funciones dado por la familia de curvas tri-paramétrica de la solucién general) cada método devuelve una
cualquiera de ellas, no teniendo porqué ser iguales.

Podemos comprobar facilmente la validez de ambas soluciones generales por ejemplo con SageMath®'.

sage: var('cl c2 c3')

sage: # Solucidén general del apartado a)
sage: yl=cl+c2*x+c3*e”x-x"4-5*x"3-15*x72
sage: # Comprobacién de la solucién en la EDO
sage: diff(yl,x,3)-diff(yl,x,2)-12%x"2-6%x

0

sage: # Solucidén general del apartado b)
sage: y2=cl+c2*x+c3*e"x-x"4-5*x"3-15%x"2-30*x-30
sage: # Comprobacidén de la solucidén en la EDO
sage: diff(y2,x,3)-diff (y2,x,2)-12*x"2-6%*x

0

Por tanto ambas soluciones generales son validas.

En la practica, al igual que se observa en el ejercicio anterior, el método de los coeficientes indeterminados,
. . =4 ’ . . .. . s -
siempre que se pueda aplicar’?, suele resultar mas sencillo de realizar que el método de variacion de pardmetros.

3.3.3. Funcién de Green

Definicion 3.11. Funcién de Green

Dada la EDO:

y' + P(x)y' + Q(z)y = R(x)

Su solucion general viene dada por:

Y =yn+Yp = ay1(z) + c2y2(z) + yp(x)
La solucion particular puede obtener por el método de variacion de parametros como:

BR[O
= Lds 5 eo(x) = s

yp(z) = c1(@)y(z) + c2(@)pe(z) = ailx) = _/ W(s) W (s)

0 0

donde z( es un punto cualquiera del dominio de la ecuacién®®. Por tanto:
“ y2(s)R(s) /z y1(s)R(s) /m y1(s)y2(x) — ya(x)ys (x)

d ds = d
Wi ST w7, W) o) s

G(z,s)

wl@) = -u(a) [

o Zo 0

yp(x) = /x G(z,s) R(s) ds

donde la funcion G(z, s) recibe el nombre de funcién de Green de la ecuacion.

Como se vera esta forma de expresar la soluciéon de una ecuacion diferencial a través de su funciéon de Green
aparecera, en diferentes problemas a lo largo de los temas®.

5lhttps://wuw.sagemath.org/

52Ver la Seccion 3.3.1, pagina 64.

53 a solucion particular obtenida es la solucién del problema formado por la ecuacion y las condiciones iniciales y(zo) = y'(z0) = 0.
54Ver por ejemplo la Seccion 7.4.2, pagina 192.
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3.4. EDOL con Coeficientes Variables

No existe métodos generales para resolver las EDO lineales de orden n con coeficientes variables de la forma:
an(@)y™ + a1 @)y ™D 4+ ay(0)y (@) + ao(2)y = ()

El mejor procedimiento para obtener soluciones de este tipo de EDO es en forma de series infinitas®® Existen
sin embargo dos casos donde es posible encontrar soluciones analiticas de forma simple:

1. Reduccién de orden (para orden 2)

e Falta de variable independiente o dependiente.

e Conocida una solucion particular.

2. Ecuacion de Cauchy-Euler

3.4.1. Reduccién de Orden por falta de un Tipo de Variable

Como se vio en el Seccion 2.9, pagina 40, una EDO de segundo orden en la falte la variable x o y se puede
transformar, mediante un cambio de variable apropiado, en una EDO de primer orden.

Ausenciade y : F(x,y,y") =0

Se realiza haciendo el c.v.: |y =t cont(z) y t' =4

dt
"_ o= ' — flz,t,t)=0 EDO 1°" Orden
iy
Ausenciade = : F(y,y',y")=0
/ dt

Se realiza haciendo el c.v.: |y’ =¢| cont(y) y t' = i

, At dtdy

= =——2 = t,t') = EDO 1¢" Ord
dr~ dydr = fly,t,t")y=0 O Orden

En ambos casos la solucién se obtiene resolviendo dos EDO de primer orden sucesivas®®.

3.4.2. Reduccién de Orden conocida una Solucién Particular: Férmula de Abel

Dada una EDO lineal homogénea de segundo orden:
a(@)y" +b(x)y +c(x)y =0
se puede reducir a una de primer orden si se conoce una soluciéon y; () no trivial. La solucion general sera:
y(z) = cry1(x) + oy ()

. . . . . 5 . .
siendo y; () e yo(x) soluciones linealmente independientes®, es decir, su cociente no puede ser constante.

y1(x)
Q(ZL'

#cte  —5  wu(z) = :

5 1@ = u@n ()

~—

<

Sustituyendo este valor de y»(z) en la EDO de segundo orden, se reduce a una EDO de primer orden, siendo la
incognita u(x).

55Este método no se estudiara en este curso. Ver por ejemplo "Clases de Ampliacion de Matematicas para Ingenieria" en la
Bibliografia, pag. 313.

56Ver el Ejercicio 2.17, pagina 41 y el Ejercicio 2.18, pagina 41.

57Ver la Definicién 3.9, pagina 59.
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- . =4
Entonces, cuando tenemos un problema general de segundo orden en forma candnica®®:

gy oy =0 ) ex
{ ?éol. Igarti:(y:ularq: yly(LL) } —  ylr) =u(z)y(z)

!/ / /
Sustituyendo: { Yy =uy; + yiu }

y" = uyl + 250 + yru”

y' o)y +q(x)y = uly] + p(2)y; + q(@)y] +yu” + (2y; + p(z)y)u’ =0
0

Por tanto, podemos realizar una reduccién de orden de la siguiente forma:

_ /
yu + (29, + o)y’ =0 L= ‘ yiw' + (241 + p(x)y)w = 0‘

La ecuacién anterior es lineal y separable, de forma que separando variables e integrando:

d r dx
@ +2y—1dx+p(17)dx=0 f—> logw + 2logy; = —/p(a?) dr + ¢
w Y1

IOg |U}7/%| = - /p(r)dx +c ; UJY]% =ce” [ p(x)dx

Despejando w, deshaciendo el C.V. w = v’ e integrando de nuevo:
6—fp(.’l:)d;c
U =cCy / —s dx + Co
n
Como cualquier solucion particular yo(2) = u(z)y; («) no trivial es valida, haciendo ¢; = 1 y ¢o = 0 se tiene la

conocida como férmula de Abel®?:
e~ fp(gc)da:
Ya() = ’!Jl/—dx

y3

Finalmente, la solucién general sera:
y(z) = c1y1 + cay2

Este procedimiento se puede generalizar para determinar la soluciéon general de una ecuacién no homogénea
de segundo orden de la forma:

¥’ +p(@)y +q(z)y = f() (3.13)
Siempre que:

e Se conozca una solucion particular y;(x) de la ecuacion homogénea asociada.

e Se aplique, posteriormente a la reduccién de orden (formula de Abel), el método de variacion de
pardmetros®” para determinar una solucién particular de la ecuacion completa (3.13).

De forma general, este método de reduccion de orden se puede aplicar para reducir una EDO lineal de orden
n a otra EDO de orden n — m siempre que se conozcan m soluciones particulares de la ecuacion original.

Nota 3.1. Dada la EDO homogénea y" + p(x)y’ + q(z)y = 0, se puede demostrar que el wronskiano' de dos soluciones
cualesquiera de esta ecuacion viene dado por:

W = cel P(@) dw = Y2 = Y1 / KQ dr  (Formula de Abel)
Y1

para una determinada constante c.

58Donde p(x) = b(x)/a(z) y q(x) = c(x)/a(x). Ver por ejemplo "Clases de Ampliacion de Mateméaticas para Ingenieria" en la
Bibliografia, pag. 313.

59También conocida a veces como férmula de reduccion de orden o de Abel-Liouville.

60Ver la Seccion 3.3.2, pagina 69.

61Ver el Teorema 3.5, pagina 59.
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78 TEMA 3: EDO Orden Superior

Ejercicio 3.11. Encontrar la solucion general de la siguiente ecuacién, conociendo una soluciéon particular
y1(z) de su ecuacion homogénea.

(22 = 1)y" — 229/ + 2y = (2® — 1)? ; yi(z) =z

Notar que es una EDO lineal de segundo orden con coeficientes variables y no homogénea, de forma que
no hay un método para su resolucion. Vamos a aplicar el procedimiento descrito en la seccion anterior.
Primeramente ponemos la ecuacion en su forma candnica:

2x 2
2 " / 2 2 " / 2
— 1)y =2y +2y= (2 — 1 = - + 1
(z )y zy +2y=(z ) Vg ¥t v=¢
h/—’p(x) f(z)

Notar que esta segunda EDO tiene las mismas soluciones que la original, excepto en x = +1, que es un
punto singular®® de la primera EDO. Aplicamos la férmula de Abel:

— [p(z)dz / zzmil dz In(z2—1) 2_1
e € (& T
yg(os)ylfyfdxx/#dxx/ﬁdxz/ = dr =

:x/(1—$_2)dac:x(x+m_l):x2+1

Por tanto la solucién general de la homogénea es:

yn(x) = a1y1(x) + coya(z) =| 1z + 62(1'2 +1)

Aplicamos ahora el método de variacion de pardmetros para obtener una solucion particular de la completa.
Notar que en este método siempre el coef. de la derivada de mayor orden debe ser la unidad (forma
candnica) que es la que hemos utilizado en la formula de Abel.

yp = c1(z)x + 02(33)(332 +1)

Ayi+cyye = 0 clx +cy(x® +1) =0 P S R
- = @ 3.14
{C/lyi‘*‘dzyé = f A+ 2wchy =a* -1 ¢+ 2xch =22 — 1 (3.14)
Sumando ambas:
22=T
(—x—z—1+2x)chb=2>-1 ; (z—z VDh=2>-1 ; ch=2*=1 ; =z
x

2
= co(x) = %

De la primera ecuacion de (3.14):

2 1 3
Tt =0 ; d=-2-1 ; cl(x):—x——x

/
—c, —

Por tanto, una soluciéon particular de la EDO es:

o | 8
I\D‘HN

3 2 4 4 2
yp(2) = c1(2)z + ea(2) (2 +1) = (—g —x) T+ S ) =T —at =

Finalmente, la soluciéon general pedida es:

y(@) = yn(@) +yp(2) = a1z + ea(a® + 1) +

62Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
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3.4. EDOL con Coeficientes Variables 79

3.4.3. Ecuacién de Cauchy-Euler

Se denomina ecuaciéon de Cauchy-Euler o equidimensional completa a una EDO de la forma:

a,,,,x"y(") I a”_lxnfly(”fl) + ...+ arzy (z) + agy = g(2)

donde los coeficientes a; son constantes y el grado k de los coeficientes monomiales z* coincide con el orden k
de las derivadas y(*) (puede faltar algan bloque akxky(k)).

La solucion general de esta ecuacion completa, serda como siempre la suma de la solucion general de la homogénea
asociada mas una soluciéon particular de la completa.

y(@) = yn(@) + yp(2)

Una solucion particular de la ecuacién completa se puede obtener mediante el método de wvariacion de

pardmetros®®. Veamos ahora como determinar la solucién general de la ecuacién de Cauchy-Euler o

equidimensional homogénea®:

a,,,sc"y(") + a,,,,_lznfly("*l) +...+arzy' (z) +apy =0 (3.15)

Hay dos métodos:
e Buscar soluciones de la forma: y(z) = 2™

e Mediante el cambio de variable: z = e*

Soluciones de la forma: y(z) = 2™

Este método es el més sencillo y se basa en buscar soluciones de la forma:

- dy mo1 2%y m—
y(x) =2 — gp e b 7n? =m(m—1)zm"2 ...
por tanto:
d*y
akxk% = apztmim —1)(m —2)---(m—k+1)z™ " =am(m —1)(m —2)---(m — k + 1)z™

de forma que cualquier EDO de tipo Cauchy-Euler de orden n se transforma en una ecuaciéon algebraica de
orden n.
Por ejemplo, sea la siguiente EDO de Cauchy-Euler de segundo orden y homogénea:

az®y” +bxy' +cy =0

Al buscar soluciones de la forma y = 2™ se obtiene:

ax2m(m _ 1)xm—2 4 ba:ma:m_l + me —_ awmm(m _ 1) + bl’m + me -0

Quedando la ecuacién algebraica, denominada ecuacion auxiliar o indicial, de la forma:

am(m—1)+bm+c=0 — ‘amZ—l—(b—a)m—i—(::O‘

De forma general, para una EDO de Cauchy-Euler homogénea de orden n (Ecuacion (3.15)), la ecuacion
indicial es una ecuaciéon polinémica de grado n y por tanto con n soluciones (reales y/o complejas, iguales
y/o distintas). Para cada una de ellas existe una solucién de una determinada forma yj (), siendo la solucion
general de la ecuacion homogénea v, (x) una combinacion lineal de todas ellas.

un(z) = cryp(x)
k=1

63El método de los coeficientes indeterminados (ver la Seccion 3.3.1, pagina 64) en general solo es valido para las EDO con
coeficientes constantes. Por tanto para determinar la solucién particular del ecuacién de Cauchy-Euler solo es posible utilizar el
método de variacion de pardmetros, ver la Seccion 3.3.2, pagina 69.

64En algunos textos es a esta ecuaciéon a la que se refieren como de Cauchy o equidimensional.
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TEMA 3: EDO Orden Superior

En la siguiente tabla se muestra la forma de las soluciones y;(x), donde s representa la multiplicidad de una
determinada soluciéon my, de la ecuacion indicial.

Solucion my = e+ i | Tipo solucion yi(x)

Reales : of 2%er + ezlogx + ... + cs(log x)* 1]

x*{ ¢y cos(Blog x) + co sen(Blog x)+
Complejas : [+ Bi]* | +logz[es cos(Blog x) + ¢4 sen(Blogx)] + . ..

oo+ (log 2)* eas—1 cos(Blog ) + cas sen(Blog )]}

A continuacién se muestran algunos ejemplos practicos del uso de esta tabla:

22y’ + 222y’ -2y =0

Ec. Indicial: ‘m(m —1)+2m—2= O‘

Ec. Indicial Simplificada: | m?+m —2=0

Sol. Ec. Indicial: m={1,-2}

Sol. General: ‘y(m) =1z + cox 2 ‘

x4y(4) + 3:1:3y”’72;z:2y” + 4xy’ =0

Ec. Indicial: ‘ m(m—1)(m—2)(m—3)+3m(m—-1)(m—-2)—2m(m—-1)+4m =0 ‘

Ec. Indicial Simplificada: | m* —3m® + 4m =0

Sol. Ec. Indicial: ‘ m = {0,—1,2 (doble)} ‘

Sol. General: ‘y(m) =cy + ozt + 22 (c3 + cqlogx) ‘

3y + 322y + day’ 52y = 0

Ec. Indicial: ‘m(m —1)(m—2)4+3m(m —1) +4m—52 = 0‘

Ec. Indicial Simplificada: | m® —3m —52=10

Sol. Ec. Indicial: m = {4,-2+3i}

Sol. General: ‘ y(x) = c1x* + 272(c3 cos(3log x) + ¢4 sen(3log ) ‘

Ejercicio 3.12. Resolver la siguiente EDO de Cauchy-Euler.

xgy"’+5x2y"—|—7xy’+8y20

Buscamos soluciones de la forma: y = ™
2Pm(m—1)(m—=2)+52"(m—-1)+72"m+8" =0 = mm-1)(m—-2)+5(m—-1)+Tm+8=0

Reordenando:

(m+2)(m*+4) =0

Las soluciones son en este caso: mj = —2; mo3 = £2¢
Por tanto, la soluciéon general de la EDO sera:

‘ y(x) = c1072 + ¢y cos(2log x) + c3sen(2log ) ‘
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3.4. EDOL con Coeficientes Variables 81

Cambio de Variable: © = ¢*

Este segundo método para calcular la solucion de la Ecuacion (3.15) es mas laborioso, aunque no necesita una
tabla de soluciones como el caso anterior. Se realiza el siguiente cambio de variable:

z dz 1
T=ce - z=logx = -— ==
dr =z

con lo que las derivadas pasan a ser:

dy _dydz _dy1

de  dzdxr dzz

dy _ddy _d[dyl] _dy 1 dyl 1 [d% dy
dx? dedr dr |dzz dz?2 22  dzax?2 22 |dz?  dz
Py _ddy 1 [dy Ay dy

da3 dx dz? 3 | dz3 dz? dz

d*y d d3y 1 [dy d3y d?y dy

2y 229 - |ZY gl T 112 Y _p2d

dax? dx da® x? [dz4 a3 Tz dz]

El cambio de variable anterior transforma la ecuacién original en una EDO Lineal de orden n de coeficientes
constantes de la forma:

’ ., - . =4 ’ . .
que puede resolverse a través de la ecuacion caracteristica®® y después deshacer el cambio de variable: z = log z.

Ejercicio 3.13. Resolver la EDO de Cauchy-Euler del Ejercicio 3.12 a través del cambio de variable

xr = e
xSy/// + 5x2y” + 7xy/ + 8y =0
Buscamos soluciones de la forma: x = e?
1 dy o [d?y  dy d3y d?y dy
/ 1 " 2 " ¢
= = = — — = =zr-3|—-3—=+2—-=
Tod v {sz dz| v dz3  dz?  Tdz
Sustituyendo en el EDO:
Py Py dy P’y dy dy Py Py | dy
— 3= 4+2-= 5|—= — = 7= 4+8y=0 ; —Z +2—2+4-Z+8y=0
dz3 dz? + dz] + |:d22 dzl + dz + oy ’ dz3 + dz? + dz + oy

cuya ecuacioén caracteristica es:
NM42X2+4N+8=0 = A={-2,+2i}
Por tanto la solucién en la variable z es:
y = cre” % + ¢y cos(22) + c3sen(22)

Deshaciendo el cambio de variable z = logz se obtiene finalmente la misma solucién que en el ejercicio
anterior:

‘ y(x) = c1x72 + ¢y cos(2log x) + c3sen(2log ) ‘

65Ver la Seccion 3.2, pagina 57.
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82 TEMA 3: EDO Orden Superior

3.4.4. Ecuacién de Bessel
Funciones Especiales

En problemas aplicados surgen con frecuencia algunas EDO de segundo orden particulares. Estas ecuaciones
han sido estudiadas en forma extensa y sus soluciones corresponden a funciones especiales®®. Entre las mas
conocidas se encuentran las siguientes®”:

o 22y +ay + (2 —mPy=0 Ec. de Bessel

o (1—2%)y" —2zy' +n(n+1)y=0 Ec. de Legendre
o Y4+ (2p+1-2*y=0 Ec. de Hermite
En este curso solo vamos a estudiar la ecuacién de Bessel, por su gran aplicabilidad®®.

Ecuacién de Bessel

Se denomina ecuacién de Bessel de orden® m a la siguiente EDOL de segundo orden con coeficientes variables:

‘ny” +ay + (2 —m)y =0 ‘ : m>0 (3.16)

Donde = = 0 es punto singular regular®® y por tanto permite soluciones en forma de series de Frobenius™ en

torno a ese punto. En la definiciéon de estas soluciones aparece la funcion gamma que veremos a continuacion.

Funcién Gamma, T'(z)
La funcién gamma, representada por I'(z), generaliza el concepto de factorial™
esté definida mediante la siguiente integral impropia:

F(z):/ t*~letdt
0

a los ntimeros complejos z y

Si n es un nimero real entero positivo se tiene:

cumpliéndose las siguientes dos propiedades: ‘

‘1"(1 + a) = al'(a) ‘

I(1/2)=vn

A través de la funcion gamma se pueden definir diferentes funciones especiales, conocidas como funciones de
Bessel, que permiten de forma sencilla expresar la solucién de la ecuacion de Bessel para distintos érdenes m.

66Son un grupo de funciones no elementales entre las que se incluyen la funcién gamma, integrales de Fresnel y funciones elipticas,
entre otras.

67Cada una de estas ED pueden considerarse como un problema (singular) de autovalores de Sturm-Liouville, ver el Tema, 6,
pagina 151.

68 Mas informacion sobre estas ecuaciones se pueden ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en
la Bibliografia, pag. 313.

69De forma general m es un niimero complejo cualquiera aunque en este curso se estudian solo los casos reales con m > 0.

70Las series de Frobenius son una generalizacion de las series de potencia que permiten exponentes no enteros.

71E] factorial de un entero positivo n viene dado por n! =1-2-3-...-n, considerando 0! = 1.
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Solucién de la Ecuacion de Bessel

La solucion general de la ecuaciéon de Bessel, Ecuacion (3.16), se puede expresar como:

¥(@) = 1T (@) + 2V ()

donde J,,,(z) y Y, () son las funciones de Bessel de primera y segunda clase o especie respectivamente.

Nota 3.2. Si m no es entero la solucién de la ecuacién de Bessel se puede expresar también como”?:

y(z) = cidm(x) + c2J—pm (2) : m & 7

Ejercicio 3.14. Encontrar la solucién general de la siguiente ecuacién de Bessel.
2,1 / 2 1
Yy taxy + (27— 5)v= 0

En este caso m = /1/9 = 1/3, (no entero), y por tanto la soluciéon general de la ecuacion puede expresarse
de las siguientes dos formas:

‘y(w) = c1J1/3(7) + e2Y1/3(7) ‘ ; ‘y(:c) = c1J1/3(%) + c2J_1/3() ‘

En la actualidad las funciones de Bessel estan implementadas en muchos lenguajes de programacion, en

diferentes software matemaéticos e incluso en algunas calculadoras cientificas, de forma que su uso resulta
11073

sencillo’”.

Funciones de Bessel de Primera Clase o Especie

Para valores reales del pardmetro”™ m, las siguientes funciones:

In@) =% mra e (5) = (5)" L araaeg ()| meR

n=0 n=0

se denominan funciones de Bessel de primera clase o especie y de orden m. En las siguientes graficas
se muestran algunos de sus miembros para m cero y valores enteros positivos (izquierda), para valores de m
enteros negativos (centro) y para valores fraccionarios positivos y negativos (derecha).

Jo Jy Jo.u

0.4
Jy 0s

Joo.5
0.5
-20 -10 10 20 -20 -10

Jo.s

0.5

0.5

72Notar que esto no implica que J_,,(z) = Y (z) para ningtn valor de m.
73Ver en la Seccion A.1.7, pagina 269 el uso de las funciones de Bessel a través del programa SageMath.
74Ver la Definiciéon 1.14, pagina 13.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo I



84 TEMA 3: EDO Orden Superior

Algunas Propiedades de las Funciones de Bessel de Primera Clase

22 7 26 28 , dJo(x)
Jo(z) =1— 22 + 2242~ 924262 + 92426282 " (@) dz 1)
[ ]
r 23 25 z7 d . _ —
N(@) =35~ 355 T oar5 ~ Pazers & PR =2 hn(@]|, p20

1 T
o J,(x)= 7/ cos(nt — xsinT)dr ; new
0

s

2 2
o Jia(x) =4/ — Sens , J_172(z) =4/ — ST (Funciones Esféricas)

Funciones de Bessel de Segunda Clase o Especie

Las funciones de Bessel de segunda clase o especie” y de orden m € R, se identifican mediante Y,, y
vienen definidas por:

cos (mm) I (x) — J_m, me o Yoy Y,

Yin(2) = sen (mm)

r) = lim €T m mm
Yo (2) = nl_>,,,,, Y, (2) S/ /WW&

o

Para m € Z se cumple: s

Jom(@) = (=1)" Tm(z) 5 Yom(z) = (=1)"Vin(z) B

0 15 20

EDO Resolubles en Términos de Funciones de Bessel

A veces es posible transformar algunas EDO en la ecuacion de Bessel mediante determinados cambios de variable.
Estas ecuaciones son importantes ya que aparecen de forma habitual en diferentes problemas de EDP7S.

e Ecuacion Parameétrica de Bessel de orden m

‘ 22y + 2y + (22 —mPy =0 ‘ : cve: z=ax , a>0
_z B B o dy  dodz _d2y_d , dz 9
o= 5 Yo =ue/m) =00 s L=PL e B LyaL — ga
22 z 22
—¢"® + =¢'a+ <a2—2 - m2) $»=0 = 2¢" 4+ 2¢' + (22 —m*)p=0
« a a

cuya solucion es, después de deshacer el cambio de variable:

C.V.

¢(Z) = Cljm (Z) i CQYITI(Z) ——— ‘ Y= Cljm(ax) i 023/;71 (OC.’E) ‘

75También se le suele llamar a veces funciones de Neumann o de Weber y se representa por Ni,.
76Ver por ejemplo: Seccion 7.4.3, pagina 198, Seccion 7.5.2, pagina 209, Seccion 7.5.3, pagina 212 y Seccion 7.7.3, pagina 233.
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Ecuacion Generalizada de Bessel

1—2 2 _ 2.2
y//_l_ ay,_|_<b262x2c2+a fc )y:O ; p,b>0
a5 T

Un gran namero de EDO se ajustan a esta forma para determinados valores de a, b, ¢ y p. Mediante
el cambio de variable:

7 = lg* ; y(z) = (%)a/cw(z)

se transforma en una ecuaciéon de Bessel de orden p cuya soluciéon, después de deshacer el c.v. es:

(@) = [ Jy(ba®) + eay (ba”)]|

Ecuacion Modificada de Bessel de orden m

‘ny”—i-xy' o (.’L‘2 +m2)y — 0‘

con el cambio de variable t = iz se transforma en la ecuaciéon de Bessel:

PPy | dy
t2W +ta + (t2 — m2)y =0

donde la soluciones de valores complejos son J,,(iz) e Y, (ix). Las soluciones de valores reales se
denominan funcién modificada de Bessel de primera clase de orden m:

I, (z) =i~ ™y (ix)
y funcién modificada de Bessel de segunda clase de orden m

E Ifm(l)) - Im(‘r)

Ko () = 2 sen(mm)

m ¢ 7

K,, = lim K,(x) m € 7
n—m

La solucién general de valores reales se puede expresar como:

‘y(m) = c1lm () + oK () ‘

Aplicaciones de la Ecuacién de Bessel

La ecuacion y funciones de Bessel aparecen en muchas éreas practicas, como fenémenos de propagacion de ondas,

potenciales estaticos y otros problemas descritos por las ecuaciones de Helmholtz

"7 o Laplace’ con simetria

radial, cilindrica o esférica.
En el Tema 7, pagina 175 se veran aplicaciones de la ecuacion de Bessel en los siguientes campos:

Conduccion del calor en coordenadas polares con simetria radial (Seccion 7.4.3, pagina 198)
Propagacion de ondas en un disco con simetria radial (Seccion 7.5.2; pagina 209)

Ecuacion de ondas en una membrana circular (Seccion 7.5.3, pagina 212)

Resolucion de la ecuacion de Laplace en coordenadas polares (Seccion 7.6.1, pagina 225)

Ecuacion del calor en coordenadas cilindricas (Seccion 7.7.3, pagina 233)

7TVer la Seccion 7.7.1, pagina 228.
"8Ver la Secciéon 7.6.1, pagina 218.
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3.5. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (SEDO)

En muchos problemas practicos aparecen diferentes magnitudes, dependientes todas de una misma variable
independiente, que interaccionan unas con otras siguiendo determinadas leyes (ecuaciones). Una buena forma
de modelizar estos problemas, generalemente complejos, es a través de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Definicion 3.12. Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Un Sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (SEDO) de orden m es un conjunto de n ecuaciones
que puede definirse de la forma:

F]_(l', :177 g/7 cocg g‘(m,)) = O
= FQ(:(:’ ga .17/7 ooy Zj(m)) = 0
F(m7 g? /j/’ R g’(’,nl)) = O ﬁ :
Fn(‘ra :177 ?j/7 cocg g’('m,)) = O
Donde F = [Fi, ..., F,] es una funcién vectorial de n componentes’ F; que dependen de una variable
escalar z (variable independiente), de una funcién vectorial i = [y1, ..., yn] con® y; = f;(x) y de sus
respectivas derivadas respecto a = de orden k, 7% = [ygk), ey ynT)].

Ejemplo 3.12. Sistema de ecuaciones diferenciales (SEDO) de orden 3.

0
/11

3y — y1ye +yh
v =yl +ay—1 = 0

Este sistema relaciona dos funciones incognitas y; () e ya2(x) y sus respectivas derivadas hasta orden 3.

Definicion 3.13. Solucién de un SEDO

Se dice que un SEDO de orden m tiene solucién en un intervalo I, si existen n funciones:

y1 = fi(z) ; Y2 = fa(x) ; ; Yn = fn(z)

suficientemente derivables en I de forma que satisfacen todas las ecuaciones del sistema en todos los
puntos de I.

Ejercicio 3.15. Comprobar que el conjunto de funciones (1) es una solucion del SEDO (2):

x(t) = sent+t? ' = z+2t
g yt) = €* ; 24§ v = 2
2(t) = cost 2 = —z+t?

Vamos comprobar si ambas partes de las igualdades del SEDO son iguales:

' =cost+2t — z+2t = cost+2t = 2’ = Cierto!
y = 2e? — 2y = 22 = y = Cierto!
2/ = —sent — —z+4+t® = —sent = 2z = Cierto!

79 Al igualarlas a cero dan lugar a las ecuaciones del sistema.
80 Funciones incognitas del sistema.
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3.5. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (SEDO) 87

Si habitualmente resulta complicado el estudio de una tnica EDO, aun méas complicado es el estudio general
de los SEDO. En esta seccién solo vamos a analizar los SEDO de primer orden lineales® (SEDOI1L), ya que
estan intimamente relacionados con las EDO lineales de orden n.

3.5.1. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden Lineales

Nos vamos a centrar en SEDO1L formados por dos ecuaciones y dos incégnitas, de la forma:

' =ax+by+ f(t)
y' = cx+dy+g(t)

donde x(t) e y(¢) son las funciones incognitas, a,b, c,d son constantes y f(t) y g(¢) son funciones de la variable
independiente .

Este tipo de sistemas se pueden reducir a una EDO lineal con coeficientes constantes de segundo orden, que
dependa solo de una variable (x o y) y resolverlo por los métodos vistos en la Seccion 3.3, pagina 64. Para ello
se sigue el siguiente proceso.

1. Derivar una de las dos ecuaciones con respecto a la variable independiente ¢. Por ejemplo, si queremos
quedarnos con la variable = elegimos la primera ecuacion:

%[x’ =ar+by+ f(t)] = 2" =a’ +by + f'(t) (3.17)

2. Con las dos ecuaciones originales del sistema se despeja la variable y su derivada a eliminar. Por
ejemplo en nuestro caso la variable a eliminar es y por tanto:

{ (Ec.l) : by=2a'—ax— f(t)
(Ec.2) : ¢y =cx+dy+g(t)

3. Sustituyendo en (3.17):
" =ax'+by' + f'(t) = 2" = ax’+blex+dy+g(t)]+ f'(t) = ax’ +bex+d[z" —ax — f(t)]+bg(t)+ f'(t)
2" = (a+d)z" + (be — ad)z — df (t) + bg(t) + f'(t)
Que es una EDO de segundo orden lineal.

4. Una vez resuelta, se puede determinar facilmente y(¢) de la primera ecuacion del sistema.

Ejercicio 3.16. Encontrar la solucién general y particular del siguiente SEDO:

' =2 — 2y — t2
Y =z—y—2t
z(0) =y(0) =1

Como se trata de un SEDOI1L, vamos a reducirla a una EDO de segundo orden lineal:
o =22 — 2 —2=22" —2x—y—2t) -2 =22 — 22— (2 — 22+t 44t -2t =2 — 1>+ 2t

2 - =2+ 2

Resolvemos por el método de los coeficientes indeterminados (ver la Seccion 3.3.1, pagina 64):
MoA=XA-1)=0 = A={0,1} = z, =c1 + ca¢’

Como 0 es raiz de la ec. caracteristica, la forma de la solucién particular es:

zp =t(at® + bt +c) =at® +bt* +ct ; x,=3at>+2bt +c ; x, =6at+2b

81Ver la definicién de orden y linealidad de una ecuacion diferencial en la Seccion 1.2.3, pagina 7.
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88 TEMA 3: EDO Orden Superior

Sustituyendo en la EDO:

-3a=-1—a=1/3 1
g —a' = 6at+2b—3at® —2bt—c = —t*42t = 6a—2b=2—b=(6a—2)/2=0 —  wp=gt
2b—c=0—c¢c=0

La solucién de x = zp, + ), es:

1
z(t) = c1 + coet + §t3

De la primera ecuaciéon del sistema se obtiene la solucion general para y:

20 — ' — 2 201 + 2c0et + 213 — et — 12 — 12 1 1
y(t) = 5 - 2 3 5 2 =lc1 4+ =gt + =2 — 12

2 3

Imponiendo las condiciones iniciales:

{x(O)iizx(O)zcl—'—CQ:l = c¢1=1,¢=0

y(0)=c1+ 302 =1

La solucion particular es finalmente:

4
14}
21 ) 12F
1, s
.’E(t):].‘f'gt i o+ | = 1+
| = , 08|
_ 3 42 =20
y(t) =1+ 5t° 1 ool
—4 06 08

xT

Notar que la solucion se puede interpretar como dos funciones x(t) e y(t) con variable independiente ¢, o
bien una tnica funciéon y(x) definida de forma paramétrica a través del parametro t.

3.6. Aplicaciones de las EDO de Orden Superior

3.6.1. Circuitos Eléctricos

Un circuito eléctrico basico de tipo RLC esta formado por una fuente de voltaje, una resistencia, un alternador
y un condensador

e Una resistencia de R ohms
e Un inductor®? con una inductancia de L henries
e Un condensador con una capacitancia de C faradios

e Una fuente de corriente eléctrica E(t) que suministra un voltaje V' voltios

1O g

82Un inductor, bobina o reactor es un componente pasivo de un circuito eléctrico que, debido al fenémeno de la autoinduccion,
almacena energia en forma de campo magnético.
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3.6. Aplicaciones de las EDO de Orden Superior 89

La fuente genera un flujo de carga eléctrica @) a través del circuito que varia con el tiempo dando lugar a
una intensidad de corriente I(t) = Q'(t). Los otros tres elementos del circuito causan una caida de voltaje®?
siguiendo las leyes de Ohm y Faraday de la siguiente forma:

Elemento Simbolo Unidad Caida de Voltaje
Fuente E voltios
Carga Q culombios Q)= [I(t)dt
Corriente I amperios (A) I(t) = %
Resistencia R ohmios (§2) RI
Condensador C faradios (F) Q/C
Inductor L henrios (H) L%

Segun la ley de Kirchhoff, la fuerza electromotriz generada por la fuente tiene que ser igual a la suma de las
caidas de tension de los tres elementos RLC:
dI

1

Esta expresion se puede poner en funcién de una sola variable, como por ejemplo Q:

2
1

i @ To@=FW

Y si derivamos (3.18) se puede expresar en funcion de I:

2
L

L=
dit? da C dt

(3.19)

3.6.2. Sistemas Mecanicos

\4
8

a0

2/ 500000000 m Az

7
7

7 7777777777777
07777727277727727272277727777777277777

Las vibraciones forzadas de una masa m sujeta a un muelle (vertical u horizontal) con rozamiento pueden ser
modeladas®* mediante la EDO:

d*z dz
e e - F
m—s +adt + ka (t)

donde x(t) es el desplazamiento de la masa, a es la constante de amortiguamiento debida al rozamiento, k es la
constante eldstica del muelle® y F(t) es una fuerza externa.
Notar la semejanza de esta ecuaciéon con la Ecuacion 3.19, pagina 89 donde hay una equivalencia entre las

variables:
m < L eI a+ R k< 1/C F&FE

En ausencia de fuerza externa f(t) = 0, y en funcion de los valores del rozamiento a y del tipo de muelle k se
pueden obtener diferentes soluciones (movimiento de la masa), que vienen determinados por el signo del término
a® — 4km. Si definimos a = a/(2v/km, se tiene que para para valores de a = a = 0 (sin rozamiento) se obtienen
un sistema oscilante, para valores 0 < a < 1 se tiene un sistema oscilante amortiguado y para a > 1 se tiene un
sistema sobreamortiguado.

83También llamada tension o potencial.

84 A través de las leyes del Newton y la ley de Hooke.

85Esta constante caracteriza las propiedades del muelle y se determina a través de la ley de Hooke, F = —k§, donde F es la
fuerza ejercida por el resorte al aplicar una fuerza externa y § es la elongacién o variaciéon de longitud del muelle (valor pequeiio
para que se verifique la ley de Hooke) producida por la fuerza externa. El signo negativo indica que la fuerza ejercida por el muelle
es siempre contraria a la fuerza externa aplicada.
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Para el caso oscilatorio & = 0 y con fuerza externa puede aparecer el fenémeno de resonancia cuando la fuerza
tiene una forma sinusoidal F(t) = A cos(wt) y cuya frecuencia w coincide con la frecuencia natural de vibracion
v/ k/m. En estos caso se produce un movimiento oscilante con amplitud creciente.
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4.1. Introducciéon 93

4.1. Introduccién

Hay diferentes caminos' que llevan a la definicién de la transformada de Laplace, aunque generalmente no de

una forma sencilla. Aqui vamos a ver uno de ellos basado en las series de potencias®.

4.1.1. Series de Potencias

Una determinada funcién f(z) se puede expresar® como una serie de potencias en torno a z = 0 de la forma:

f(z) = Z anz"”

n=0

con un radio de convergencia® determinado. Aqui hay dos variables distintas de dos funciones distintas
relacionadas mediante un sumatorio:

e 1 es una variable discreta y es la variable independiente de la funcién a,, = a(n) que va de N — R.
e x es una variable continua y es la variable independiente de la funcion f(x) que va de R — R.

Se puede pensar que las series de potencias son la expresion discreta de algo continuo. Si cambiamos la variable
discreta n por la variable continua s y el sumatorio por una integral se tiene la versiéon continua de una serie
de potencias:

fla) = [ ats)oras

Ahora tenemos dos variables continuas x y s correspondientes a dos funciones reales de variable real f(z) y a(s)
que estan relacionadas mediante una expresion integral. En este caso se trata de una integral impropia* que se
define como: .
o0 T
flz) = / a(s)z®ds = lim a(s)x®ds
0

T—00 0

Al igual que pasaba con las series de potencias, esta integral solo tendra sentido en los casos convergentes, es
decir cuando este limite exista y sea finito.

Naturalmente para que esto ocurra el producto a(s)z® debe
generar una grafica cuyo area en el intervalo [0, c0) sea finita.
Es importante notar que la variable x dentro de la integral se
comporta como una constante ya que esta integral es sobre la
variable s.

La relacion entre la variable = y la variable s no es sencilla. Para
cada valor de x hay un area debajo de la curva h(s) = a(s)z®
que corresponde con el valor de f(z).

S

Como la funcion potencial 2* tiene un crecimiento infinito cuando las variables x, s — oo, la funcion a(s) debe
contrarrestar este crecimiento para que la integral converja, lo cual limita el namero de funciones a(s) tutiles,
salvo que z € [0,1] ya que en este caso x*° es potencialmente decreciente.

Vamos a modificar esta expresion para ampliar el rango de validez de z al intervalo [0, 00). Para ello primeramente
expresamos la potencia como una exponencial:

15 = 5 log z
esto ademas va a ampliar bastante la aplicacion de esta expresion debido a la relacion de la exponencial con los
nameros complejos. Si x € [0,1] entonces logz € (—oo,0]. Vamos a realizar un cambio de variables apropiado
para tener dos nuevas variables® en el rango [0, ), para ello se puede sustituir:

—SsT

es log x . e

1Como por ejemplo a través de temas relacionados con las ecuaciones diferenciales, con las series, con la teoria de probabilidades
y con las integrales impropias, entre otros.

2Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313

3Las series presentan una forma mucho mas general de definir funciones que las tradicionales funciones elementales.

4En una integral impropia, uno o ambos de los extremos del intervalo de integracién tienden a +oco 6 —co. Hay una clara analogia
entre las series y las integrales impropias, ver por ejemplo Advanced Calculus, W. Kaplan.

5 Aunque vamos a conservar los mismos nombres.
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Con ello:
e Se cambia la antigua variable x € [1,0] a una nueva variable = € [0, c0).
e Se cambia la antigua variable s € (—oo, 00) por una nueva variable s € [0, c0).

De esta forma se extiende el intervalo de validez de la formula para ambas variables a [0, ), quedando:

fz) = /0 ~ a(s)e*® ds

Como resumen, podemos ver esta expresiéon como una generalizacion de una serie de potencias en el campo
continuo. En ella se relacionan dos funciones f(z) y a(s) cada una con su variable independiente correspondiente.
La relacion se establece mediante una integral impropia y un nicleo e™°* que ajusta la relacion x <> s de forma
apropiada en el rango de nuestro interés [0, 00).

Que existan dos funciones distintas f(z) y a(s) de variables distintas x y s relacionadas mediante una
determinada expresion, puede ser entendido como la interconexion de dos propiedades distintas de un mismo
sistema. Como veremos a continuacion, esta relacién nos va a permitir, entre otras cosas, transformar un
problema que en la variable x puede ser complicado, en otro problema distinto que en la variable s puede ser
mas sencillo.

4.2. Transformadas

Como hemos visto un operador matemdtico® transforma una funcion en otra funcion.

Ejemplo 4.1. Ejemplos de operadores matemaéticos.
e Derivacion: D[f(z)] = f/(z)
e Integracion: I[f(z)] = [ f(t)dt

e Multiplicacion: My[f(x)] = f(z)g(x)

La transformaciéon de estos operadores es de una funcién en otra de la misma variable. Vamos a ver ahora un
tipo especial de operadores mateméticos que transforma unas funciones en otras pero de variable distinta.

Definiciéon 4.1. Transformada

En mateméticas una transformada es una aplicacién lineal” entre dos conjuntos de funciones.

Un tipo de transformada especialmente tutil son las transformadas integrales.

Definicion 4.2. Transformada Integral

Una transformada integral es cualquier transformada T aplicada sobre una funciéon f(t) de la forma

siguiente®:
(@) : funcion original en la variable ¢ (tiempo)
to .
_ _ F(s) transformada de f(t) en la variable s
Tir®l= ¢ s )36 & = ) K(s,t) : mnucleo o kernel de la transformacion integral T
t1, to : limites de integraciéon de la variable ¢

8Ver la Definicion 1.4, pagina 5.
"Una aplicacion T es lineal si para cualquier funcién admisible f(x) y g(x) y cualquier par de constantes « y 8 se cumple:

Tlof(x) + Bg(z)] = oT[f ()] + BT(g(x)]

8Notar que la integral esta definida sobre t y por tanto s se comporta como una constante dentro de la integral. El resultado de
la integral es una funcién unicamente de s desapareciendo la dependencia de la variable original ¢.
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Una transformada integral T relaciona dos funciones generalmente de naturaleza distinta.

ft) — F(s)

Algunos niicleos tienen una funcién K inversa asociada, K ~!(s,t), que permiten’ obtener su transformada
1nVersa:

F(t) = / K~(s,t) F(s) ds

Existen diferentes transformadas integrales, siendo tres de las méas conocidas las mostradas en la siguiente tabla.

TRANSFORMADA SiMmBoLO K

st

Transformada de Laplace'” | £ e 5t 0 00 26 - vy —1i00 | v+ P00
i

. eist

Transformada de Fourier F e st —00 | +oo 5 —00 +00

T
. . 1 1 1 1
Transformada de Hilbert Hil — —o0 | 0o — —00 %)
Ts—t Ts—1

4.3. Transformada de Laplace

4.3.1. Definicién

Definicion 4.3. Transformada de Laplace

Dada una funcion f(¢) definida para ¢ > 0, se denomina transformada de Laplace de f(t), y se
representa mediante &£ {f(¢)}, a la siguiente integral impropia:

b

L {f() :/Oooe—st £ dt= tim [ et f(t) dt

b—oo J

siempre y cuando la integral converja'!.

Hay dos formas de calcular la transformada de Laplace de una funcion:
e A través de la definicion, calculando la integral correspondiente.

o A través de las propiedades de la transformada de Laplace (ver la Seccion 4.3.5, pagina 101).

Ejemplo 4.2. Calculo de transformada de Laplace de funciones elementales a través de la definicion.

o [ f(t)=1

e e] b _e—st
£ {1} :/ e *' 1dt = lim e st dt = lim
0

b—oo Jo b—o0 S

0 b—o0

= [O + 1] = , s>0
S S
9Las caracteristicas de la transformacién dependen de cada caso particular.
10En la transformada inversa de Laplace, la integracién se realiza en el plano complejo a lo largo de la linea vertical Re(s) =,
tal que v es un namero mayor que la parte real de todas las singularidades de F(s). Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de
Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
11Es decir, el limite de la integral exista y sea finito.
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Generalmente la notacion del limite se simplifica de la siguiente forma:
b o]
lim x| = X|
b—oco 0 0
En las siguiente figura se muestran las graficas de la funcién original y su transformada.
2 ft)=1 2
15 &o1s
iS 2 25 3 0.5 1 l: 2 25 3
e [ f(H)y=Fk| , keR
.££{k}:/ e—stkdtzk/ ta— ke {1y =kt = & 50
0 0 s s
25 flt)y=2 25
“~15 &o1s
i5 2 25 3 0.5 1 l: 2 25 3
[ =1
& artes | U =1 — du=dt
LAt} = / ettt e ts ¢ =
0 dv=e™"dl — v=-%
—te~st | o0 st —te~st e st | 1 1
= +/ dt = -3 =0-040+—5= = , §>0
s 0 0 s s 52, s S
P
Notar que: lim te™* = lim — 2 lim =0
t—>00 t—oo eSt t—oo gest
2 ft)=t 2
“~15 Ko1s
: 2 25 3 0.5 1 lsS 2 25 3
o | f(t)y=t"| ; neN
> artes | W =1" — du=nt""1dt
LA{t"} = / e st at T e o—ts =
0 dv=e "dl — v=-—%
—trhe=st | g [
S 0 S Jo
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4.3. Transformada de Laplace 97

Como:
tm - n! o
li n,—st _ li I an =1 — =0—-0=
e e 0o est oo snest L s 0 0-0=0
Por tanto:
n [ nn—1) [ , n! [
L{t"} = f/ e dt = %/ e dt = = —n/ et dt =
s Jo S 0 S 0
n!
= |1 : neN={1,2,...} , s>0
2 fit)y=¢* 2
“~15 k15

En la Seccion 4.3.2, pagina 98 se generaliza este resultado a través de la funcion T'(¢) para valores
de n reales con n > —1.

o | f(t) = et

0— = ; s> a
a—s s—a

Para s < a la integral no converge.

10

o | f(t) =senat

—ts

dv=e"tdt —» v=-—-¢—

S

> wies [ u=senat — du=acosatdt
L {senat} = / et senat dt "= { }
0

(o)
—senat _
—e

oo
a _ prartes | U = cosat — du = —asenatdt
+ —e Steosatdt = = Zte
/0 s dv=etdt — v=-—<"

senat acosat\ _g
= (- — e
s 52

S

0 s

(e’ %) a2
— / —ze_St sen at dt
0 o S

Por tanto, pasando la segunda integral al primer miembro:

2\ [ t t >
<1+ %)/ e *'senat dt = (_sena — acozsa )e‘St
s 0 s s 0
& {senat} = — > (0-0+0+3) a >0
senat} = —— (0 — =)=l s
52 +a? 52 s24+a? |’
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98 TEMA 4: Transformada de Laplace

f(t) = sen(2t)
“-

o | f(t) = cosat

o artes | W=cosat — du= —asenatdt
% {cosat} = / et cosat dt "= { —ts } =
0

dv=etdt — v=—%

oo o0 2

a 1 a a 1 a S

——/ eiStsenatdt:———ﬁ:— 1- == 5| > >0
0 s Jo s ss“+a s s“+a

f(#) = cos(2t)
NN
|
IAVARY
|

cos at ot

Generalmente se utilizan letras mintsculas para representar la funcion original y letras maytsculas para su
transformada de Laplace:

L{f(t)} = F(s) ; L{g(t)} = G(s) ; L {y(t)} =Y (s)

4.3.2. Funciéon Gamma I'(?)

Vamos a calcular £ {t"} para cualquier r > —1 :

o0 w—s o0 -~ r 1 1 o0 _
LAt} =/ e St dt zt/ e " (E) (—> du _ i / e “u" du
0 0 S r S s” 0

Teniendo en cuenta la definicién de la funcion Gamma'?:

o)
F(z):/ e "u Tt du
0

se puede generalizar la transformada de una potencia'® se la siguiente forma:

r+1)
errl )

L{t"} = r>—1

12Ver la Seccion 3.4.4, pagina 82.
13Ver el Ejemplo 4.2, pagina 96.
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4.3. Transformada de Laplace 99

4.3.3. Tabla de Transformadas de Laplace Elementales

Como resumen de los célculos realizados en el Ejemplo 4.2, pagina 95, podemos organizar una pequena tabla
con las transformadas de Laplace de algunas funciones elementales'®.

f@) | L{fOr="F(s) || f(t) | L{fO)}=F(s)
1 k
1 — k —
S S
1 n n!
t ? t 7S7I'+1 s, n S N
r 1 1
tr 7(T+ ),7“>—1 e ,s>a
Tt s—a
a S
sen at m cosat m

4.3.4. Condiciones Suficientes de Existencia

t2

L i para e, ya

No existe la transformada de Laplace de toda funcion, por ejemplo no existe para la funcion ;

que la integral que define la transformada de Laplace no converge en estos casos.
Vamos a ver las condiciones bajo las cuales existe la transformada de Laplace de una funciéon, para ello
previamente veremos dos tipos de funciones.

Definicion 4.4. Funcién Definida a Trozos

intervalo, si posee un numero finito de discontinuidades finitas
(sin asintotas verticales) en ese intervalo.

Se dice que una funcion f(t) es definida a trozos en un /\i[\o /:&/'

Ejercicio 4.1. Calcular la transformada de Laplace de la siguiente funcién definida a trozos:

at+b si 0<t<a

f(t):{cedt si t>a«

Teniendo en cuenta la definicién de la transformada de Laplace, las propiedades de la integral y los
intervalos de definicion de la funcion f(t), se tiene:

.S£{f(t)}/ooo et f(t) dt/oa e *(at +b) dt+/oo celd=)t gt =

o0
s>d

_s st | et | _g
—qte—st ae—St be—st ce(d s)t

0 S

2
S S -

< _ —sa —sa —be—sx b (d—s)a
>d ace _ae +O+g . e A O+ce _
s 52 52 s s s—d
b— (aa+be ™ a(l —e %) celd—9)e
+ 2
s s s—d

o d—s

, s>d

14En la Tabla 4.1, pagina 110 se muestra una coleccién més grande de transformadas inversas de Laplace.
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100 TEMA 4: Transformada de Laplace

Definicién 4.5. Funcién de Orden Exponencial

Se dice que una funcion f(t) es de orden exponencial c si existen constantes
¢, T >0y M > 0 tales que:

F(@#)] < Me! Vt>T

Ejemplo 4.3. Funciones Definidas a Trozos y de Orden Exponencial.

La funcion 1/t (grafica izquierda) no es definida a trozos en R, pero si de orden exponencial ¢ > 0. La
funcion et’ (grafica derecha) si es continua a trozos en R, pero no de orden exponencial.

Teorema 4.1. Condiciones Necesarias de Existencia de la Transf. de Laplace

Si una funcion f(t) es continua a trozos en [0,00) y de orden exponencial ¢ parat > T, entonces £ { f(¢)}
existe para s > c.

Demostracion 4.1.

L {f()) :/OOO et £ (1) dt:/OTe‘Stf(t) dt+/oo e~ f (1) dt

T

Iy I
La integral I existe porque se puede expresar como una suma de integrales sobre intervalos en donde
e st f(t) es continua.
Con respecto a I, por ser la funcion f(t) de orden exponencial ¢ se tiene:

—(s—c)t

|| g/ |e_5tf(t)|dt§M/ e Ste dt:M/ e~(=tgr = pS
T T T

sS—cC

o0 6—(s—c)T

T s—cC

por tanto es acotada y la integral que define la transformada es convergente.

\.

‘Estas condiciones son suficientes pero no mecesarias.

Ejemplo 4.4. Existencia de la transformada.

La funcion: f(t) = t~/? no es continua a trozos en [0,00), sin embargo existe su transformada de

Laplace:
2 {rv) =T

Clases de Caloulo Il Pedro José Hernando Oter




4.3. Transformada de Laplace 101

Teorema 4.2. Comportamiento de la Transformada de Laplace

Si f es continua a trozos en [0,00) y de orden exponencial para t > T, entonces:

Jim £ {f()} =0

Demostracion 4.2.

e Como f(t) es continua en [0,00) = f(t) acotada en [0,00) : |f(t)] < My = M;e"
e Como f(t) es de orden exponencial para t > T : |f(t)| < Mae Vt>T

Tomando M = max{M;, M2} y ¢ = max{0,~} tenemos:

0o 0 6—(s—c)t €9 M
|${f(t)}|§/ e~ 5t |f(t)|dt§M/ et et dt = —M = , s>c
0 0 S—cC 0 S—¢C
Tomando limites: ILm L2{f®)} =0 = lim L{f®)}=0

7

Ejemplo 4.5. Transformadas imposibles

Las siguientes funciones:

s
s+1

Fi(s)=1 ; Fy(s) =

no pueden ser transformadas de Laplace de ninguna funcién continua a trozos de orden exponencial, ya
que no tienden a cero cuando s — co.

4.3.5. Propiedades de la Transformada de Laplace

En las funciones complicadas no es practico utilizar la definicién de la trasformada de Laplace para calcular la
misma. Por ejemplo, la transformada de Laplace de funciones del tipo:

f(t) = e't? sen 3t

requieren un esfuerzo importante a través de su definicion.

Las propiedades de la transformada de Laplace permiten ahorrar trabajo en la determinacion de transformadas
de Laplace de funciones generales.

Aqui veremos las primeras propiedades:
e Linealidad
e Teoremas de Traslacion

e Derivada e Integral de £ {f(t)}.

Linealidad

Debido a las propiedades lineales de la integral:
(oo} (oo} oo
/ e af(t), +8g(t)] dt = a/ e " f(t) dt + /3/ e~ g(t) dt
0 0 0

Por tanto:

(L{af®) + Ba®)} = L {f(t)} + BL{s(®)}|
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102 TEMA 4: Transformada de Laplace

Ejercicio 4.2. Calcular la transformada de Laplace del siguiente polinomio:
ft)=3t> -2t +5

Teniendo en cuenta la propiedad de linealidad y los valores de las transformadas de Laplace de funciones
elementales (ver Seccion 4.3.3, pagina 99) se tiene:

2 1 .1 |6 2 5
2 _ 21 _ _ _ 9 |l =—_Z 4
L{3t* —2t+5} =3L {t*} — 2% {t} + 5L {1} 352545 =5 -5+

Primer Teorema de Traslacion: Traslacion en el eje s

Teorema 4.3. Primer Teorema de Traslacion: Traslacion en el eje s

Si F(s)=2L{f(t)} y a € R entonces:

LA{e™ f(t)} = F(s —a)

Nota 4.1. A veces se utiliza la nomenclatura: L{evf(t)} = L{fOHss—q

Demostracion 4.3.

Aplicando la definicion:

Il
S
3
o)
|
o
|
o
=
&.’
—
N
QU
~~
—
g Q
I <
[
|
IS
—
Il

L{e”ft)} = /0Oo e St e f(t) dt

:/ooe_wtf(t)dt wz0 F(w) e F(s—a)| , s>a
0

De forma resumida podemos expresar el primer teorema de traslacion como:

L{e"f(t)} = F(s—a) = L{e"ft)} = L{fO}H,nsa| > a€ER

Ejercicio 4.3. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
a) f(t) = e b) g(t) = e *sen4t

Teniendo en cuenta el primer teorema de traslacién y los valores de las transformadas de Laplace de
funciones elementales, se tiene:

a)

3! 6
e R R e = LRI
Ss—>s5—

Clases de Caloulo Il Pedro José Hernando Oter
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b)

4
s2s=(=2) 7 2416

4
| (s+2)2+16

L {e ' sendt} = £ {sen4t}|

s—s5+2

£(t) = sen(41) ok

B AWAWAW,
IIVAAVARV. oaf

0.05}} 1,

Segundo Teorema de Traslacion: Traslacion en el eje ¢

Con frecuencia se utilizan en la practica funciones del tipo encendido/apagado (on/off ), de forma que una senal
de entrada se activa o desactiva después de un cierto tiempo. Para ello, suele ser util definir una funcién que
sea 0 (apagado) hasta un cierto tiempo ¢t = a a partir del cual vale 1 (encendido).

Definicion 4.6. Funcién Escalén Unitario

La funcién escalén unitario o de Heaviside denotado'® por U(t — a) se define:

0 si 0<t<a
1 si t>a

Vamos a ver las propiedades de la funcidn escalon unitario:

1. Para desactivar una determinada senal de entrada f(t) hasta un tiempo t < a y activarla a partir de t = a
se multiplica la funcién por la funcién escalén.

f(t) OU(t — a) ()] Em— \\/

1
|
|
1
1
1
1
1
i

a t
2. La funcion escaldn puede utilizarse para describir funciones definidas a trozos generales de forma compacta:

<] <
si 0<t<a 0 si 0<t<a

si

folt) =< r(t) si a<t<b>a
> o
b=a 0 si t>bh

| A1(8) = g(t) — gOUE — a) + h()U(t — a) | | fa(t) = r(®)[U(t — a) — Ut — b)] |

15En algunos textos la funcion escaldn unitario se denota por uq y en otros por H(t — a).
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104 TEMA 4: Transformada de Laplace

3. La funcion escalon unitario permite activar una funciéon desplazada.

Sea una funcion general f(t) definida para ¢t > 0. La funciéon f(t — a) es la misma funcion f(¢) desplazada
a unidades a la derecha. Sin embargo esta funcion no queda definida en el intervalo [0, a). Esto puede
arreglarse a través de la funciéon escalon de la siguiente forma:

s . 0 si 0<t<a
f(t—a)”)l(ta)—{ ft—a) si t>a
f f f
ft—a)Z(t—a)
ft—a)
f(t)
f(0)g J(0) |-~ F(0) |-~
t a t ; t

Esta funcion desempena un papel importante en el sequndo teorema de traslacion.

Teorema 4.4. Segundo Teorema de Traslacion: Traslacion en el eje ¢

Si F(s)=2{f(t)} vy a>0 entonces:

L {f(t—a) Ut —a)} =™ F(s)

Demostracion 4.4.

Aplicando la definicion:

L{ft—a)Ut—a)} = /anStf(t—a) Ut — a) dt—{—/ooe*“f(t—a)"ll(tfa) dt

——
cero 0<t<a uno t>a

= /Ooe_Stf(t—a) dt

a

Haciendoel C.V.: v=t—a ; dv=dt

L {F(t— a)Ult — a)} = /0 T s f(y) dy = e /0 T e f () dv = e~ {£(1)}

~

Ejercicio 4.4. Calcular la transformada de Laplace de la siguiente funcion:
f(t) = cos(t — 5)U(t — 5)

Teniendo en cuenta que F(cost) = s/(s? + 1) se tiene:

L{f(t—a)WUt—a)}=e~ " F(s) se~ 08

£ {cos(t — 5)U(t — 5)} 2+ 1

La forma estdndar del segundo teorema de traslacion tiene sobre todo aplicaciones en el calculo de
transformadas inversas'®:

L {e " F(s)} = f(t—a) Ut — a)

16Ver la Seccion 4.3.6, pagina 108.
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4.3. Transformada de Laplace 105

Ejercicio 4.5. Calcular la transformada inversa de Laplace de la siguiente funcion:

6—25

F(s):S+3

Teniendo en cuenta que L1 {1/(s +3)} = e~3! se tiene:

—2s L~ He ¥ p(s) =f(t—a)Ut—a
g_l{e } { ( )} j( )‘( ) e_s(t_2)6u(t—2)

s+ 3

Teorema 4.5. Forma Alternativa del Segundo Teorema de Traslacion

Con frecuencia la funcion f no tiene la forma deseada f(t— a). En estos casos se puede hacer un cambio
de variable: u =1t — a.

LAFOUE - a)} = / et (e) dt = /OOO et f(u + a) du

a

Por tanto:

L) Ut —a)} = e L{f(t+a)}]

Ejercicio 4.6. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones:
a) f(t)=Ut— a) b) g(t) = e*uUt —1) ¢) h(t) = 2=yt 4 5)
a) Para calcular la transformada de Laplace de la funcion escalén podemos aplicar el segundo teorema

de traslacion'” para f(t) = 1, de forma que en este caso f(t —a) = 1 ya que al trasladar una funcion
constante no varia dicha funcion, y teniendo en cuenta que F(s) = 1/s.

—as

LA{f(t—a)Ut—a)}=e " F(s) e

L {19(t — a)}

18

b) Aplicando la forma alternativa del segundo teorema de traslacion'® y teniendo en cuenta que

£ {e*} =1/(s — 2), se tiene:

P {62t5u(t - 1)} Z{f(O)Ut—a)}=e"""L{f(t+a)} e5p {62(t+1)} — %2 {e2t} _ €

¢) Primero tenemos que tener en cuenta que las funciones f(¢) que estamos considerando solo estan
definidas para'® ¢t > 0, de forma que:

fFOUE+a) = f(OUL) = f) , a=0

En nuestro caso:
h(t) = 27Dt + 5) = 2173

Por tanto:

@ (h(0) = £ {2} = et { ) = (81_ 5

17Ver el Teorema 4.4, pagina 104.
18Ver el Teorema 4.5, pagina 105.
19Ya que en la practica t suele hacer referencia al tiempo.
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106 TEMA 4: Transformada de Laplace

Ejercicio 4.7. Calcular la transformada de Laplace de la siguiente funcién definida a trozos, utilizando
el segundo teorema de traslaciéon.

at+b si 0<t<a

f(t):{cedt si t>a«

La transformada de esta funcion fue calculada, a través de la definicion de transformada de Laplace, en el
Ejercicio 4.1, pagina 99. Entonces lo primero es expresar la funcion mediante la funcién escaléon unitario.
Hay varias formas:

() = (at +b)[1 — Ut — a)] + ce®U(t — ) = (at + b) + [ce®™ — (at + b)|U(t — )

Ahora tomamos transformada de Laplace teniendo en cuenta la linealidad de la transformada, la forma
alternativva del segundo teorema de traslacion y los valores de las transformadas de Laplace de funciones
elementales. Tomamos por ejemplo la primera forma de f(t) obtenida:

L)} =L {at +b} — L {(at +b)Ut — @)} + L {cetU(t — )} =

b
= G4 — e L {alt+ )+ 0} + oL {eett -
2 s
b
= ;12 + S e %L {at+ (aa+b)} + e *ce’L {M} =
_24_9 —as £+CLOL+Z) + a(d*S)L
T2 52 “ s—d

Reordenando se obtiene la misma soluciéon del problema anterior.

_ b= (acx + b)e*> n a(l — e 5%) n celd=s)a

F
(5) s 52 s—d ’

s>d

Derivada de una Transformada de Laplace

Interesa conocer si la derivada con respecto a s de una transformada F'(s) corresponde a la transformada de
alguna funcion particular f(t).

%F(s) - i/ooo et f(t) dt = /Oooi et ()] dt = —/m e~ 4 f() dt = - {Lf (1)}

0
Por tanto:

L {70} =~ {7(1))

De igual forma:

L) =L (10} = L 0} = D (50} = L {ER0) = S (50

Y para la tercera derivada:

3 3
LI} =L {1 2RO} =~ L {PT0) = — L U0} = L{EF0) = L {f0)

Generalizando a la derivada n-ésima se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 4.6. Derivada de una Transformada

2ot -Crme oy o= e { S ey
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Ejercicio 4.8. Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones:

a) f(t) =tsenkt b) g(t) = 23

a) Aplicando la propiedad de la derivada de una transformada?:

d d k 2ks
tsenkt} = —— kt} = —— =
L Absenht) = =Go {sen bty = =5 [s%k?] (s K2)2
b) Teniendo en cuenta: 4 {e_3t} = !
’ s+3
d? d[d 1 d -1 2
2,3t _ (_1)2 -3ty _ [ = — =
L) = DT = [dss—i—?)} ds(s+3)2 | (s+3)?

Ejercicio 4.9. Calcular la transformada de Laplace de la siguiente funcion:

ft) =t"e
Podemos resolverlo de dos formas:
e Forma 1: Aplicando el primer teorema de traslacion®: | £ {e* f(t)} = F(s — a)
! il
L ety =L {1 S = —
{6 } { }sasfa gn+1 R (8 . a)n+1
dTL
e Forma 2: Aplicando la derivada de la transformada: | £ {t"f(¢)} = (—1)"d—n$ {f®)}
s

n_at\ _ ndn at\ _ ndn 1 _ n (—1)”77,! B n!
L{t"e™} = (-1) LLT”'% {e} =(-1) P La] =(-1) (s—a)y | (5 — a)ntt

Ejercicio 4.10. Calcular la transformada inversa de Laplace de la siguiente funcién:

F(s) = log (i:)

Aplicando el teorema de la derivada de la transformada:

» s—1 1., (d s—1 1, ( 1 1 Cet—et
= —— —l _— = —— _— = | —
* {log(5+1>} it {ds Og(s+1 A s e |t |

20Ver el Teorema 4.6, pagina 106.
21Ver el Teorema 4.3, pagina 102.
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108 TEMA 4: Transformada de Laplace

Integral de una Transformada de Laplace

Teorema 4.7. Integral de una Transformada

Si el siguiente limite existe y es finito:

lim £®) e i{m}:/:oF(r) dr

t—0 ¢ t

Demostraciéon 4.7.

Llamando G(s) =% {@}, y aplicando la derivada de una transformada se tiene:

d _ Loy = — [ IO _ __

FLUOY=-2 (10} = 5:66)=-2{ LD} 2 (0} = -FCo)
Integrando con respecto a s: /32 %G(s) =G(s2) — G(s1) = — /Sz F(r) dr = /Sl F(r) dr
Finalmente haciendo s; — oo y teniendo que cuenta Sli_1>noo G(s1)=0: £ {@} _ /°° F(r) dr

Ejercicio 4.11. Calcular la transformada de Laplace de la siguiente funcion:

sen 2t
t

ft) =

Para poder aplicar el teorema de la integral de una transformada debemos comprobar primeramente el
siguiente limite:

. sen2t g 2cos2t
lim = =9
t—0 ¢ 1

Como existe y es finito, aplicamos el teorema:

2t L t)/t}=[°° F(r)dr o0 e 2
% {sen } V@M=" FO) / &£ {sen2t} dr :/ dr = arctan | = = — arctan o

oo

t r2 4+ 4 215 2 2

4.3.6. Transformadas Inversa de Laplace

Definicién 4.7. Transformada Inversa de Laplace

Se dice que f(t) es la transformada inversa de Laplace,

) =27 {F(s)}

si. L{f(t)} = F(s) esla transformada de Laplace de la funcion f(t),

L{fW}=F(s) <= f(t)=L " {F()}]
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Resumen: Propiedades de £ {f(¢)}

109

PROPIEDAD

EXPRESION

Linealidad

1¢" T. Traslaciéon

2° T. Traslacion (1)

2° T. Traslacion (2)
Derivada de la Transformada

Integral de la Tranformada

LA{af(t)+ Byt
L{e"ft)} =F(s—a)

Lt - ayu(t

L{fOUE —a)} = e L{f(t+a)}

Z{t"f(t)}

e

)} = {f(t)} +BL{g(t)}

—a)} =e “L{f()}

oL )}

oo

F(r

PROPIEDADES DE £~ {F(s)}

PROPIEDAD

EXPRESION

Linealidad

1¢" T. Traslacion
2° T.
20 T.
Derivada de la Transformada

Integral de la Transformada

Traslacion (1)

Traslacion (2)

L7H{aF(s) + BG(s)} = aL ™ {F(s)} + BLTH{G(s)}
LTHF(s—a)}t =L {F(s)l,0_a} = e f()

L7He @ F(s)} = f(t — a)U(t — a)

L H e L{f(t+a)}} = F()UL - a)

27 {102

¢! {/oo F(r) dr}

L O} =10

I
t

Ejemplo 4.6. Ejemplos de calculo de transformadas inversas de Laplace.
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}=(s=a)/[(s=0)* +?]

3 L{t"}=n!/(s" 1) 3t
L _— —
»e {5} ;
Plel=1/(s—a
° .561{ 2 } {e )1/t 2¢5¢
s—6
1 £L{senat}= a/(s +u“) 1
A {32—1—7} \ﬁsent\ﬁ
-1 i{,’{e‘”’ cos bt
:£ 1 _g—l S
* { —2s+5} {(5—1)2+22
3 1 3 1
A Copt) -\ _Ze-t) -
* {252+8s+10} 2 {82+4s+5} 2 (s+1)2+1
{e scnbt} b/[(s—a)?+b?] 3 _a
56 sent
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TEMA 4: Transformada de Laplace

Tablas de Transformadas Inversas de Laplace

En la siguiente tabla se muestran algunas importantes transformadas inversas de Laplace.

TABLA DE TRANSFORMADAS INVERSAS DE LAPLACE

F(s) LHF(s)} = f(t) F(s) LHF(s)} = (1)
k
1 1 k
S S
! T 1
s’?ﬁ t", n=0,1,2,... %,ae(—l,oo) e
™ 1-3:5---(2n—1)/7 ne1/2
m \/% 2n5n+1/2 t / ,n=0,1,2,...
1 !
, $>a et (Snw,nell\l,s>a edttn
s—a —
1 1 o 1 1 ot
s(s+a) 5(1 ") s2(s+a) a_Q(at_1+ea)
L (e*“t — e*bt) 5 (be—bt — ae*“t)
(s+a)(s+Db) b—a (s+a)(s+Db) —a
a b t
2 + a2 sen at G_a2t0? e sen bt
s s—a at
m cos at m e® cos bt
sen (b b s(b) — b
z ben(SQ) i Z;OS( ) sen(at + b) z COb(Sg n Z;en( ) cos(at + b)
a b at
2 _ g2 senh at (O e senh bt
% cosh at % e cosh bt
s2—a _ _
2as 26(s — @) ot
5% + a2 tsen at Ts—a)l+ A2 e“"tsen Bt
§2 _ g2 (s —a)? — B2 .
[$2 + a2]2 t cos at Ts— )2+ B2 et cos 5t
2(13 263 [e%
m sen at — at cos at m e t(Sen ﬂt - Bt COs /Bt)
Tabla 4.1: Transformadas inversas de Laplace de algunas funciones sencillas.
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4.3. Transformada de Laplace 111

4.3.7. Transformada de la Derivada e Integral

En las secciones anteriores®? se estudi6 la derivada e integral de una transformada de Laplace. Ahora vamos a
estudiar algo distinto, la transformada de la derivada e integral de una funcion.

Transformada de la Derivada de una Funcién

Sea una funcion continua f(¢) con derivada % = f(t) continua a trozos, y ambas de orden exponencial para

dat —
t > 0. Entonces:

270) = [t o d= et o] s [T e plo) at =10+ 52 {7(0)

0

L{F(B)} = sF(s) - f(0)]

Por otra parte si f(¢) y f/(t) son continuas y % = f"(t) continua a trozos y todas de orden exponencial para
t > 0, entonces:

(D)} = sL{f'(1)} — £(0) = F(s) = 5£(0) — £'(0)

y de igual forma:

L) = sL {0} — 1(0) = F(s) — $2£(0) — s£'(0) — £(0)

Generalizando se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 4.8. Transformada de la Derivada de una Funcion

Si f(t), f'(t), -+, f™=D(t) son continuas y f(™(t) continua a trozos, y todas de orden exponencial
para t > 0, entonces:

2{PO) =) = 35" 1O 0) = 5" F(s) = "(0) - 57 (0) ... — 5£D(0) - £7O(0)

Este resultado complementa a la derivada de una transformada, vista anteriormente?:

Transformada de una Derivada : ‘.% {f'(t)} = sF(s) — f(0) ‘ ‘ f'(t) =2 {sF(s) — f(0)} ‘

Derivada de una Transformada: |£{tf(t)} = —dis.,?i {f(t)} tf(t) = —-£* {d%.ge {f(t)}}

Ejercicio 4.12. Encontrar la transformada de Laplace de la funcién y(t), sabiendo que cumple la siguiente
EDO:

y"(t) +2y/(t) — 3y(t) =0
Empezamos tomando transformadas de Laplace a ambas partes de la ecuacién:
L{y" +2y -3y} =2 {0} ; LYY +22L{y'} -32L{y} =0

Ahora denominando Y (s) = £ {y(t)} y aplicando el teorema de la transformada de la derivada a cada
término tenemos:

[s°Y (s) = sy(0) = /(0)] + 2[sY (s) — y(0)] = 3Y (s) = 0

22Ver la Seccion 4.3.5, pagina 106 y 108.
23Ver la Seccion 4.3.5, pagina 106.
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112 TEMA 4: Transformada de Laplace

donde y(0) e 3'(0) son los valores de la funcién y(t) y su derivada en ¢t = 0. Por ultimo, sacando factor
comun a Y (s) y despejando obtenemos:

(s +25 —3)Y(s) = y(0)(s +2) +¢/(0)

Despejando y teniendo en cuenta las condiciones iniciales se tiene:

y(0)(s +2) +y'(0)

Y =
(s) s24+25—3

En la Seccién 4.5, pagina 115 veremos la aplicaciéon del Teorema 4.8, pagina 111 en la resolucién de un PVI?.

Transformada de la Integral de una Funcién

Si en el teorema de la convolucién:

S {feg) =2 { / frglr - df} — F(5)G(s)

se considera el caso:

gt —7) =1 ¢ F(s)
g(t)=1 = {G(s)iﬁl{l} } = .f{/o f(T)dT}: .
' _ F(s)

La transformada de la integral de f(t), complementa a la integral de una transformada, vista anteriormente®”:

®w | =

Transformada de una Integral : | &£ {/Ot fl) dr} = @ t f(r)dr=%£71 {@}

S 0 S

Integral de una Transformada : | &£ {@} = /OO F(r) dr 1®) =2t { - F(r) dr}

Ejercicio 4.13. Calcular la transformada inversa de la funcion:

1

G(s) = ———=
(s) s(s?2+4)

Este ejercicio se puede resolver mediante el método de descomposicion en fracciones simples (ver la

Seccion 4.4, pagina 113), sin embargo lo vamos a resolver aqui aplicando el teorema de la transformada

de una integral.

Fis) 1 1
s s(s2+4) - F<s)_52—|—4

24Ver la Definicién 1.17, pagina 15.
25Ver la Seccién 4.3.5, pagina 108.
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Aplicando el teorema de la transformada de la integral:

1 t 1 t1 171 ¢
—1 — —1 — _ - —_— =
£ {5(82+4)} /0 4 {32+4} /0 2sen27”alr 5 [ 200827“}0

1 1 1
|:—2 COSZt + 2:| = 1(1 = COSQt)

N | =

4.4, Método de Descomposicién en Fracciones Simples

Vamos a ver un método para calcular transformadas inversas de Laplace de transformadas racionales de la

forma:
P (s)
donde P,,(s) y Q@n(s) son polinomios en s de 6rdenes m y n respectivamente, siendo m < n.

En estos casos la transformada inversa podréa calcularse facilmente si descomponemos el cociente en una suma
de fracciones racionales simples obtenidas a partir de las raices del polinomio denominador Q,,(s).

F(s) =

Pm(S) _ A1 + A2 bt Bl BQ bt 018+D1 CQS+D2
Qn(s) s—11 s—19 s—r (s—r)? (s—a)2+p2 [(s—a)?+p5%?

donde r; son las raices reales simples,  son las raices reales multiples y « 4 i son las raices complejas de @, (s).
Las transformadas inversas de estos tipos de fracciones se pueden obtener de la siguiente forma:

. $1{ A } §£{e }:1/(57(1) Aert
S

—r

e'r‘t tnfl

A .if{eaft”}:n!/(sfa)"Jrl A
(n—1)!

1 Cs+D o1 JCs+D—-Ca+Ca\ ., C(S_Of)‘f‘ﬁ% B
R e e e I R { CEmEET

_ o1 sS— n D+ Ca g1 I} f{a“{ cos bL}:(sfa)/[(sfa)Zerﬂ
(8 — Oé)2 + ﬂZ 6 (S — Oé)2 + ﬁ2 L{et senbt}=b/[(s—a)?+b?]

= Ce™ cos Bt + (D—;CQ> e* sen Bt = ™! [C cos Bt + <D—|—6Ca) sen Bt}

gil {(S—CYZ;;—DFW} = eat |:CCOSﬂt+ (‘D—’_ﬁcva> Senﬁt]

.gA{<%+D2}:$4{cw4><m+0a}:$4{cw—m+ﬁu%ﬁ}:
=)+ 5 G—ap+ 5 (G a2+ 7]

s— D+ Ca
=cg? 72
{[(S—a)2+ﬂ2]2}+( B3 ) {[(s—a 2 4 32 }

D+ Ca
233

58{6‘”1‘, sen bt}:[2[}(5—(1,)]/[(s—(l,)2+i)2]2 C at
—e“tsen St +
£ {et (sen bt—bt cos bt) }=2b3/[(s—a)?2+b2]? 2B

) (sen Bt — Bt cos ft) =

= {25tsenﬂt+ (D;Bga) (sen Bt — Btcosﬁt)}
B Cs+D ~[C D+C
£ 1 {[(S—;)W} =€ ¢ [wtsenﬂt—k <253a> (Senﬂt —,BtCOSﬂt)

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo I



114 TEMA 4: Transformada de Laplace

Tabla Resumen

TRANSFORMADAS INVERSAS RACIONALES

F(s) | 0
s il r A
A A n—1 _rt
(s—m)m CES
(sjlz;fw & {A cos Bt + <Aa; B> sen Bt}
A A A
e | {25 tsenft + (Z;ﬁ) (sem it — Bt cos ﬁt)}

Ejercicio 4.14. Encontrar la transformada inversa de la siguiente funcion.

s2—55+6

Fl)= a3 327 115 —6

Primero factorizamos los polinomios del numerador y denominador:

82_ S S — S —
F(s) = 5s +6 _ . (s=2)(s-3) _

(s—2)

Lo descomponemos en fracciones sencillas:

s—2 A B C

s8—3s3-3s2+11s—6 (s—1)2(s+2)(s—3) (s—1)2(s+2)

F(s) = =

y determinamos las constantes:
s—2=A(s—1)?+B(s —1)(s +2)+C(s+2)

s=1 — —-1=3C = C=-1/3
= s=-2 — —4=94A = A=-4/9
s=0 —» —-2=A-2B+2C = B=

Por tanto:

+

—-4/9  4/9 -1/3
s+2 s—1+(s—1)2}

LF(s)} sﬁl{

G142 s+2 51 Go1p?

(—4/9 —2/3+2)/2 =4/9

4 1 4 1 1 1 4 4, 1
— _7$—1 7$—1 _ 72—1 - —|_= —2t = Zt t
9 {s+2}+9 {5—1} 3 (s—1)2 9¢ "¢ ~ 3"
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4.5. Transformada de Laplace y EDO 115

4.5. Transformada de Laplace y EDO

Una de las mayores aplicaciones de la transformada de Laplace es la resolucion de ecuaciones diferenciales. Aqui
vamos a ver su utilizacién para la resolucién de EDO? y de sistemas de EDO (SEDO).

4.5.1. PVI de EDOC

La transformada de Laplace es un buen método para resolver PVI?” de EDO lineales de orden n con coeficientes
constante?® (EDOC) de la forma?®:

any™ +a, 1y 4 ary +agy = f(z)

y©0)=wo, Y (O0) =y, ¥ (0) =12, ..., y"V(0) =y

Procedimiento

1. Tomando transformadas de Laplace a ambas partes de la igualdad en la EDO:

£ {any™ +an 1y 0+t ay + ooy} = L {f(2)}

30

Ahora aplicamos el teorema de la transformada de la derivada’” a cada término:

n

s"Y(s) — Z s"_iy(i_l)(O)

i=1

G + Gp—1 +

n—1
Sn_1Y(s) _ Z Sn—l—iy(i—l)(o)
i=1

+ ot ar [sY(s) — y(O)] + aoY (s) = F(s)
Donde Y (s) = £~ {y()} y F(s) = L1 {f(1)}-

2. Reagrupando términos:

siendo:
— A(s) = ans" +a,_18" 1+ ... +ais+ag
— B(s) es la expresion restante donde aparecen las condiciones iniciales.

Por tanto despejando:
B(s)  F(s
A(s) — Als)

Y(s) =
3. La solucion del PVI sera la transformada inversa de la Laplace de esta expresion:

2 iy = =2 {50, 23}

La transformada de Laplace convierte las ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.

26Ver la Seccion 1.2.3, pagina 7.

27Ver la Definicién 1.17, pagina 15.

28Ver la Definiciéon 3.7, pagina 57.

29Notar que el valor inicial debe ser ¢ = 0. Si es otro valor es necesario hacer un cambio de variable apropiado.
30Ver el Teorema 4.8, pagina 111.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo I



116 TEMA 4: Transformada de Laplace

Ejercicio 4.15. Resolver el siguiente PVI utilizando la transformada de Laplace.

{ y'(t) +3y'(t) —4y(t) =0
y0)=3 ; 90)=1

Empezamos tomando transformadas de Laplace a ambas partes de la ecuacién:
LAy +3y — 4y} = £ {0} ; LAy} +3L{y'} —4L{y} =0
Ahora aplicamos el teorema de la transformada de una derivada®' a cada término:
[s°Y(s) = sy(0) = 4/ (0)] + 3[sY(s) —y(0)] =4Y(s) =0 5 (5" +3s5 = 4)Y(s) = y(0)(s + 3) +¥/(0)

Despejando y teniendo en cuenta las condiciones iniciales del problema se tiene:

y(s) = VOB +9(0) _ 35410 . _1{ 35+ 10 }

s24+3s—4 s24+3s—4 v(t) s2+3s—4

Aplicando ahora el método de descomposicién en fracciones simples®?:

y(t) =21 {m} =¢! {(S&Slj_@l(jrll)} =2 {513/5; + 52454}

Calculando esta transformadas inversas se obtiene la solucion final del PVI:

13 2
y(t) = Eet + 56_4t

4.5.2. EDOL con Coeficientes Polinédmicos

La transformada de Laplace se puede utilizar también para resolver algunos tipos de PVI de EDO lineales de
orden n cuyos coeficientes son polinomios en t de la forma:

Po(t)y™ + Pooa (y ™ . 4 Pty + Po(t)y = f(¢)
Estos problemas se pueden resolver teniendo en cuenta la derivada de una transformada™:

@ {imy™} = L Ly} = a8

SnY(S) _ an—iy(i—l)(o)
i=1

De esta forma se obtiene una EDO lineal en Y (s) de primer orden, siempre que los polinomios sean de grado 1
en t.

Nota 4.2. El problema mas complicado puede resultar en la obtencién de la transformadas inversas resultantes del
procedimiento.

Ejercicio 4.16. Resolver el siguiente PVI utilizando la transformada de Laplace.

ty'(t) +y(t) = a + 13 .
{ y(O) =a N a€R
Tomamos transformadas de Laplace a ambas partes de la EDO:
d a 2
Lty +yt =L {a+t} ; —REWI Y () =+ 5
d a 2 , a 2
O () R B R A R O R S (L -

31Ver el Teorema 4.8, pagina 111.
32Ver la Seccion 4.4, pagina 113.
33Ver el Teorema 4.6, pagina 106.
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4.5. Transformada de Laplace y EDO 117

La constante de integracion ¢ tiene que ser cero para que cumpla la propiedad lim,_,. Y (s) = 0.
Obteniendo la transformadas inversas se obtiene la solucién final.

2 2

LY (s)} = y(t) =a+% s y(t) :a—l—%

4.5.3. Sistemas de EDO Lineales de Orden n

La transformada de Laplace también se puede utilizar para reducir ciertos sistemas de EDO lineales (SEDOL)
con condiciones iniciales, a un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, siendo las incégnitas las transformadas
de las funciones.

Veamos un par de ejemplos del uso de esta técnica.

Ejercicio 4.17. Resolver el siguiente SEDOL utilizando transformadas de Laplace.

' —2y =4t ;o x(0)=4
Yy +2y—4r =—-4-2 ; y(0)=-5

Tomando transformadas a ambas ecuaciones:

LA -2y} = £ {4t} ; sX—aE(O)—2Y:i2
S

4 2

LY +2y —da} =L {4 -2} ; sYer(O)+2Y74)(:78—2fg

Sustituyendo las condiciones iniciales:
4
sX =2V =— +4
s

4 2
AX + (s +2)Y =—— — = +5
S S

De esta forma, el SEDOL se ha transformado en un sistema de ecuaciones lineales, donde las incognitas
en este caso son X e Y. Este sistema se puede resolver por cualquier método apropiado a este tipo de
sistemas. Por ejemplo, aqui lo vamos a resolver por el método de reducciéon, de forma que multiplicando
la primera ecuacion por (s + 2), la segunda por 2 y sumando, se tiene:

45 — 2 3 1

TGt -2) st+4 52

Ll{}) ‘x(t) _ et | 2 ‘

Ahora para calcular y(t) se puede despejar de la primera ecuacion y sustituir en términos de x(¢):

1
y(t) = S/ (t) 2t = —6e™ £ —2 y(t) = —6e* +¢* — 21

De forma general, suele resultar méas apropiado aplicar el método de Cramer en la resolucién del sistema, como
se puede ver en el siguiente ejercicio.
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Ejercicio 4.18. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

dx dy

dx dy

— +2—= = -br— d =4
g7 + I 52 —3y ; y(0)

Reordenamos el sistema y tomamos transformadas de Laplace a ambos lados de las ecuaciones:

{ ' +6x+3y +2y=0 N { sX(s) —z(0) +6X(s) +3sY(s) —3y(0) +2Y(s) =0
' +5x+2y +3y=0 sX(s) —z(0) +5X(s) +2sY(s) —2y(0) +3Y(s) =0

Simplificando:
{ (s+6)X(s)+ (3s+2)Y(s) = 14
(s+5)X(s)+ (2s+3)Y(s) =10

se obtiene un sistema de ecuaciones lineales donde las incognitas son X (s) e Y (s). Aplicamos la regla de
Cramer para resolver el sistema:

14 3542
o ‘10 25+3‘ 25422 25— 22
O)=Tei6 3512 —Z-278 1069
s+5 2s+3‘
s5+6 14
Vi) = L5t 10’ L 4510 45410
s+6 3s+2 —s2—2s+8 (s+4)(s—2)
5+5 2s—|—3’

Descomponemos en fracciones simples y tomamos transformadas inversas de Laplace:

5 3 2§ TR
X(s)—$~‘_4—s_2 ‘x(t)—E)e + 3e ‘
1 3 L~
Y = = —4t 2t
(s) s+4+572 ‘y(t) e "+ 3e ‘

4.5.4. Ecuaciones Integrales e Integrodiferenciales

Los teoremas de las transformadas de una derivada y de una integral se pueden utilizar para resolver ecuaciones
integrales y ecuaciones integrodiferenciales como las mostradas en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 4.19. Resolver el siguiente ecuacion integral:

t
fO+ [ fwydr =2
0
Tomamos transformadas de Laplace a ambas partes de la ecuacion y teniendo en cuenta el teorema de la
transformada de una integral se tiene:

i{f}+5£{/0f(r)dr}:.s£{z} — F(SH@:% : F(s):sil

Tomando transformadas inversas: f(t) =2e""
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Ejercicio 4.20. Resolver el siguiente PVI de una ecuaciéon integrodiferencial:

¢
y’—|—6y—|—9/ y(r)dr =1
0

y(0) =0

Tomamos transformadas de Laplace y aplicamos los teoremas de la transformada de una derivada y de
una integral.

t Y 1

Ly} + 6L {y} +9¢ {/ y(r) dr} =2{1} = [sY(s)—y(0)]+6Y(s)+ 9@ =
0

9 1 1 1
Y(S)(S+6+s>_s ’ Y(S)_52+65+9_(S+3)2
Tomando transformadas inversas:
_ 1 ff{ez“tt”}:’n,!/(s—u)"+1 _ —
_ 1 3t . _ 3t
yit) =% {(8 n 3)2} te : y(t) = te

Un ejemplo tipico es el estudio de un circuito RLC** en serie, que puede ser descrito por la siguiente ecuacion
integro-diferencial:

donde:

e F : fuerza electromotriz de un generador, en voltios (V);
e L : inductancia de la bobina, en henrios (H);

e i : intensidad de corriente eléctrica, en amperios (A);

e (' : capacidad eléctrica del condensador, en faradios (F);
e R : resistencia del circuito, en ohmios (£2);

e ¢ : tiempo en segundos (s)

Ejercicio 4.21. Determinar la corriente i(¢) en un circuito RCL en serie de un sola malla cuando
L=0.1H, R=2Q, C =0.1F y el voltaje aplicado es:

E(t) = 4sen(5t)
teniendo en cuenta que ¢(0) = 0.

En este caso tenemos que resolver el siguiente PVI:

01di+2'(t)+1/t‘( ) dr = 4sen(5t)
Ao 20 01 Ozr r = 4sen

1(0)=0
Tomando transformadas de Laplace y aplicando los teoremas de la transformada de una derivada y de
una integral se tiene:
di , 1o
< 0.1$ +2{2i()}+<£ 01 (r) dr p =< {4sen(5t)}

7
0

34Contiene una resistencia eléctrica R, una bobina (inductancia) L y un condensador (capacitancia) C.
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120 TEMA 4: Transformada de Laplace

. 1 1(s) 5 1 20
0-151() = ()] +21() + 57 0 =~ 5 1(5) (o Is+24 01) -
25 200s As+ B C D

I(s) = - _
() (s2+25)(0.01s24+0.2s +1)  (s2+25)(s+10)2 s2+25 + s—10 + (s —10)2
Encontrando los coeficientes :

83s+20 24 1 16

I(s) = — _ _
)= s W/sr10 (107

Tomando transformadas inversas y teniendo en cuenta las formulas de la Seccion 4.4, pagina 113, se tiene:
8 3s + 20 24 1 1
LI =it)= =% S — 16£ 71 ———
{s)} =ilt) = 5 {s2+25} 25 st10f " (s +10)2

8 24
i(t) = %(3 cos 5t + 4sen 5t) — %e_wt — 16te~ 10

De la solucién observamos que la intensidad de salida tiene un transitorio inicial, consecuencia de las
exponenciales negativas que rapidamente se estabiliza en el comportamiento estacionario dado por el
término trigonométrico.

4.5.5. Transformada de un Producto: Convolucién

La transformada de un producto de funciones no es el producto de las transformadas, ya que:

Fea) = | [Ters ar [T eawyas| = [T [T e 0g3) ds s

Haciendo el siguiente cambio de variable y manteniendo constante 7 en la segunda integral se tiene:

CV. —  F(s / 1(r dT/ e~tg(t - 7) dt

Se puede intercambiar el orden de integracion de la siguiente forma:

s) = /0OC f(r) dT/TOO e Slg(t—71) dt = /000 e *tdt /Otf(T)g(t —7)dr (4.1)

00 00 00 t
/ dT/ dt / dt/dT
0 T 0 Jo

_ t: 700

T=1 t:0— oo

T=1
78 =69 T:0—1
T=0 t t

Definicion 4.8. Convoluciéon

Se denomina convolucién de las funciones f(t) y g(t) y se representa mediante f * g, a la siguiente
funcion integral:

frg = ( /f gt —7) =/Otg(7)f(t—7)d7
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4.5. Transformada de Laplace y EDO 121

Ejercicio 4.22. Calcular la convoluciéon f * g de las funciones:

fe)=t ; g(t) =t

3t
2 7_4 7_3

t t t
f*gz/ f(T)g(t*T)dT:/ T(t*T)sz:/ T(t2+7272t7)d7:t27—+—72t— =
0 0 0 2 4 31

ot 4 1
=42 = 4
2 4 3 12

Ejemplo 4.7. Interpretacion geométrica de la Convolucion

Vamos a interpretar geométricamente el proceso del ejercicio anterior. Por claridad en la interpretacion
geométrica vamos a denominar a la variable 7 anterior mediante®® x. Tenemos dos funciones f(z) =z y
g(x) = 22 donde una de ellas (en este caso g) se desplaza a la izquierda en funcién del tiempo ¢ dando lugar
a la funcién ¢g(¢ — ). En las siguiente figuras se ha representado las dos funciones f (fija) y ¢ (desplazada)
en funcion del tiempo .

A A A t —_- 2 A t — 3
t=20 t=1
12 3 4 5% 12 3 4 5% 12 3 4 5% 12 3 4 5%
El producto de las dos funciones h(z,t) = f(x)g(t — x) ) para los tiempos anteriores se muestra en

la siguiente secuencia (en negro, donde aparece sombreada en rosa el area resultado de la integral
fxg= fg h(x,t)dx, cuyo valor por el ejercicio anterior es f * g = t4/12.

h(z,0) h(z,1) h(z,2) h(z,3)

— N W
— N W
— N W
— N W

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

La convolucién tiene muchas aplicaciones practicas entre las
que se encuentran el filtrado de sefiales f(t) con filtros3
particulares ¢(t).

En la figura®” se muestra una sefial f(¢) (superior en color
claro) formada por ondas de dos frecuencias bien diferenciadas.
Se aplica un filtro de paso bajo g(t) (en color rojo) y se calcula
la convoluciéon de ambos, dando lugar a la senal inferior en color
blanco que contiene la frecuencia menor de la senal original.

35Notar que 7T es una variable muda de la integral que define la convolucién y por tanto puede denominarse de miltiples formas.
36Ver por ejemplo "Clases de Ampliacién de Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
3Thttps://www.youtube . com/watch?v=I0XzLMgcLbg
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Teorema 4.10. Transformada de Laplace de la Convolucion

Sean f(t) y g(t) funciones continuas a trozos y de orden exponencial®® en [0, o), entonces:

L {fxg} = F(s5)G(s)]

Demostracion 4.10.

Teniendo en cuenta (4.1) y la definicién de transformada de Laplace®?, se tiene:

rce = [T [ ' Fr)att— ) i dt=2 {1 )

fxg

7

Conclusion del teorema de la convolucion:

L {f*g}=F(s)G(s)|

feg= / f@)gt-rydr| =

LTHF()G(E) = (Fra)®)]

Ejercicio 4.23. Calcular la transformada inversa de la funcion:

3

FO= @9

Este ejercicio se puede resolver mediante el método de descomposicion en fracciones simples (ver la
Seccion 4.4, pagina 113) pero aqui se resolveré aplicando el teorema de la convoluciéon y su definicion.
La funcion F'(s) se puede descomponer como producto de dos mas sencillas:

3 3 1

F = = = H
O =G~ Frosyz CWHE)
Por el teorema de la convolucion: L7HF(8)} =L HG(s)H(s)} = (g * h)(t)
—_ _ 3 L{senat}=a/(s*+a?)
_ -1 _p-1
g=2L"{G(s)} =% {324—9} sen 3t
Como
1 _1 1 fﬁ{a‘”}:l/(sfa) ot
= = %
h=%""{H(s)} =% { T2 e

Entonces, aplicando la definicién de convolucién:

t t
gx* h = / g(T)h(t - T) dT = / Sen(37’)672(t77—) d,,— P-P%’I‘tes
0 0

t

13

1 1
= ——(3cos37 — 2sen 37)e2("| =| — —(3cos3t — 2sen 3t) + i6_2’5
13 13

0

38Ver la Seccion 4.3.4, pagina 99.
39Ver la Definiciéon 4.3, pagina 95.
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4.5. Transformada de Laplace y EDO 123

Propiedades de la Convolucién

La convolucién es distinta que la multiplicaciéon normal, por ejemplo:

t
. 1*1:/ L-ldr=1lh=t#1
0

. 1*f:/otf(t—T)dT:/otf(T)dT;éf (de forma general )

Sin embargo la convoluciéon cumple algunas propiedades de la multiplicacion.

e Conmutativa: fxg=gx* f

Asociativa: (fxg)xh= fx*(g*h)

Distributiva respecto la suma: fx* (g+h) = (f*xg)+ (f xh)

Elemento Neutro: f*O:/wa(T)-Odrzo i (fx9)(0) Z/Oof(T)g(t—T)dT:O

Linealidad: f* (ag+0bh) =a(f*xg)+0b(f+xh) , abeR

Derivada de la Convolucion

(fxg) =Fxg si f(0)=0

Demostracion 4.10.

Demostremos que (f * g)’ = f’ * g si f(0) = 0. Tomando transformadas de Laplace™’:

L{(f*9)} =sL{fxg}— (f*9)(0) =sL{f} L {g}

L{f xgt =2L{f}L{g} =[sL{f} —f\@]iﬁ{g} =s£{f}2£{g}

Como son iguales, las funciones originales también lo son = (fxg) = f'xg.

Aplicaciones de la Convolucién

1. Calculo de transformadas de Laplace

Ejercicio 4.24. Calcular la transformada de Laplace de la siguiente funcion:
t
ft) = / e"sen(t —r) dr
0

I
s—1s2+1

¥ {/Ot ¢ sen(t — ) dr} 4 (e wsent) = L {!} £ fsent) =

1
(s—1)(s2+1)

40Ver el Teorema 4.8, pagina 111.
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124 TEMA 4: Transformada de Laplace

2. Calculo de transformadas inversas de Laplace

Ejercicio 4.25. Calcular la transformada de inversa de Laplace de la siguiente funcion:

1
(52 4 a?)?

1 1 1 1 1
(A — Y Ll L QR b [ G
{(32+a2)2} {s2+a282+a2} 2ra2(” $2 + a2
1 1 I
= ( senat) * ( senat) = —2/ senarsena(t —r) dr
a a a? J,

Teniendo en cuenta la relacion trigonométrica:

F(s) =

sen Asen B = %[COS(A — B) —cos(A + B)]
se tiene:

I 1 [t
— / senarsena(t —r) dr = — / i[cos(ar —at + ar) — cos(ar + at — ar)| dr =
a” Jo a” Jo

e 1 [1 !
= — [ [cosa(2r —t) — cosat]dr = — | —sena(2r —t) —rcosat| =
2a2 0 2a2 | 2a 0

senat — at cos at
2a3

—11ttt1(t)+0—
= % Sen a cos a % Sen a =

1
a2 [a sen at — t cos at} =

2a?

3. Resolucién de EDO*!

Ejercicio 4.26. Resolver el siguiente PVI:

{ y' +a?y = f(t)

y(0) =4'(0) =0

Empezamos tomando transformadas de Laplace a ambas partes de la ecuacion:
Ly +a’y} =L {f(t)} ; LAy} +a’L {y} = F(s)

donde F'(s) es la transformada inversa de la funcion f(¢) Ahora aplicamos el teorema de la
transformada de la derivada (ver la Teorema 4.8, pagina 111) a cada término:

[s°Y (s) = sy(0) =4/ (0)] +a’Y(s) = F(s) 3  (s°+a*)Y(s) = F(s) +y'(0) + sy(0)
Despejando y teniendo en cuenta las condiciones iniciales se tiene:

Y —_—\°)
() = 5

Si se conoce F(s), se puede aplicar la transformada inversa de Laplace a ambas expresiones y obtener
la solucion. Otra forma de expresar la solucion es el teorema de la convolucion (ver el Teorema 4.10,
pagina 122):

V0 = ) = F 2 [ g f )

41Ver la Seccién 4.5, pagina 115.
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4.5. Transformada de Laplace y EDO 125

Tomando la transformada inversa de Laplace a ambos términos y teniendo en cuenta la definicion
de convolucién (ver el Definicion 4.8, pagina 120):

LY ()} = ylt) = %(f(t) + sen at) = 2/0 F(r)senalt — ) dr

Finalmente:

y(t) = 2/0 f(r)ysena(t —r)dr

4. Resolucion de Ecuaciones Integrales de Volterra.

Definiciéon 4.9. Ecuacion Integral de Volterra

La ecuacion integral de Volterra en su forma mas general es:

50 =9+ [ 10K

donde la funcién K(¢,7) se denomina nicleo de la ecuacion. La version de la ecuacion con
convolucién es:

fm=m0+/fmmwer

Ejercicio 4.27. Resolver el siguiente PVI:

t
y' = cost + / y(r) cos(t —r)dr

y(0) =1 ’

En esta ecuacion aparece una integral de convolucién por lo que se trata de una ecuaciéon de Volterra.

/o y(r) cos(t — r)dr = y(r) x cos(t)

De forma anéaloga a los casos anteriores, tomamos transformadas de Laplace y aplicamos los teoremas
de la transformada de una derivada y de una integral®.

LYY =L {cost} + L {y(t) xcos(t)} = L {cost} + L {y(t)} L {cos(t)}

s s
Y(s) — y(0) = ——— + Y (s)——
SY() = (0) = g + V()
s s 2+s+1 1 1 1
Y - = 1 Y(s) == S =
(s)(s 52+1> 52+1+ ’ (s) 3 sTEt S
Tomando transformadas inversas:
(1 1 1 L {17} =nl/s" ] 12 i
H=L -4+ -+ = _ 1+t4+ — : t)=1+t+ —
v =2 {3+ 5+ ) titg i PUSIEEG

%Ver la Seccion 4.3.7, pagina 111.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo I



126 TEMA 4: Transformada de Laplace

5. Resolucion de Ecuaciones Integrodiferenciales.

Ejercicio 4.28. Resolver el siguiente PVI:

t
y' () +y(t) — / y(r) sen(t — r)dr = —sent
0
y(0) =1
Vemos que en esta ecuaciéon integrodiferencial aparece una integral de convolucion. Aplicamos

transformadas de Laplace a ambos términos de la ecuaciéon y aplicamos los teoremas de la
transformada de una derivada y de una integral y el teorema de la convolucién se tiene:

LY O} +L{yt)} — L A{y(t) xsen(t)} = £ {sent}
1
$2+1 241

Teniendo en cuenta la condicion inicial, agrupando y despejando Y (s) tenemos:

[sY'(s) = y(0)] + Y (s) = Y(s)

v(s) (51— Lo Y(s) : °
s)(s+1— = - ; s) = =
s2+1 s2+1 ’ s(s2+s+1) s2+s+1

Las raices del denominador son: —1/2 & iy/3/2, por tanto teniendo en cuenta las formulas de la
Seccion 4.4, pagina 113 para las transformadas inversas se tiene:

-1 s i tv3 1 3
yt) =% {(s+1/2)2+3/4} = y(t) =e <c052—\/§sen2>

6. Derivada de la Convolucion

Ejercicio 4.29. Resolver el siguiente PVI:
x
f@-1= [ 10)@-r)dr
0

f0)=1
Como: .
/ f(r)(x—r)dr=fxx con z,_,=0
0
Podemos derivar ambas partes de la ecuacion:

d d ;L N "
FU-D=F(xn) = f=(ea)=(0= [ sear

Notar que de aqui se deduce que f/(0) = 0. Derivando una vez maés se obtiene el siguiente problema
equivalente al original:

"o f”*f:O
=i = {f<0>=1 L F0)=0

A través de la ecuacion caracteristica obtenemos la solucion general del problema:
M=1 = A=+l = f(z)=cre”+ce "

Imponiendo las condiciones iniciales:

N |

f/(O) = C1 —Cy = 0

{ fO)=ci+eca=1
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4.6. EDOS y Senales 127

4.6. EDOS vy Seiiales

Definicion 4.10. Senal

Una senal es una magnitud fisica que se utiliza para transmitir informacién, como por ejemplo corriente
eléctrica, ondas acusticas, etc.

En determinados casos practicos es util interpretar las ecuaciones diferenciales en términos de sernales
(informacion) de entrada y de salida.

Sefal Senal
—_— —»
Entrada E DO Salida

Por ejemplo, sea la siguiente EDOL de segundo grado:

d*y y
a(t) 5 +b(t), +c(t) = f(t) F(t) : Seiial de Entrada
y(t) : Senal de Salida
y(0) = zo 5 y(0) =y

Podemos considerar la ecuacién como una expresion que define una determinada transformacién de una senal
de entrada f(t) en una sefial de salida y(t).

Ejemplo 4.8. Oscilaciones Forzadas

La ecuacion:
y' 4+ ay +cy = f(t)

representa el desplazamiento en funcion del tiempo y(t) de una masa m sujeta
con un resorte y sometida a fuerza f(t). Las constantes a y b dependen de la
masa suspendida, de las caracteristicas del muelle y condiciones de rozamiento.
En este caso la senal de entrada es la fuerza f(t) ejercida y la senial de salida il

es el desplazamiento que sufre el objeto en estas condiciones. —

En muchos casos de interés la entrada son funciones discontinuas o impulsos.

f Entrada d Salida
f(0) x(t)
|
 filt) st 0<t<th !
f(t) o { fg(t) si t>t i fa(t)
—_

|
|
|
|
|
| |
| |
t, t t t

Para determinar la salida (soluciéon) hay que resolver dos PVI: uno desde ¢ = 0 hasta t = ¢; y el otro desde
t = t1 en adelante.

{ a(t)x” + b(t)z' + c(t) = f1(t) { a(t)F + b()F + c(t) = fo(t)
z(0) =z ; x(0) = ) I(t)=a; ¥(t)=p
4 4
x(t) = crwi(t) + cawa(t) E(t) = &1 (t) + Eadio(t)
0<t<t t>t
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128 TEMA 4: Transformada de Laplace

En el segundo PVI los valores a y 8 deben cumplir una condicion de empalme referido al primer PVI:

{ g _ i:'(Ettll))

f(t)

El problema se complica méas si la senal de entrada es
discontinua de forma periddica, del tipo mostrado en la esta
grafica, donde es necesario resolver n PVI con n—1 condiciones
de empalme.

t

La utilizacién de la transformada de Laplace en estos y otros casos més generales simplifica enormemente
su resolucion.

Teorema 4.11. Transformadas de Funciones Peri6édicas

Si f(t) es continua a trozos en [0,00), de orden exponencial y peri6dica con periodo T*:

1 T
[e+D =10 = LU0 = o | O @

(o) T (e
L)} = /0 et F(t) dt = /0 e~ (1) dt + / e~ f (1) dt

T
Haciendo el C.V. t = u + T en la tultima integral:

[T e de= e [T ey dum et [T e g dum T (1)
0

T 0
T
Por tanto: L{ft)} = /0 e S f(t) dt + e TL{f(t)}

1 T
Al despejar £ {f(t)} se obtiene el resultado del teorema: L{ft)} = W/ e St f(t) dt
- 0

\.

Hay diferentes tipos de funciones periodicas que aparecen de forma habitual en los casos practicos. Algunas de
ellas se muestran en la siguiente figura.

) Onda Cuadrada ) Funcién Meandro 19| Func. Dientes de Sierra
— | — - — | — -
| | | | | | | [ | | | [
| | | | | | | | // |
| | | | | | | | | | | |
. : : : : v
a 2a 3a 4a t aj  2a;  3a 4y t a 2a 3a 4a t
| | | |
| | | |
| S—— | S—
0 |  Rectificacién de | Rectificacion de
Onda Triangular Onda Completa Media Onda
de sent de sent
a 2a t a 2a 3a t a 2a 3a t

Clases de Caloulo Il Pedro José Hernando Oter



4.6. EDOS y Senales 129

Ejercicio 4.30. Determinar la transformada de Laplace de una onda peridédica triangular de periodo
T = 2 y valor maximo m = 1 que en el intervalo [0, 2) se define como:

0]

t st 0<t<1 "
f(t)_{2—t si1<t<2

2a 4a t

Aplicando el teorema de las transformadas de funciones periédicas tenemos:

T 2
Lo} = ﬁ/o e SUf(t) dt = #/0 e SUf(t) dt =

S l—e2s
1 b S
= — St tdt (2 —t)dt
e | [ e [ el
1 1+st _,|" 1+st 2 2
— — |- 5 e—st + 5 e—st _ 7e—st —
1—e s 0 s s 1
1 l4+s _, 1 1425 o, 2 _, 1+s _, 2 _
T l-e [_ sz © +57+ s2 ¢ 50 T e e t3e ]:
B 1 (I+e*)?2]  (A+e*)? | 14e*®
T 1—e2 52 Cs2(1—e725) | s2(1l—e9)

4.6.1. Funcién Delta de Dirac

Introduccion

En ingenieria suele ser préctico la utilizacién de fuerzas externas de una cierta magnitud que actiian durante
un lapso muy breve de tiempo, por ejemplo un golpe en un sistema mecanico, un rayo en un ala de avion, etc.
Estas fuerzas se denominan impulsos y vamos a ver como simular este comportamiento de forma matemaética.

Definicién 4.11. Funcién Impulso Unitario

Se denomina funcién impulso unitario a la siguiente funcion definida a trozos:

f 5(1/(7671’/0)
0 0<t<ty—a J 2a

1 2al ]
Sa(t —to) = 5 fo—a<t<tota 3 i
| |
| |

0 t>t | ‘ ‘ >

2tota th-a i to+a t

La funcién impulso unitario tiene la propiedad:

/ Sult —to) dt = 1
0

Para valores pequenos de a, la funcion 6,(t — tg) es esencialmente una constante de gran magnitud que se
encuentra activada durante un breve tiempo alrededor de .

A partir de esta funcion se define otra de especial importancia en matemaéticas e ingenieria.
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130 TEMA 4: Transformada de Laplace

Definicion 4.12. Funcién Delta de Dirac

La funcion delta de Dirac se denota por §(t — t) y se define como el siguiente limite*?:

f - f

3t —to) 8(t — to)

8(t — to) = lim 6, (£ — to)
a—0

La funcion delta de Dirac 6(t —tg), no es una funciéon normal, siendo un ejemplo de las denominadas funciones
generalizadas o distribuciones.

Propiedades Basicas de la Funcién Delta de Dirac

(0.9] t:to

1. 6(t—t0):{ o ize
2. /Ooé(t—to)dtzl

3 [ - de = ()

Relacion entre Delta de Dirac y Escalén Unitario

Segtin la definicion de (¢ — tg) :

/Oté(:c—a)d:c:{(l) b<a_ Ut — a)

Derivando con respecto a t:

Transformada de Laplace de Delta de Dirac

A pesar de que la funcion delta de Dirac no cumple las condiciones suficientes de existencia de la transformada
de Laplace*?, si existe su transformada.

Teorema 4.12. Transformada de Laplace de Delta de Dirac

L{o(t—ty)}=e" ; t;>0

L)} =1 ; to=0

42La funcién delta de Dirac también puede definirse como el limite de una sucesién de funciones gaussianas.
43Ver la Seccion 4.3.4, pagina 99.
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Demostracion 4.12.

Expresando la funcién impulso unitario d,(t — to) a través del escalon unitario U(t — a) se tiene:

balt —t0) = 5 (ULt — (t0 — a)] ~ ULt — (1o + )]}

Por tanto: £ {0,(t —t9)} = — 2
sa

1 e—s(to—a) e—s(to+a) g esa _ p—sa
2a —°

S S

Al calcular el limite cuando a — 0 se produce una indeterminacion del tipo 0/0 que se resuelve facilmente
a través de la regla de L’Hopital, obteniéndose:

L {5(t — to)} = lim £ {0t — to)} = e~

La funcién delta de Dirac se suele utilizar en problemas practicos donde aparecen impulsos, aunque es necesario
tener en cuenta la definicién y propiedades vistas anteriormente.

Ejercicio 4.31. Encontrar la soluciéon del siguiente PVI:

{ Y + 2y + 3y = 56(t — 2)
y(0) =y'(0) =0

correspondiente a un determinado caso de un peso suspendido por un muelle y sometido a un impulso a
tiempo ¢ = 3. La variable y mide el desplazamiento del objeto sobre su estado de equilibrio.

Tomando transformadas de Laplace a ambas partes de la ecuacion se tiene:

L ) =0 -2) L)+ 22y} + 3L () = 5 {8t —2))
[s2Y () — sy(0) — s3/(0)] +25Y (s) +3Y(s) =5e > ;  Y(s)(s*+25+3) =be **
Y(s) = 5e™=* Se™=*

22125+3 (s+1)2+2

Tomando transformada inversa de Laplace y teniendo en cuenta el seqgundo teorema de traslacion™*:

e~ 2s } EE{e“t sen I)t}:l)/[(s—(1)2+[)2]

L7HY (s)} = y(t :5.58‘1{
s} = () (s+1)2+2 L-1{e—asF(s)}=F(t—a)Ut—a)

° [\}iet sent\/i] Ut — 2) ; y(t) = % e’ sen(t — 2)V2JU(t — 2)

t—t—2

Vemos que desde ¢ = [0,2) no hay 1.51
desplazamiento, para t = 2 se produce
el impulso. El resultado es un movimiento

oscilatorio amortiguado. 1.01

G =05

0.0 \—

44Ver el Teorema 4.4, pagina 104.
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5.1. Introduccion 135

5.1. Introduccién

El andlisis de Fourier fue introducido por el matematico y fisico francés Joseph Fourier en 1822 en su Teoria
analitica del calor, para tratar la solucion de problemas de valores frontera' en la conduccion del calor?.

Las series de Fourier estan formadas por términos seno y coseno que permiten representar funciones peridédicas
generales y constituyen una herramienta muy importante en la soluciéon de problemas en los que intervienen
ecuaciones diferenciales ordinarias® y parciales*. Este tipo de series son, en cierto sentido, mas generales que
las series de Taylor®, ya que muchas funciones periédicas discontinuas pueden desarrollarse en serie de Fourier,
pero no tienen representacion en serie de Taylor.

La introduccion a partir del siglo XIX de las series de Fourier y su representacién en forma de integrales de
Fourier supuso uno de los mayores avances en la fisica matemética y en sus aplicaciones en la ingenierfa. Asi,
mientras que la transformada de Laplace® es la transformada integral mas importante en ingenieria, la segunda
en importancia es la transformada de Fourier”. En la actualidad sus aplicaciones son muy amplias en diversos
campos, como: sistemas lineales, comunicaciones, electronica, 6ptica, redes eléctricas, etc.

5.2. Funciones Periddicas

Definiciéon 5.1. Funcién Periédica

I Una funcién f(x) es periédica si satisface la relacion:

\A/\ /WW/\ f@)=f@+T) ; vzeR , TeR"

Vi~ \/V“\/V"\

donde la constante T se denomina periodo.

Si f(x) es una funcién periodica definida en IR con periodo T, cualquier valor kT con k = £1,£2,- - también
es un periodo de la funcion.

flx +kT) = f(x) - k=41,42, -

Al menor de los periodos se denomina periodo principal.

Ejemplo 5.1. Periodicidad de las funciones

La funcién coseno es periodica con periodo 2w, sin embargo la combinacién de funciones coseno puede
cambiar el periodo e incluso generar funciones no periédicas como muestran los siguientes ejemplos®.

f(x) = cos(z) f(x) = cos(z/2) f(x) = cos(2z) + cos(3x) f(x) = cos(2z) + cos(mz)

[y
T

it ddnd LA A A A A kbbbl it
A AR L A

Periodica con T = 27 Periodica con T' = 4n Periodica con T' = 27 No periédica

Nota 5.1. Una funcién constante es una funcién periédica cuyo periodo es cualquier ntimero real positivo.

1Ver la Seccion 1.3.5, pagina 15.

2Ver la Seccién 7.4.2, pagina 188 y la Seccion 7.6.1, pagina 218.

3Ver temas 1-5.

4Ver el Tema 7, pagina 175.

5Ver por ejemplo "Clases de Calculo I para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
6Ver el Tema 4, pagina 91.

"Este tema no sera visto en este curso.

8Ver también la Seccién ??, pagina ?7?.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo I



136 TEMA 5: Series de Fourier

Definicion 5.2. Frecuencia

La frecuencia f de una funciéon periédica con periodo T se define como:

7=

1
T

y determina el numero de periodos (ciclos u oscilaciones completas) por unidad de tiempo. Se mide en
hercios (Hz=ciclos/s).

También es muy utilizada la frecuencia angular w definida como:

_271'

w=2rf T

que representa la rapidez de cambio de una magnitud angular, de modo que sus unidades son rad/s.

Definiciéon 5.3. Funciéon Armoénica Simple

T=27/w

A A : amplitud
‘ £(t) = Asen(é + wt) ‘ :  frecuencia angular

: wt : fase
¢ : fase inicial

S

5.3. Espacios Vectoriales de Funciones

Recordamos de Algebra Lineal’que un espacio vectorial es una terna (V, +,-) formada por un conjunto de
elementos'” V' en el que se definen dos operaciones + y - que cumplen una serie de propiedades (conmutativa,
asociativa, distributiva, elemento neutro, unitario y opuesto, etc.).

Definiciéon 5.4. Espacio Vectorial de Funciones

Un espacio vectorial de funciones es el conjunto formado por funciones reales f;(x) definidas en un

intervalo [a, b] junto con sus operaciones basicas y en el que se define el siguiente producto interno'!:

b
< f1, f2 >=/ f1(@) f2() dx

9Ver por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.

10Denominados de forma general vectores.

11E] producto interno es una generalizaciéon del producto escalar entre vectores para espacios vectoriales generales. Un espacio
vectorial real en el que se define un producto interno se le denomina espacio euclideo, mientras que si el espacio vectorial es complejo
se denomina espacio unitario.
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5.3. Espacios Vectoriales de Funciones 137

5.3.1. Funciones Ortogonales

Definicién 5.5. Funciones Ortogonales

Dos funciones f; y fo pertenecientes a un espacio vectorial de funciones se dice que son ortogonales
en un intervalo [a, b] si su producto interno es nulo en ese intervalo.

b
< i fo>= / fu@)fale) dz = 0

Ejemplo 5.2. Funciones ortogonales

0.4 f(z) =sin(z)cos(z)
02 ‘ ‘ Las funciones seno y coseno son ortogonales en [0, 27].
0.0

2m
s o o / sen(z) cos(z) dz =0
0

Definiciéon 5.6. Conjunto Ortogonal de Funciones

Un conjunto de funciones reales { f1(z), f2(x), fs(z),- - - } se dice que es ortogonal en un intervalo [a, b]
si para todo par de funciones distintas del conjunto se cumple:

b
<fi,fj>=/fi(x)fj(x)dx=o it

Definicién 5.7. Ortogonalidad Respecto a Funciones Peso

Un conjunto de funciones reales {fi(z), f2(x), f3(x),- -} se dice que es ortogonal respecto a una
funcién peso w(z) si:

b
/ W) @) de =00, it]

Ejemplo 5.3. Conjunto ortogonal de funciones

L0 El conjunto de funciones:
0.5 {cosnz}>2, = {1, cos(x),cos(2x),--- }
0.0 es ortogonal en [—m, ], ya que:

-0.5 / cos(nz) cos(mz)dx =0 con n#m

—T

teniendo todas ellas ademés el mismo periodo'?.

P
ol
INTX
Py
[
5
I
3
X
3

12Ver la Seccion 5.2, pagina 135.
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Definicion 5.8. Norma de una Funcion

La norma de una funciéon f(z) pertenecientes a un espacio vectorial de funciones definido en [a, b] se
define como:

If@)l =v< f, f>= P

Al valor || f()||? se denomina norma cuadrada de f(z

Definicién 5.9. Conjunto Ortonormal de Funciones

Un conjunto de funciones reales {fi(z), f2(x), f3(x), -} se dice que es ortonormal en un intervalo
[a,b] si es un conjunto ortogonal y ademas todas sus funciones tienen norma unidad en ese intervalo.

Ejercicio 5.1. Obtener un conjunto ortonormal de funciones en [—, 71| a partir del conjunto ortogonal:
{1, cos(x), cos(2x), - - - }

Hay que normalizar cada funcion dividiéndola por su norma en ese intervalo.

I = / ldx = V27 : | cos(na)|| =

Por tanto el conjunto ortonormal de funciones en ese intervalo es:

5.3.2. Bases de Espacios Vectoriales de Funciones

Recordamos que en el contexto del Algebra Lineal, si tenemos una base ortogonal'® B = {ty, -+ ,u,} de un
subespacio vectorial V' C R" de dimension finita n, entonces para cualquier v € V se tiene:

@7 -7
AR

~1

n
= E Gy =city + -+ eptly, ;3 G =2
— Ui = Uy
=1
donde w; - T es el producto escalar' de los vectores. Si ademés la base es ortonormal, cumpliéndose que
U; - u; = 1y por tanto ||u;]| = 1, se tiene:

I
<y
<y

I
7
&l
2
s
I
—
Sy
S
S
=
A
_|_
_|_
—
<
=)
S

C; = U; *

Vamos a extender estos conceptos a los espacios vectoriales de funciones.

. . . . ., . . 5 .
En el caso de espacios vectoriales de funciones con dimensién infinita'®, la base debe ser un conjunto
completo, es decir que la tnica funciéon ortogonal a todos las funciones de la base sea la funcion nula.

13Una base de un subespacio vectorial V de dimensioén n es un conjunto de n vectores del subespacio linealmente independientes.
Para que la base sea ortogonal, sus vectores tienen que formar un conjunto ortogonal (producto escalar nulo entre vectores distintos).

14Un tipo particular de producto interno.

15Es decir que estan formados por un conjunto de infinitas funciones, como por ejemplo el mostrado en el Ejercicio 5.1, pagina 138.
Los espacios vectoriales de dimension infinita (denominados espacios de Hilbert) a pesar de tener analogfas con el caso finito, presenta
diferencias relevantes que no se analizaran aqui.
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5.4. Serie de Fourier 139
Y fila)
Sea un conjunto infinito de funciones ortogonales'® en un intervalo [a, b] que forman ! !
un conjunto completo: | | f(=)
{fo(z), fi(=), fo(x),--- } a ) b
y sea una funcion f(z) definida en [a, b]. ! !
T
Bajo determinadas condiciones que se veran posteriormente'” se tiene:
o b
<fof> [, filx)f(z)dz
f(z) = cifi(z) = cofo(x) +erfi(z) +-- ; ¢ = = =
; ] I £:l? f;f?(x) dx
Nota 5.2. Notar la analogia en estas relaciones entre las funciones y los vectores del Algebra Lineal.
Si {f;(x)} es ortogonal respecto a una funcion peso'® w(x) entonces:
b
@) @) ds
T = b
[, w(z)f?(x) de
5.4. Serie de Fourier
1.0
El siguiente conjunto infinito de funciones:
0.5
‘ {cosnz,sennz} = {1, cosz, senz, cos2x, sen2x, - - - , COSNEL, SENNT, - - - } ‘
0.0
es ortogonal en el intervalo [—m, 7], y como consecuencia de la periodicidad o
de las funciones trigonométricas, es ortogonal en cualquier intervalo de ”
longitud 2. o 1 VA
Teniendo en cuenta: N
sena + senfl = 2sen 5 ﬂcosa :5 p
o a— o o —
cosa + cosf3 = 2cos ;ﬁcos 3 p ;  cosa — cosf = —2sen * 5sen 5 p
se tiene: . . .
/ lcos(nx) dx = / 1sen(nz) dx = / cos(nx)sen(ma) dx =0
0 si n#m 0 si n#m

T si n=m

/ " cos(na)cos(ma) dz — {

—T

; /7T sen(nz)sen(ma) de = {

o ™ si n=m

De igual forma, el conjunto:

{ R mr:c} 1 T T 2mx 2rx L nwT
COS——,sen—— o = COS—, Sen—, COS——, SeN———, - -+ , COS——, Sen———, - - -
L ) L ) L ) L ) L ) L ) 9 L ) L )
donde L € R — {0} es ortogonal en el intervalo [—L, L], ya que:
L L L L
/ lcos@ dr = / 1sen@ dt = / coswsenmmv dr =20 ; / ldx =2L
L L _r L L L L _L
L T AT 0 si n#m ] L onTE oy ™TE 0 si n#m
» cos——cos——dz =9 ;. o L ; » sen——sen——dz=4y ;o T

16Ver la Definicion 5.5, pagina 137.
17Ver la Seccién 5.4.1, pagina 140.
18Ver la Definicion 5.7, pagina 137.
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140 TEMA 5: Series de Fourier

Teniendo en cuenta la Seccion 5.3.2, pagina 138, este conjunto ortogonal de funciones puede ser utilizado para
descomponer funciones generales en términos de senos y cosenos.

Definicion 5.10. Serie de Fourier

La serie de Fourier de una funcion f(z) definida en el intervalo (—L, L)

esta dada por'? !
> nwr \ K
~ 22y Z:: (anc%— + bnsenT> W

donde los denominados coeficientes de Fourier a; y b; vienen dados por:
1 (L 1 [ nrx 1 [t nmx
—Z/_Lf(x)da: : anzz/_Lf(x)cos—L dx z bnzz/_Lf(x)s‘ 7

El valor aproximado (~) del desarrollo vendra dado por las condiciones de convergencia que se veran a
continuacion.

5.4.1. Convergencia de la Serie de Fourier

Vamos a empezar por una definicion.

Definicién 5.11. Funcién de Clase C! a Trozos
Se dice que una funcién f(z) es de clase C! a trozos en [a, b] si se puede dividir el intervalo en subintervalos
[a,b] = [a,z1] U [z1,22] U - - - U [2,,b] de forma que:
e f(x)y f'(x) son continuas en cada subintervalo (2, Tg41)- __/T )
° I |
e Los limites laterales de f(z) y f/'(z) en cada punto zj existen y \é ! N
son finitos. o b :
a I Tn b

Teorema 5.1. Convergencia de la Serie de Fourier

Si f(z) es de clase C! a trozos en (—L, L), entonces la serie de Fourier de f(z) en ese intervalo converge
en todos los puntos continuos del dominio, y en los puntos de discontinuidad zy converge al valor:

fzd) = lim f(x)

J(ag) + Iy o
’ flag) = lim_f(z)

19E] término ag suele aparecer divido por 2 por conveniencia, para que la formula posterior donde aparece su calculo tenga una
forma similar al del resto de coeficientes a,, y bp.
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Ejercicio 5.2. Obtener la serie de Fourier de la siguiente funcion:

1 0 si —1<2z<0
f(x)_{sc si 0<z<1

nmwx
~9 E cos T L 7)
(a COS sen

. ao—i/LLf(a:)dx—1/11f(17)d55—/010dx+/01xdz_0+[;](1)_

—1

1 b . 1 0 1
® a, = —/ f(z) cos — dx :/ f(x) cos(nmx) dz :/ de—i—/ zcos(nmz) dr =
L —L L —1 0

2

. 1
n impar : W(O—l—o_l): =3

1

= —— [nmsen(nmz) + cos mr:r]cl, =
n?mw

1
n par : W(O—l—l—(}—l):@

-1

. 1 1
nimpar : —— [T —-0+0-0] = —
1 n?mw nw

= —— [—nmx cos(nmx) + sen mmc](lJ =

1 L S 1 0 1
o b, = —/ f(z)sen — dz = / f(z)sen(nmz) de = / Odzx + / xsen(nrx) de =
L —L L —1 0

n2m2
—1
n par : —n 0+0—-0]=—
P n2m2 [=nm 40+ ] nmw
Por tanto, teniendo en cuenta los términos pares e impares se tiene:
(_1)n+1
~—+ cos|(2n — 1)mx| + ———— sen(nnz
Z(2n_1 (20— 1yma] + T son(ra)
donde los primeros términos son:
1 2 1 2 1
r) ~ — — —cos(mx)+ —sen(nxr) — — cos(3mx) — — sen(27wx) —
J(@) ~ 7 = = cos(mr) + — sen(rw) — 5= cos(3z) — o sen(2r)
En las siguientes graficas se muestra la evolucion de la convergencia en funcion de n.
n=1 n=>5 n =10 n = 50

0.8

o : 038

: 0.6

Pt 0.6 06

0.2 04 0.4 0.4

01 02 02 02
0

N 7 EavA ol

-1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5

Seccion 5.4.2, pagina 143).

Pedro José Hernando Oter
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En los extremos del intervalo se observan oscilaciones consecuencia del fendmeno de Gibbs (ver la
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142 TEMA 5: Series de Fourier

Ejercicio 5.3. Obtener la serie de Fourier de la siguiente funcion:

Yy
1 1 si -1<2<0
f(x)_{x si 0<z<1
1 1

ap = nmx nmx

f(ﬂc)~2+n§_:l(ancosL +bnsen—L)
1 L 1t 0 1 . 1 1 3
.aoif/,Lf(x)dxiIf,lf(z)dxi/llder/O xdzf[x}_1+{§]0f1+§ 5

1 [E nwr ! 0
o a, = Z/—L f(z) cosde = /_1 f(x) cos(nmx) dx —/ cos(nmz) dz+

—1

1 0
1
+/ x cos(nmz) de = { sen nmz} + —— [nmrsen(nrx) + cos nmc]é =
0 nm 1 nem
. ' 2
n impar : (O—O)+n2w2(0—1_0_1):_m

npar : (0—0)+ (O+1-0-1)=/0]

n?m?
L 1 0
o b, = %/ f(z)sen ? doe = / f(x)sen(nmz) de = / sen(nmx) dr+
—L —1

-1

1 1 0 1 L
+ | wsen(nmz)dr = |-—cosnmr| + —— [-nmrrcos(nmz) +sennnzl; =
0 1 n<m

nm
1 1 1 2 1 -1
n impar : [——]—F 22[n7r—0—|—0—0]:——+—:—
nm nm n=m nm nm nm
1 1 1 -1
n par : [-—&-}4—22[—71774—0—&-0—0]: —_—
nm nm n=m nm

Por tanto, teniendo en cuenta los términos pares e impares se tiene:

flx) ~ % + nz::l <_(2n—21)27r2 cos[(2n — 1)ma] — % sen(mrx))

En las siguientes graficas se muestra la evoluciéon de la convergencia en funcion de n.

n=1 n=>5 n =10 n = 50

1.1 1 1 1

1
0.9 0.8 0.8 0.8
g.j 06 0.6 0.6

: 0.4
06 04 0.4
0.5 02 0.2 0.2
0.4 o 0

Notar que en = = 0 la funcién presenta una discontinuidad, de forma que la serie de Fourier converge en ese
punto al valor medio del salto, en este caso 1/2. Ademas en las cercanias de este punto de discontinuidad
aparece también el fendmeno de Gibbs, como se explica en la siguiente seccion.
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5.4.2. Fenédmeno de Gibbs

La serie de Fourier no converge uniformemente en las cercanias de un punto de discontinuidad, incluso para
desarrollos con un ntmero de términos tendiendo a infinito, produciéndose variaciones de aproximadamente un
10% del salto de discontinuidad y pudiendo llegar al 18%.

n = 100
~ . . . . 1.1
Este fenémeno ocurre cada vez que las senales tienen discontinuidades de salto
(generalmente en los extremos) y siempre estaran presentes cuando la sefial tiene 105
oscilaciones fuertes. 1

En la grafica se muestra una ampliacion de la serie de Fourier cerca del salto que
se produce en el Ejercicio 5.3, pagina 142 para n = 100.

-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05

5.4.3. Extensidn Periddica de una Funcién

Como hemos visto?"| la serie de Fourier de una determinada funcién f(z) aproxima®! a la misma en un intervalo
(=L, L). Mientras que la serie de Fourier es una funciéon periodica con periodo 2L, la funcién original f(x) no
necesariamente lo es, por ello la serie de Fourier realmente converge a la extension periddica de la funcion f(x).

Definicion 5.12. Extension Peridédica de una Funcion

Dada una funcion f(z) definida en un intervalo (—L, L) se define su extension periédica a una nueva
funcién F(z) periodica con periodo 2L definida de la siguiente forma:

| F(z +2kL) = f(z)] , Va € (L, L) , kel

f(x) Extension Periédica de f(x)

3
<
?
¢
:

Ejemplo 5.4. Extension Periddica

En las siguientes graficas se muestran las series de Fourier (en rojo) de los ejercicios Ejercicio 5.2, pagina 141
y Ejercicio 5.3, pagina 142 en una region extendida del intervalo (—1, 1) donde esta definidas las funciones

originales.
1 1} mred
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
Ol 0
4 2 0 2 4 4 2 0 2 4

Se puede observar como se obtienen series periddicas en todo R con periodo 2.

20Ver la Definicién 5.10, pagina 140.
21Ver el Teorema 5.1, pagina 140.
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5.4.4. Series de Fourier de Senos y Cosenos

En el caso de que la funcion f(z) sea par o impar,

f(@) par <= f(—x) = f(x) ;

f(z) impar

TEMA 5: Series de Fourier

= [f(-2) = - [f(2)

la serie de Fourier de la funcién se simplifica, debido a las propiedades de este tipo de funciones.

e Las funciones pares son simétricas respecto al eje y, mientras que las funciones impares son simétricas

respecto al origen.

f(a) =2 (par)

-1 1 z

e El producto de funciones pares es una funcién par.

e La suma y resta de funciones pares es una funcién par.

e La suma y resta de funciones impares es una funcién impar.

f(x) par: :1 flx)de = 2/; f(z)dzx

El producto de funciones impares es una funcién par.

Propiedades en la integracion de funciones pares e impares:

El producto de una funcién par por otra impar es una funcién impar.

f(z) impar:

’ flz)dx =0

—a

Tener en cuenta que la funcién coseno es par mientras que la funcioén seno es impar.

f(z) = cosz (par)

SRS

Serie de Fourier de Cosenos

f(z) = senx (impar)

En la serie de Fourier de una funciéon par solo aparecen términos coseno.

I 2 [
aozzlL@dxzz/) f(x)dx
par

1 L
ap = — f(ac) cos—d
L) &2
ar
f(z) par P T
| ——
par

1 L
by, = —/ f(x) sen? dr =0
o ——~—
impar
—_———

impar

Clases de Caloulo Il
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a + Z nmwx
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n=1
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5.4. Serie de Fourier 145

Serie de Fourier de Senos
En la serie de Fourier de una funciéon impar solo aparecen términos seno.
flx)de=0

L~~~

impar

aozf

L
L
ap = — fx) cos 2L gy = 0

L) Y L
impar — > nmwx

f(z) impar N par flz) ~ Z b, sen <

impar n=1

L
L

L L
2
bn:f/ f(z) sen? dmzz/ f(x)sen?dw
_Limpar m 0
—_———

par

Ejercicio 5.4. Obtener la serie de Fourier de la siguiente funcion.
f(z) = z? ; —T<zr<m

Al ser una funcién par, se tiene:

1 [r 2 [T
aO:Z[Lf(x)dx:;[) 22 dr =

1t 2 (7 2
an =7 /_L f(z) cos ? dr = ;/0 x? cos(nz) do = —3 [2nz cos(nz) + (n°2® — 2) sen(nx)], =

73

3

0 3

BN

n=1 n=>5 n =10 n = 50
7
6 8 8 8
5
4 6 6 6
3 4 4 a
2
1 2 2 2
0
0 0 0
3 2 1 o0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3 3 =2 1 0 1 2 3

En este caso como no hay puntos de discontinuidad no se presenta el fenémeno de Gibbs en todo R. En
la siguiente grifica se muestra la serie de Fourier de la funcién 22 para n = 50 en el intervalo [—5m, 5pi].

10
18 ]

6L ]

-15 -10 -5 0 5 10 15
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146 TEMA 5: Series de Fourier

5.4.5. Desarrollo en Semi-intervalos. Series de Senos y Cosenos de una Funcién

También se pueden obtener la serie Fourier de una funcion en un intervalo (0, L), en lugar de un intervalo centrado
en el origen (—L, L). Para ello se puede completar la parte izquierda (—L,0) con una funcion arbitraria. Lo mas
sencillo es completar con funciones que la transformen en una funcién par o impar, de forma que sus respectivas
series sean de senos o cosenos. La eleccion dependera de cada caso particular.

Y Y

|
~
[y
|
=~
e~ -

e Si se elige la forma par, la serie resultante se denomina serie de Fourier de cosenos de f(x) en el
intervalo [0, L] y la nueva funcion resultante se denomina extensiéon par de f(z), que sera continua
en todo R (figura abajo izquierda).

oo 1 I ) .
f(x)Nao—i_;anCOS% ; ao:f/o flx)dz an=z/0 f(a:)cos—mlixdx

e Si se elige la forma impar, la serie resultante se denomina serie de Fourier de senos de f(z) en
el intervalo [0, L] y la nueva funcion resultante se denomina extensiéon impar de f(x), apareciendo
puntos de discontinuidad (figura abajo derecha).

= nmwT 2 [r nwx
f(x)~;bnsen7 ; bn_z/o f(x)sen == do

<
a

Ejercicio 5.5. Obtener la serie de senos y la serie de cosenos de la siguiente funcion.
1
flz) == ; 0<z<l1
1

a) Serie de cosenos
1

2 [* 2 [ 2
aofz/o f(:c)dzfi/O xdz2{2} =1

0
9 L 1 0 n par
an:—/ f(@cos?dx:Q/ fUCOS(me)dx:{ 4
0 0

L 32 n impar
b, =0
n = 50
1
0.5 1 3 4 2 1
fl@)~35 —chos[( n—1)ma]

0 n=1

2 1 0 i )
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5.4. Serie de Fourier 147

b) Serie de senos

ag =0 ; an =10
—— n par
9 L 1 ™
bn:f/ f(x)senwdeQ/ xsen(nrx) de =
L 0 L 0 2 .
—  n impar
™m
n = 50

'0/ / f(z) ~ Z(—l)”“%sen(nwx)

5.4.6. Continuidad, Derivabilidad e Integrabilidad de las Series de Fourier

Como consecuencia de la convergencia de las series de Fourier (en sus diversas versiones: completa, de senos
y de cosenos) se obtienen las siguientes propiedades sobre la continuidad, derivabilidad e integrabilidad de las
series Fourier.

Continuidad de las Series de Fourier

e Series de Fourier: Si f € C! a trozos en [—L, L], entonces su serie de Fourier es continua si y solo
si f es continua en [—L, L] y f(—L) = f(L).

e Series de Senos: Si f € C! a trozos en [0, L], entonces su serie de Fourier de senos es continua si y
solo si f es continua en [0, L] y f(0) = f(L) =0.

e Series de Cosenos: Si f € C! a trozos en [0, L], entones su serie de Fourier de cosenos es continua
si y solo si f es continua en [0, L].

Notar que la que menos requerimientos necesita para la continuidad es la serie de cosenos y la que maés la serie
de senos.

Derivabilidad de las Series de Fourier

e Series de Fourier: Si f € C! a trozos y su serie de Fourier es continua entonces ésta se puede derivar
término a término, y la serie obtenida es la serie de Fourier de f’(z). .

e Series de Senos: Si f € C! a trozos en [0, L], entonces su serie de Fourier de senos se puede derivar
término a término si y solo si f es continua en [0,L] y f(0) = f(L) = 0. En estos casos la serie
obtenida es la serie de Fourier de Cosenos de f'(x).

e Series de Cosenos: Si f € C! a trozos en [0, L], entonces su serie de Fourier de cosenos se puede
derivar término a término si y solo si f es continua en [0, L]. En estos casos la serie obtenida es la
serie de Fourier de Senos de f'(z).

Notar que la derivada de la serie senos de una funcion en [0, L] si f(0) # f(L) (que suele ser lo més habitual) no
corresponde con la serie de la derivada de la funcion, que como hemos visto, corresponde con la serie de cosenos
de f'(z) en [0, L].
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148 TEMA 5: Series de Fourier

Vamos a obtener una formula que permite obtener la forma apropiada de la serie de f’(x), a partir de la serie
de senos de f(z) en los casos f(0) # f(L), dada por:

= nmc 2 L nmwx
5 b, = — r)sen — dx
CEDICE: =7 [ fasen™
La derivada punto por punto de esta expresion seria:
T nmc
T 2t

Pero como hemos visto, ésta no es la serie de la funcion derivada f’(x) si no cumple f(0) = f(L) = 0. La
verdadera serie de la derivada corresponde con la serie de cosenos de f'(z). La calculamos:

f(z) = 9 S an cos 2L i ag = —/ flx)ydx / (= s—dx (5.1)
2 — L L J,
Calculamos los coeficientes
2 [t 2 Lo
== = = = Z0f(L) -
w=1 | Feie= 7 s@| =7 - o)
u=cos "f* , du=—%Fsen "

2 nrzl 2nm [ nmw 2 " nmw
= [f@reos 7]+ [ F@ysin T de = TU(D) cc:s(r)m) —FO)+ by = Z(=1)" ()= FO)+ b,
—1)n
b %

fy @ > nrr |1 > [2 " nm nwT
)=+ S ancos T = 20— O] +3 | ZUD" D) = £+ b con "

Derivacion de la Serie de Fourier respecto a un Parametro

En muchos casos précticos?? se necesita derivar series de Fourier respecto a variables (pardmetros®®) que no
aparecen en los términos de la serie. En el siguiente teorema se explica la forma de hacerlo.

Teorema 5.2. Derivacion de la Serie de Fourier respecto a un Parametro

Sea una funciéon u = u(z,t) continua en [—L, L] x [0, 00) tal que du/dt € C* a trozos como funcién de
€ [-L, L] para cada t € [0,0), entonces la serie de Fourier de u(x,t) dada por:

nmwx

Su(x,t) = ap(t +Zan cos——I—Zb sen—

se puede derivar término a término con respecto al pardmetro t, obteniendo:

oo

0 _ , T =,
—Su(z,t) = ap(t) + Z a,, (t) cos < s Z b, (t) sen <

at n=1 n=1

22Ver el Tema 7, pagina 175.
23Ver la Definiciéon 1.14, pagina 13.
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Integrabilidad de las Series de Fourier

149

Si f € C! a trozos, entonces sus tres series de Fourier se pueden integrar término a término, y el resultado es

una serie que converge para todo x € [—L, L] a la integral de f(z).

Notar que la serie obtenida no siempre es una serie de Fourier. Por ejemplo, si f € C! a trozos en [—L, L] con

serie de Fourier:

oo o0
nmwx nmwx
Sf(z,t) =ao+ E ancosT—&— E bnsenT
n=1 n=1
Su integracion término a término da lugar a:

/ Sf(r)dr= aor| + Z anl mrx
L

(o) xr
Z anL nmwx
— COS —
I 1 nm L

_ e L
B I > | anL nwT > | a,L nmx
=ao(z+ L)+ Z | s - sen(—nm) | | — Z | cos - cos(—n)
0' n=1 (_‘1)n
> a,L NTT  ~= anL nmwx
L InZ gen 11T " [(=1)" = cos "7
oz + )+; —sen— +nZ::1 . (=1)" — cos T

Esta serie solo es de tipo Fourier si ag = 0.

5.4.7. Forma Compleja de la Serie de Fourier

Sea la serie de Fourier de una funcion periddica f(x) con periodo T = 2L,

2mnx
flx +Z(ancos + by sen 7 ) +Z<ancos +b sen T )

donde los denominados coeficientes de Fourier a; y b; vienen dados por:

1 [ 1 [r nwT 1 [ nwT
73/,Lf(x)dx ; an:ZLLf(x)cosde ; bn:Z[Lf(x)seanz
Definiendo la frecuencia angular®*
2 m
wo = =7 = f(z) ~ ? + Z ay, cos(nwox) + by, sen(nwox)]
n=1
Usando ahora la definicién de coseno y seno general:
einwox + e—inwom
cos(nwor) = _ _ . .
2 o0 TnwWoT —inwoT InwWoT —inwoT
:>f(x)~@+ [ae te +be —¢
n n .
einwga: _ efinwoz 2 ne1 2 2
sen(nwox) = 5
Teniendo en cuenta que 1/i = —i:
f + Z |:G,n - " znwoz + an —’Q_an einwow:|

(5.2)

24La frecuencia f = 1/T se mide en Hz =ciclos/seg donde T es el periodo (tiempo que tarda un ciclo), mientras que la frecuencia
angular wo = 27 /T se mide en rad/seg, cumpliéndose wo = 27 f. El subindice 0 se pone para diferenciarla de la variable w que se

usara en la definicién de la transformada de Fourier del Tema 77, pagina 77.

25Estas férmulas se obtienen facilmente a partir de la férmula de Euler e’ = cos x+isenx, dando lugar a cos(z) = (e** +e7%%)/2
sen(z) = (e** — e~ %%)(2i), generalizando las funciones trigonométricas a valores complejos. Ver por ejemplo "Clases de Algebra
Yy ;) 8 g ] ) g

Lineal para Ingemerla en la Bibliografia, pag. 313.
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150 TEMA 5: Series de Fourier

definiendo:
Co — a0/2 o) ) )
cn = (an —iby)/2 =  f(z)~co+ Z (Cn€ ™07 + c_pe” " 0T) (5.3)
C—n = (an, +ib,)/2 n=1

Reemplazando?® n por —n en el segundo sumatorio y teniendo en cuenta que a_,, = @y, b_, = —b,, y by = 0 se

tiene finalmente,

o — 00
flx) ~co+ Z Cpe 0T Z cpemoT =
n=1

n=—1

se obtiene la denominada forma compleja de la serie de Fourier, donde los coeficientes c¢,, se pueden obtener
mediante las formulas de la Ecuacion (5.3) y Ecuacion (5.2) o bien directamente de la siguiente forma:

1 L nTxr . nwx
= E/Lf(.f) (COST —ZSGHT) de

2

a, — by, 1 L nmwx o [F nmwx
= =5 =57 l/Lf(x)cosLdz—z/Lf(x)senLd:z:

_1/Lf()—in7rm/Ld . c7
Cn_2L > T)e T ;oon

Ejercicio 5.6. Encontrar la forma compleja de la serie de Fourier de la siguiente funcion.

Yy

1 si O0<z<L
f(‘”)_{—l si ~L<z<0

Notar que en este caso T'= 2L y wy = 27/T = 7/L. Calculamos los coeficientes:

_1/L ,f( ) 7in7r1:/Ld _L /L 7in7r:c/Ld /0 7in7r1:/Ld _I/L 7in7r93/Ld _
tn = 57 » z)e T =57 Oe T 7Le T\ =57 7Le x =

_ l /L e—in‘n-x/L do = ;]‘ |:e—7ln7-ra;/L:| L _ L (e—inﬂ _ 1) — L [COS(n?T) _M_ 1] —
L J mnm 0o nmw nmw
) —21
S | N A
nmw (=1) ] (2n+ 1)m "
Y por tanto:
= inwoT = —2i inwoT
f(z) ~ Z Cpe'Mor = Z 7(271—1—1)776 0 =
21 1 ] 1 5 3 3 1 5 1 -,
— ?7’ ( o0 ge—f’nwox + ge—&woz + e—uuo:v _ ezwoz _ §€3zw0z _ g€5uuom . >

26Se puede hacer el mismo cambio de variable en el primer sumatorio dando como resultado una exponencial negativa y
posteriormente en la formula del coeficiente ¢, daria lugar a una exponencial positiva. Ambos casos son equivalentes y se pueden
de ver las dos formas en la bibliografia.
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6.1. Introduccion: Problema de Autovalores Matricial 153

6.1. Introduccién: Problema de Autovalores Matricial

Recordamos de &lgebra lineal' que dada una matriz cuadrada A € C"*" se definen sus autovalores o valores
propios A € C y autovectores o vectores propios v € C" asociados, a aquellos que verifican:

AT=X0 5 T#0
El célculo de los autovalores da lugar a una ecuacion polinémica de n soluciones dada por:
JA-—M|=0 = X={A\,---, A}

El conjunto de valores \; se denomina espectro de la matriz A. Para cada uno de los autovalores \; existe un
subespacio vectorial asociado (autoespacio) de al menos dimensién® 1 que se determina calculando ker(A — \;1):

A los vectores de una base del autoespacio asociado a cada autovalor \; se denominan autovectores asociados
a ese autovalor.

Este proceso se puede generalizar para operadores diferenciales®.

6.2. Problema de Autovalores en Operadores Diferenciales

Definiciéon 6.1. Problema de Autovalores en Operadores Diferenciales

Sea L un operador diferencial lineal* de orden n y u(z) € C* una funcién no nula definida en un intervalo
[a,b], que satisface ciertas condiciones frontera®. Se dice que A € C es un autovalor o valor propio
del operador L con autofuncién o funcién propia asociada u(z) si se verifica el problema:

L Operador Diferencial Lineal

+ — AeC Autovalor o Valor Propio de L
Condicions Frontera u(z) #0 Autofuncion o Fun. Propia de L

Nota 6.1. Es facil comprobar que si u(z) es una autofuncién asociada al autovalor A entonces cu(z), siendo ¢ una constante
no nula, también serd autofuncion asociada a A, por tanto, basta con que las autofunciones se definan con una dnica constante
multiplicativa.

Las condiciones frontera mas comunes para una funcion u definida en [a, b] son:

e Condiciones de Dirichlet:  u(a) = u(b) = 0.
e Condiciones de Neumann: /(a) =/(b) = 0.
e Condiciones Periédicas: u(a) = u(b) , u(a)=1d'(b).

Veamos ejemplos de problemas de autovalores de un operador diferencial sencillo.

6.2.1. Casos Practicos
Vamos a encontrar los autovalores y autofunciones del operador diferencial L = —D? = —%.
Buscamos autovalores A € C y funciones no nulas u definida en [a, b] sujeta a ciertas condiciones frontera.

Lu = \u ; —— = Au ; w4+ A =0
x

IVer por ejemplo "Clases de Algebra Lineal para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.

2La dimensién maxima del autoespacio es la multiplicidad algebraica de su autovalor asociado.
3Ver la Definicion 1.4, pagina 5.

4Ver la Definicion 1.5, pagina 6.

5Ver la Definiciéon 1.18, pagina 15.
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154 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

Caso 1: Condiciones Frontera de tipo Dirichlet

Tenemos el siguiente problema de valores en la frontera (PVF)® formado con una EDO lineal de segundo orden
homogénea con coeficientes constantes”:

u(z) €[0,L] , L>0 (6.1)

u' +Au=0 ]
uw(0)=0 ; u(L)=0 ’

Analizamos bajo que valores de ) se obtienen soluciones u no triviales (distintas de cero), probando para valores
A=0,A<0y >0

e A=0

d2
PR

Aplicando las condiciones frontera:

0 ; —u=c ; ‘“(‘L) Tarte ‘

dx

uw(0)=0 : ¢04+c=0 = =0
uw(L)=0 : ¢L=0 = =0

En este caso se obtiene la solucién trivial, por lo que A = 0 no es un autovalor.

e A\ <0

Por simplicidad en los resultados vamos a utilizar el cambio de variable A\ = —k? con el pardmetro k > 0.
v —k2u=0

A través de su ecuacion caracteristica® podemos obtener la solucién de la EDO.

m?2—k* =0 ; m==k = u(z) = c1eF® 4+ ek

Para encontrar los valores de ¢; y ¢o de acuerdo a las condiciones frontera es més sencillo expresar la

solucion de la siguiente forma: para los valores particulares ¢y = co = 1/2y ¢; = 1/2y ¢co = —1/2 se tiene:
kx —kx kx _ _—kx
u(z) = % = cosh kx ; u(x) = % = senh kz
f(z) = cosh(x) f(x) = senh(z) f(z) = tanh(x)

Teniendo en cuenta que las funciones cosh(z) y senh(x) son linealmente independientes, la solucion se
puede expresar como combinacién lineal de ambas:

‘u(.r) = ¢y cosh(kx) + co senh(kx) ‘

Entonces, aplicando las condiciones frontera:

w(0)=0 : leg+0c2=0 = ¢ =0
w(L)=0 : cgsenh(kL)=0 = ¢ =0 — u(z) =0
#0

Por lo que se vuelve a obtener la solucién trivial y ningan valor A < 0 es autovalor del problema.

8Ver la Definicion 3.6, pagina 53.
"Ver la Seccion 3.2, pagina 57.
8Ver el Teorema 3.3, pagina 57.
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6.2. Problema de Autovalores en Operadores Diferenciales 155

e \A>0

Al igual que antes, por simplicidad en los resultados vamos a utilizar el cambio de variable A = k2 con el
pardmetro k > 0.

W'+ kPu=0

A través de la ecuacidn caracteristica asociada a la EDO podemos obtener la soluciéon de la ecuacion.

m2+k =0 ; m==+ki = ‘11(7’) = c; coskx + cosen kx

Entonces, aplicando las condiciones frontera y teniendo en cuenta el comportamiento de las funciones
€OSeno y seno:

f(x) = cos(x) f(x) = sen(x)
N AN OO
—2m - JFO m 2T —27 - 0 T ™
-1 =1

uw(0)=0 : 1lcg+0c2=0 = ¢ =0

nm
u(L)=0 : ¢ sen(kl)=0 = k,L=nm ; k,=
M~ N—— L
#0 0
Por tanto las soluciones del problema (autofunciones) son en este ! n=1
caso:
05
nwx
un(x):@sen(T) i n=1,2,3,--- 0
La constante c¢o # 0 indica que cualquier multiplo no nulo de las 0.5
autofunciones también es autofuncion. Teniendo esto en cuenta,
vamos a tomar de forma genérica co = 1 (grafica izquierda). -1

/2 I

Finalmente el conjunto de autovalores y autofunciones asociadas del PVF definido en el caso 1 es un
conjunto infinito dado por:

2 2 2
2 T 4mt 9w
dn—ka? = () An={§§§}

) = cvn (22 B =

Notar que el conjunto de estas autofunciones es un conjunto ortogonal de funciones’, que
corresponden en este ejemplo a las funciones que aparecen en el serie de Fourier de senos'’

9Ver la Definicion 5.6, pagina 137.
10Ver la Seccién 5.4.4, pagina 145.
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156 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

El problema representado en la Ecuacion (6.1) representa diferentes problemas fisicos como por ejemplo los dos
siguientes:

—— ™ Deflexion de una columna delgada frente una carga vertical,
. \ ¥
[ E : mobdulo de Young (elasticidad)
| . . .
; ot | Bl + Py=0 I : momento inercia sec. transversal
: (0) = y(L) = 0 P . carga
| y y L longitud columna

deflexion columna (despl. horiz.)

|
i
| =
N

Oscilacién de una cuerda respecto a un eje vertical a
velocidad constante:

i T tension tangencial cuerda
Ty + pw?y = 0 p den51.dad lineal cuerda'
" (0) = y(L) =0 w velocidad angular de giro
y L longitud de la cuerda
Y forma de la cuerda
Los diferentes modos de giro dependen de los valores del
s pardmetro \ = (pw?)/T.

Nota 6.2.
e Estos problemas explican de forma practica porqué A solo puede ser mayor que cero para producir soluciones no triviales.
e La Ecuacion (6.1) aparece en el estudio de la ecuaciéon de ondas unidimensional (ver la Seccion 7.5.1, pagina 202).

Caso 2: Condiciones Frontera de tipo Neumann

En este caso tenemos el siguiente PVFE:

{ ' +du=0

W(0)=0 ; u'(L)=0 ; u(z) €[0,L] , L>0

Al igual que el caso anterior, estudiamos los tres posibles casos de .

e A=0

W=0 = ‘u(x)=01x+02\ ;o (r)=a

Teniendo en cuenta las condiciones frontera:

wW(0)=0 : ¢ =0
{ W(L)=0 : ¢;=0 - ) S
En este caso A = 0 si es un autovalor del problema, siendo la autofuncién asociada una funcién constante.

e A <0

Como se vio anteriormente, si hacemos A = —k? la solucion en este caso es:

‘ u(x) = ¢ cosh(kx) + ¢ senh(kx) ‘ ; u'(x) = crksenh(kx) + cok cosh(kz)

Teniendo en cuenta las condiciones frontera:

wW'(0)=0 : cokcosh(0)=0 = =0
uW(L)=0 : c¢ksenh(L)=0 = ¢ =0

Por tanto A < 0 no es autovalor del problema.
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e \A>0

Como se vio en el caso anterior, haciendo A = k2 la solucioén es:

‘ u(x) = ¢1 coskx + ¢ sen ka ‘ ; u'(x) = —crksen kx + cok cos kx

Teniendo en cuenta las condiciones fronteras:

wW(0)=0 : ckcos(0)=0 = =0
uW(L)=0 : c¢ksen(kLl)=0 = k,L=nw ; k,=— , neN

Por tanto la solucion del problema (autofunciones) es en este caso:

5 n:Oa1a27"'

TLTI'.T)

Un () = ¢1 cos (T

Notar que ahora el valor de n empieza en 0, en lugar de 1 como -0.5
el caso anterior. Igual que en el caso anterior, vamos a tomar de n=3
forma genérica ¢; # 0 como ¢; = 1. -1.0

L)2 L

Finalmente el conjunto de autovalores y autofunciones asociadas del PVF definido en el caso 2 es un conjunto
infinito dado por:

2 2 2
D) ™ A4r° 9w
M=k = () AZ{L—L—L—}

L
n=01,2,-

O ppp— (%) () = {COS (”L_m) cos (QWT”J) }

Notar que el conjunto ortogonal de funciones {cos(nmz/L)}>2 , corresponden con las funciones que aparecen
en el serie de Fourier de cosenos (ver la Seccion 5.4.4, pagina 144).

c=1

Caso 3: Condiciones Frontera de tipo Periddico

Por simplicidad, para este caso vamos estudiar el siguiente PVF:

u(xr) € [-L,L] , L>0

{ u' +Au=0 _
u(—L) =u(L) , u'(-L)=4'(L) '

Nota 6.3. Si en lugar del intervalo [—L, L] el problema estuviera definido en un intervalo general [a,b], con b > a, las
condiciones frontera serfan u(a) = u(b) y u/(a) = v/(b) y haciendo el cambio de variable:

r+ L
2L

se obtendria el siguiente PVF en la variable r:

(b—a) ; =x€lab] ; rel[-L,L]

r=a-+

d?u n 0
i N
a2 " L>0
u(—=L)=u(L) ; v(=L)=v/'(L)

Una vez resuelto siguiendo el procedimiento que veremos aqui, se obtendrian los autovalores p y autofunciones asociadas u(r)
y deshaciendo el cambio de variable se pueden obtener los autovalores y autofunciones originales mediante:

2L 2L)?
(x—a) /\=Qu
b—a

S =0 b—a)2

Al igual que en los casos anteriores, estudiamos los tres posibles casos de .
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158 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

e A=0

V=0 = ‘u(r) =T+ C ‘ ;o u(r)=a

Teniendo en cuenta las condiciones fronteras:

{ u(-L)=wu(L) : —cqL+c=ciL+cy = ¢ =0 . w(@) = o3

W(=L)=u'(L) : c1=c1=0

En este caso A = 0 si es un autovalor del problema, siendo la autofuncién asociada una funcién constante.

e A <0
Como se vio anteriormente, si hacemos A = —k? la solucion en este caso es:
‘ u(x) = ¢ cosh(kx) + ¢ senh(kx) ‘ ;i /(7)) = ciksenh(kx) + cok cosh(kx)
Con las condiciones frontera y teniendo en cuenta que cosh(—xz) = cosh(z) y senh(—xz) = —senh(z):

u(=L)=u(L) g;gsh(kf)— co senh (kL) :M—i— ¢y senh(kL)

2cosenh(kL) =0 = =0
20

u'(=L)=u'(L) : —ciksenh(kL)+ cokcosh(kL) = ¢iksenh(kL) + cokcosh(kL)

2¢cysenh(kL)=0 = ¢, =0
20

Por tanto A < 0 no es autovalor del problema.

e A>0

Como se vio en el caso anterior, haciendo A = k2 la solucioén es:

‘ u(z) = ¢ cos kx + o sen kx ‘ ; u' () = —crksen kx + cok cos kx

Con las condiciones frontera y teniendo en cuenta que cos(—z) = cos(z) y sen(—z) = —sen(z):

u(—L)=u(L) : cicostkL) — 2sen(kL) = ¢; cos(kL) + co sen(kL)

2 ¢g sen(kl)=0 = k,L=nm , n=1,2,---
#£0

W (—=L)=u'(L) : ciksen(kL) —&—M: —ciksen(kL) —|—M

2 cksen(kl) =0 = k,L=nm , n=1,2,---
-

#0
En ambos casos se puede obtener una solucién no nula para \,, = k2 = ”222 > ( siendo los autovalores y
autofunciones asociadas, tomando ¢; = ¢ = 1:
nm nm
() = cos(kz) = cos(zV\) = cos (Tx) ; Usy () = sen(kz) = sen(zvV/\) = sen (Tm)

2,2
Pt} e () aneae

Notar que para cada autovalor ), hay dos autofunciones asociadas'!, indicando que la dimensiéon del
autoespacio asociado es 2 (cualquier combinacién lineal de esas dos autofunciones es también una
autofuncion asociada al autovalor).

11 Corresponderia con una base del autoespacio asociado al autovalor.
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6.2. Problema de Autovalores en Operadores Diferenciales

Como A = 0 también es un autovalor con autofuncién asociada'? {1}, podemos expresar el conjunto completo

de autovalores y autofunciones de este problema, incluyendo el valor n = 0 de la siguiente forma:

’fl27T'2
U

AN
L =1
n=012- ==
o ( ) { 7”L7TSC+ 77,7T.T}
Up () = 4 cOS — + sen ——
L L

Notar que el conjunto ortogonal de funciones {cos(nmx/L),sen(nwz/L)}>2, corresponden con las funciones

que aparecen en el serie de Fourier (ver la Seccion 5.4, pagina 139).

Resumen
L. 8%u
Problema Bésico de Autovalores 922 +Au=0
u(0) =0 w'(0)=0 u(—=L) = u(L)
Cond. Frontera { W(I) =0 { W'(L) =0 W/ (~L) = '(L)
nm\ 2 nm\ 2 nm\ 2
Autovalores ( L ) ( L ) ( L )
An n=12, n=0,1,2, - n=0,1,2,
Autofunciones i x _nmx . nmx nmr
sen —— cos —— sen —— , €08 ——
Serie . - _nmw _ = nmT _ > _nmw '
flz) = 7;1 B, sen T flz) = nZ:OAn cos —— flx) = nZ:OAn cos — + B, sen A
1 [E 1 [F
A() = Z/O f(f) dx A[) = ﬁ /;L f(CE) dx
2 [F x 2 [F 1 [F :
Coeficientes B, = Z/o f(z)sen % dr | Ap = Z/o f(z) cos 5 dx A, = T [L f(x) cos ? dx
L )
B, = %/_L f(x)sen % dz

Notar que las soluciones forman conjuntos completos ortogonales y por tanto, podemos con ellos desarrollar

con ellas determinadas funciones f(z) en forma de series.

12Cualquier constante valdria, indicando que cualquier de sus multiplos (combinacién lineal) es también autofuncion.
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160 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

6.3. Problema Regular de Sturm-Liouville

Los problemas anteriores son casos particulares del problema regular de Sturm-Liouville.

Definicion 6.2. Problema Regular de Sturm-Liouville

Dadas p(x), p'(z), q(z) y r(z) funciones reales continuas en el intervalo [a,b], donde p(z) y r(z) no
cambian de signo en ese intervalo'?, se define el problema regular de Sturm-Liouville al siguiente
PVF:

%[P(l‘)y’] + [q(z) + Ar(2)]ly =0

(6.2)
Ary(a) + B1y'(a) =0
Asy(b) + Bay'(b) = 0

donde las constantes A; y By no pueden ser cero a la vez, al igual que Ay y Bs.

Caracteristicas de los Problemas Regulares de Sturm-Liouville

Los problemas regulares de Sturm-Liouville tienen una gran importancia en la préactica ya que aparecen en la
resolucién de un nimero importante de EDP'*. Ademas desde un punto de vista tedrico retine un conjunto de
caracteristicas de una gran relevancia'® que veremos a continuacion.

e Las incognitas de este tipo de problemas son el autovalor'® \ y sus autofunciones asociadas y(z).
e La EDO es homogénea, al igual que las condiciones frontera'”, por tanto es un PVF homogéneo'®.
e Los PVF homogéneos siempre tienen la solucion trivial nula, que no tiene interés.

e Las condiciones frontera de este caso son separadas, ya que cada condiciéon implica solo un punto en
la, frontera'?.

e Existe un numero infinito de autovalores reales \y < Ao < -+ < A\, < ---, donde \,, — oo cuando
n — 00.

e Para cada autovalor existe un autoespacio de una determinada dimension, formada por las
autofunciones asociadas al autovalor.

e Cada autofuncién y,(x) con n > 1 tiene n — 1 ceros en el dominio (a,b).

e El conjunto de autofunciones es ortogonal respecto a la funciéon peso (x) en el intervalo [a, b].

b
/ () Yn ()Y (z) dz = 0 : g 5= N

13Muchas veces se considera, sin pérdida de generalidad, que g(x) > 0 y r(x) > 0. A la funcién r(x) se le denomina funcién peso.
14Ver el Tema 7, pagina 175.

15 Algunas de estas caracteristicas o propiedades forman parte del conocido como Teorema de Sturm-Liouville.
16Ver la Definicion 6.1, pagina 153.

7Una condicién frontera Ay(zo) + By'(x0) = C con C # 0 se dice no homogénea.

18 la ecuacion o las condiciones frontera no son homogéneas, el problema se denomina no homogéneo.
19Condiciones del tipo A1y(z1) + B1y/(z2) = C1 y Asy(x1) + Bay/(z2) = Ca se denominan acopladas.

20Ver la Seccion 5.3.2, pagina 138.

21También llamada "de clase C! a trozos", ver la Definicién 5.11, pagina 140.

22Ver la Seccion 6.3.2, pagina 164.

23Ver la Seccion 6.3.3, pagina 167.
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6.3. Problema Regular de Sturm-Liouville 161

e Las autofunciones forman un conjunto completo®’ y por tanto cualquier funcion suave a trozos!

f(x) se puede representar en forma de serie de Fourier generalizada®’ de las autofunciones:
(oo}
T) ~ E anyn ()
n=1

e Cada autovalor esta relacionado con su autofunciéon asociada mediante el cociente de Rayleigh?®.
—pyy'le / p(y")? - qy*)dz

/ry dx

Nota 6.4. De forma general, en la resolucién de este tipo de problemas es necesario resolver EDO numéricamente para
encontrar el valor de los autovalores.

Ejercicio 6.1. Obtener los autovalores y autofunciones del siguiente problema.

{ v +2y +(14+ Ny =0
y(0) =y'(1) =0

Aunque inicialmente puede no parecerlo, se trata de un problema regular de Sturm-Liouville donde
p(z) = q(z) = r(z) = €2, (ver la Seccion 6.3.1, pagina 163 y el Ejercicio 6.2, pagina 163).

Hay dos tipos de EDO en funcién de que A = —1 o A # —1.

1. Si A = —1, la ec original es en este caso: y” + 2y = 0 cuya ec. caracteristica es:
2 _ _ _ _ y(z) = c1 + coe™ 2"
r+2r=r(r+2)=0 = r=40,-2} = { Y (2) = —2cp0-2

Imponiendo las cond. iniciales:

{ y(0)=0: 0=c1+c
0.

0=-20e2 = cu=0=¢ } = A =1 no es un autovalor

2. Para A # —1, la ec. caracteristica es:

-2+ 4—4(1+)\)
2 Vv /
r4+2r+(14+N)=0 = r= 5 1+vV-=A

En funcion del signo del interior de la raiz dara tipos de soluciones distintas. Estudiamos tres casos:
A=0,A<0(con A# —1)y A >0.

—_0. _ ’ y(z) = cre™® + cowe™!
e A=0: r=—1 (raiz real y doble) = { Y (2) = —c1e=" + coe—t — come—?
Teniendo en cuenta las condiciones frontera:
y(0)=0 : ¢ =0 —
{ y’((l)) =0 : e l—cet=0 } — y(z) = cove

Por tanto es un autovalor con autofuncién asociada | yo(z) = xe™"
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162 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

e A<O0(AN#£—-1): A=—k* | k>0 = r=—1+k (raices reales y distintas)
y=crelT1TRT L e(C1=Re e (1 R)eCTIHRT (1 4 ke TR

Teniendo en cuenta las condiciones frontera:

y(0)=0 : c1+c=0; c=—q
Y1) =0 : c(-1+ke "k —cy(1+k)e "7 =0

c(=14+ke e+ ke =0 ; cetef(-1+k)+eF1+E)]=0
Para encontrar soluciones no nulas ¢; # 0 y como 10
e”! > 0, buscamos si es posible que el término e
restante sea nulo: 5
—-1—-k
k —k 2k _
—“1+k)=—*1+k) ; = 0
R (R I
_ —1—k
Representando graficamente ambas funciones se > o
observa que solo k£ = 0 es solucién. Como buscamos 10

k > 0, se deduce que no hay autovalores para A < 0. -10 -5 0 5 10
e A>0: A=k | k>0 = r=—1+%ki (raices complejas)
y(x) = e *[ci cos(kz) + casen(kx)] 5y (x) = e *[(kea — 1) cos(kz) — (c1k + c2) sen(kx)]

Teniendo en cuenta las condiciones frontera:

y(0)=0 : ¢ =0
{y’(l)zO : coekcos(k) —sen(k)] =0 = ;o A=k, k>0

10
Esta es una ecuacién transcendente que no tiene 5
soluciones analiticas. Resolviendo numéricamente
con algun sotfware informético se pueden encontrar )
las soluciones positivas, que denominaremos fi,:
5
kn = un = {4.49341, 7.72525, ---} ; neN
-10
-10 5 0 5 10
Los autovalores y autofunciones asociadas a este caso son:
2 . _ .
A = p | s ‘yn(az) = e “sen(u,x) ‘ ;7 neN

Teniendo en cuenta el primer autovalor \y y su autofuncién asociada, el conjunto completo de autovalores
y autofunciones del problema son:

- wle) = e

; ‘/\n:ﬂnQ‘ ; ‘yn(z):e’msen(unz)‘ i neN
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6.3. Problema Regular de Sturm-Liouville 163

6.3.1. Forma Autoadjunta
La EDO de la Ecuacion A.4, pagina 293,

d

T [p()y ]+ [a(o) + M)y = 0

se dice que esta es su forma autoadjunta. Cualquier ecuaciéon de la forma,

a()y” + bla)y’ + [e(x) + Ad(z)]y = 0

donde las funciones coeficiente son continuas y a(x) # 0 en un determinado dominio, se puede poner en la forma
autoadjunta en ese dominio. Para ello:

1. Se divide la ecuacion entre a(z),

L bw) e | d@)]
v >“Lu>“a<w>]y0

2. Se multiplica la ecuacion por el factor integrante exp[[ b(z)/a(x)],

el ¥ 4ol B V) b(z) o Juafel@) yd@)]
(L(L) yite (L(.L)+ a(x) Y
[ ‘e J f(r>):|
3. Se identifican los términos:
d | jua) [ =) o) [ v d(z)
— a(@) a(@) el a@) =0
& |S=Y | T @ T ) |
p(x
q(x) r(x)

No es necesario expresar una ecuacion en su forma autoadjunta para poder resolverla, pero si es necesario si
se quiere conocer la funcion peso () que define la ortogonalidad entre las autofunciones (ver la Seccion 6.3,
pagina 160 y la Seccion 6.3.2, pagina 164.).

Ejercicio 6.2. Obtener la forma autoadjunta del Ejercicio 6.1, pagina 161.
y'+2+(1+Ny=0

En este caso a(z) = c¢(z) = d(z) = 1, b(z) = or tanto no es necesario dividir por a(x). Calculamos
entonces el valor de la exponencial exp[ [ b(z

~ b(x) .
ej a@) — ej 2dz _ 62z

y multiplicamos toda la ecuacién por este valor:

2z //+262my/+62$(1+>\)y:0
_/_/

ey

La forma autoadjunta es por tanto:

d
d—y[€2””y’] +e(1+ Ny =

donde p(x) = g(z) =r(z) =e¢
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164 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

6.3.2. Serie de Fourier Generalizada

En la Definicion 5.10, pagina 140 se vio como la serie de Fourier:

fz) ~ % + ; (am:os? + bnsen?)

permite aproximar una funcién f(z) de clase C! a trozos** en el intervalo (—L, L) mediante una serie infinita

formada por funciones seno y coseno que forman un conjunto completo de funciones ortogonales?®.
Como hemos visto”®, en un problema regular de Sturm-Liouville®”:

L pe)y) +a(e) + Ar(e)ly =0
Ayy(a) + Buy/(@) =0
Azy(b) + Bay'(b) =0

se obtiene como soluciéon un conjunto completo de autofunciones que son ortogonales con respecto a la
funcion peso r(x):

b
< YnsYm >= / 7(2)Yn () Ym () dx = 0

Este conjunto completo de funciones ortogonales se pueden utilizar para aproximar funciones de forma anéloga
a como se utilizan las series de Fourier, generalizando este proceso.

Teorema 6.1. Serie de Fourier Generalizada

Si f(x) es de clase C! a trozos en [a, b] que satisface las condiciones frontera del problema (6.3), entonces
su serie de Fourier generalizada viene dada por:

b
/rMﬂm%mm

@~ Y anne)| 0 |an = mfE@ >
n=0

< ynvyn >

L%mﬁmw

donde r(x) es la funcion peso, {y,(x)} es el conjunto de autofunciones de dicho problema y a, los
correspondientes coeficientes®®.
Dicha serie converge a f(z) en los z € (a,b) en los que f es continua y hacia £[f(z7) 4+ f(z™1)] en los

z € (a,b) en los que f es discontinua.

Las series de Fourier Generaliza, en sus distintas formas®’, tienen un papel muy importante en la soluciéon de
problemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP), como se veré en el Tema 7, pagina 175.

24Ver la Definiciéon 5.11, pagina 140.
25Ver la Seccion 5.3.2, pagina 138.
26Ver la Seccion 6.3, pagina 160.
27Ver la Seccion 6.3, pagina 160.
28Ver la Seccion 5.3.2, pagina 138.
29Ver la Seccion 6.4.2, pagina 172.
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6.3. Problema Regular de Sturm-Liouville 165

Ejercicio 6.3. Dado el siguiente problema de Sturm-Liouville:

v' -y +dy=0 , 0<z<2
y'(0)=0, ¥'(2)=0

a) Calcula sus autovalores y autofunciones asociadas.
b) Encuentra la forma autoadjunta de la ecuacion y la relacion de ortogonalidad entre las autofunciones.
c) Expresa la forma de la serie generalizada de Fourier de una apropiada funcion f(z) en términos

de las autofunciones del problema, en el intervalo [0, 2].

a) Buscamos soluciones no nulas en funcion del pardmetro A. Notar que el valor A\ = 0 da lugar a un
problema de naturaleza distinta y por tanto es necesario estudiar este caso aparte.

e A=0

y'—y =0 Ll 2 —m =0 ; mm—1)=0 = m={0,1} = ‘y(x):clJchez

/ . —
y'(x) = coe” { Z,Eg; B 226;9 0 } = |y(z)=c1 #0 ‘)\ =0 si es autovalor‘
= coe? =

EcC
—

1++v1—4X\
e \#0 m?>—m+A=0 ; m=———"0—|; 1—4A=0 = )=

Estudiamos los posibles casos de A # 0.

e A=1/2: m=1/2 (doble) = |y(z) = e"/?*(c; + c22)

() = "/ a ‘;2) Y(0)=F +c2=0
viz)=e (62+2+2m{ — G 1926 =0

1
E A= 3 no es autovalor

e A< 1/4: m={r1,re} (realesy #) = ‘y(a:) =c1e"” 4+ cpe™”

y/({[;) = clrle'flﬂ? + CQTZeTgx { y/(o) =cir + CoTy = 0 }

Y (2) = e171€2™ + carge?™ =0

Donde el determinante del sistema es:

T1 T2

279 27, )
rie?™  pge2m

=rire(e”? —e

Para que este sistema tenga soluciones no nulas el determinante tiene que ser cero, pero para
ello la tinica forma es que ;1 = r3 lo que no es posible y por tanto:

1
= det#0 = S.C.D. = == )\<1noautovalor , AF£D

Notar que aqui no se tiene en cuenta el caso A = 0, que como hemos visto antes, si es un
autovalor.
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166 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

1 VAN —1 1
eA>1/m=-4iY 0T =41 = m=-xHi | u>0
2 2 2 2
y(z) = /2 |¢; cos Th o sen %]
2 2
1 1
y'(x) = /2 (gcl sen M—; + 501 cos M—; + 502 sen %E + %02 cos N;)
y(0)=c1+pc2=0 . €1 = —jcy
y'(2) = (e1 + pea) cos 4 (co — pey) senp =0 cosenp =0
2,2 1
p=vVaAN—1l=nm ; |\, = % i yn(2) = coe®/? (fmrcos?Jrsen?) , In>0
Por tanto los autovalores y autofunciones del problema son:
>\02022 : yo(x)=c#0
1
B = % : yn(x) = ce®/? (—mrcos? +sen?) , n=1,2---

b) La forma autoadjunta del problema de Sturm-Liouville viene dada por:

i (M0 E) + lata) + Ar@late) =0

Para nuestro caso: 3’ —y' + Ay =0 ; e J¥ =e " — 7%y —y ) +e Ay(z) =0
—_——
(e—zy/)/
Asi, la forma autoadjunta de la ecuacion del problema:

La relacion de ortogonalidad entre las autofunciones y;(x) viene dada a través de la funcion peso

r(z) =e"".

b 2
/N@M@M@W=0=ﬁ /eﬂmmwwmzo
a 0

¢) Serie generalizada de Fourier de este caso:

f@)~ > Apynl@) 3 z€[0,2] 5 A=
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6.3. Problema Regular de Sturm-Liouville 167

6.3.3. Cociente de Rayleigh

Como hemos visto®” el cociente de Rayleigh relaciona los autovalores y autofunciones de un problema de Sturm-

Liouville. Para obtenerlo basta multiplicar la EDO del problema por una autofuncién y(z) e integrar en todo
el dominio [a, b]:

b b b
) +ay+ X y=0 ; / y(py') dx + / qy® dx + A/ ry? dz =0
a a a
Aplicando integraciéon por partes a la primera integral se tiene:

b b
b
/ y (py') de = pyy’la—/ p(y)? dx
a VH/_/ a

u dv

Por otra parte, como 7(x) # 0 se tiene que fab ry? dx # 0, v por tanto se puede despejar el autovalor A quedando:

—pyy'l} / [p(v')* — qy®] da

//ydac
a

Como generalmente las autofunciones de un problema de Sturm-Liouville no se conocen, la férmula del cociente
de Rayleigh no sirve para calcular los autovalores, sin embargo resulta muy 1til en la estimacién de los mismos,
sobre todo cuando no se pueden determinar de forma analitica. Para ello se utiliza el principio de minimizacion.

Teorema 6.2. Principio de Minimizacion

El primer autovalor A\; de un problema regular de Sturm-Liouville coincide con el valor minimo del
cociente de Rayleigh sobre todas las funciones continuas a trozos u (funciones test) que satisfacen las
condiciones frontera del problema (aunque no necesariamente la ecuacion diferencial).

b
[—puu/1® + / [p(u')? — qu?] dz
A1 = min &

u b 2
ru” dx
a

El primer autovalor \; (el mas pequefio) tiene importancia préactica en diferentes problemas®'. Haciendo uso
del cociente de Rayleigh visto en la seccién anterior se puede obtener una estimacién del valor del primer
autovalor, a través de una cota superior, mediante el principio de minimizacioén siguiente.

30Ver la Seccién 6.3, pagina 160.
31Por ejemplo esta relacionado con la solucién estacionaria a largo tiempo de la ecuacién del calor (ver Seccion 7.4,
pagina 186).También, por ejemplo, esta relacionado con la frecuencia del armoénico fundamental en la ecuacién de ondas.
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168 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

Ejercicio 6.4. Sin resolver el problema, encontrar una acotacion del primer autovalor A\; del siguiente
problema con condiciones Dirichlet:
{ y'+Ay=0
y(0) =y(1) =1
Este problema fue resuelto en la Secciéon 6.2.1, pagina 154 y sabemos que el primer autovalor para L =1

es \] = 72 ~ 9.87. Vamos a buscar funciones test sencillas u(z) que verifiquen las condiciones frontera
u(0) = u(1) = 0. Vamos a usar una funcion lineal, otra cuadratica y otra trigonométrica:

_J o= x<1/2
TV 11—z z>1)2

uy=x(r—1)=2° -z uz = sen(mx)

Notar que en este problema se tiene:
(y) +ay+rry=0 = p(z)=r()=1, q(x)=0

Usando el principio de minimizacion:

1 1
—pally+ [ p? —atlde [ @)

AL < i = 1
/ ru? dz / u? dx
0 0

Notar que el primer término s —puu’|(1J = —p(D)u(1)u’'(0)+p(0)u(0)u'(0) = 0, ya que las funciones cumplen
las condiciones frontera y por tantou(0) = u(1) = 0.

Usando cada una de las tres funciones test u; seleccionadas podemos obtener una cota superior de A1, siendo
la mejor aproximaciéon aquella que se obtenga la menor cota, ya que segin el principio de minimizacion, el
valor minimos sobre todas las funciones continuas que cumplan las condiciones frontera corresponde con
la autofuncion y; .

/01(1/1)2 dx /01/2(1)2 dx + /1;(—1)2 dx

.)\1< :12

S T =2 I
/ ui dzx / 7 dx—l—/ (1—x)*dz
0 0 1/2

-/Ol(ug)2 dx /01(7rcos(7rx))2 dx

T = /2
/ u3 da / (sen(mz)? da
0 0

Notar que la aproximacion obtenida con la funcion test us es mejor que la obtenida con wq, al ser mas
pequeidia y la aproximacion de ug coincide exactamente con el valor A1, ya que y; = sen(rz) es la primera
autofuncion del problema.

0)\1§ :71'2%9.87
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6.4. Problemas No Regulares de Sturm-Liouville

En determinadas ocasiones aparece el problema de Sturm-Liouville dado la Ecuacion A.4, pagina 293,

d
= [p(@)y]+ [ale) + Ar(@)ly =0
x
Ary(a) + Bry'(a) =0
Asy(b) + Bay'(b) =0
pero sin cumplirse las condiciones para que sea un problema regular?? de Strum-Liouville. En estos casos los
problemas se clasifican como:

e Problema Singular de Sturm-Liouville: Si las funciones p(x) y/o r(z) se anulan o no son continuas
en los extremos del intervalo [a,b]. En estos casos es posible que la solucion no esté acotada en estos
valores y para obtener soluciones con la propiedad de ortogonalidad es necesario imponer condiciones
de acotacién también denominados de compatibilidad?3.

e Problema Peridédico de Sturm-Liouville: Si p(a) = p(b) y las condiciones frontera son de tipo

periodico:
{ y(a) = y(b)
y'(a) =y'(b)

En este caso solucion y(z) se puede extender como una funcién perioédica en el dominio infinito®*.

Vamos a ver un par de ejemplos practicos sencillos del tratamiento matemaético de estos casos.

Ejercicio 6.5. Obtener los autovalores y autofunciones del siguiente problema.

zy’ + 2y + Azy =0
y acotada en z =0
y(1) =0

Este es un problema singular de Sturm-Liouville, ya que p(z) = x se anula en el extremo izquierdo x = 0.
Si las condiciones frontera fueran y(0) = 0, y(1) = 0 la tnica solucién es la trivial y = 0 para cualquier
valor de A, por ello se relajan estas condiciones imponiendo la acotacién en el extremo z = 0.

Si hacemos el cambio de variable u = xy se tiene:

{ v =y+axy

W=y o+ =2+ 2y — xy’ +2y +dey=u' + A u=0

Esta ecuacion ya se resolvié en el Seccion 6.2.1, pagina 154, y solo aparecen soluciones no triviales para
A > 0 de la forma:

cos TV sen zv/\
1 + co

u = c; cos VA + co sen 2V — y=c .
x x

Para que la solucién sea acotada en x = 0 es necesario que ¢; = 0. Con la otra condiciéon de contorno:

y(1)=0 = O=c¢senVA = VA=nr , A=n?’7> | neN
sen nmx
Yn = ——
T

Para conocer la relaciéon de ortogonalidad es necesario encontrar la forma autoadjunta de esta ecuacion.
Siguiendo los pasos de la Seccion 6.3.1, pagina 163:

2
1. y”—}—;y’—&—)\y:O

2. el T = g2logr — 32— 22y 4 9y 4+ Ay =0

32Ver la Definicién 6.2, pagina 160.
33Ver el Ejercicio 6.5, pagina 169.
34Ver el Ejercicio 6.6, pagina 170.
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d .
3. d—[x2y’] +Ay=0 = r(z)=2
T

Por tanto las autofunciones y,, son ortogonales respecto al peso 7(x) = x2.

Ejercicio 6.6. Obtener los autovalores y autofunciones del siguiente problema.

y' +Ay=0
y(0) = y(L)
y'(0) =y'(L)

Este es un problema periédico de Sturm-Liouville, debido a las condiciones periédicas. Vamos a analizarlo
para los casos A =0, A <0y A > 0, teniendo en cuenta que el polinomio caracteristico es en este caso:

m24+X=0
e \=0
yY' =0 = y=ci+cx
Teniendo en cuenta las condiciones frontera:
y0)=y(L) : ca=ci+cl ; «oL=0 = =0
y(0)=y'(L) : y=c1 ; ¢ =0 (se cumple)
Por tanto A = 0 es un autovalor del problema con autofuncién asociada y = ¢;.
e A <0
Como se vio en la Seccion 6.2.1, pagina 154, si hacemos A = k2 la solucién en este caso es:

y = clekw +(1_2€7kz

como esta solucién no esté acotada cuando z — 0o 0 x — —o0, la solucién no puede ser periddica,
por tanto no hay autovalores negativos.

e \>0

En este caso la solucion es:
y(z) = cicosxk +cosenzk 3 y'(x) = —ciksenxk + cok cos vk

Teniendo en cuenta las condiciones frontera:

y(0)=y(L) : c¢1 =cicosLk+ cosenLk
y'(0) =y (L) : co=—cysenLk+ cycos Lk

se obtiene un sistema de ecuaciones lineales. Si ¢; = 0y ¢o # 0, o bien ¢; # 0y ¢o = 0 entonces
k = 2nw/L. En el caso de que ninguno de los dos sea cero, multiplicando la primera ecuacion por ¢;
y la segunda por ¢, y sumando se obtiene el mismo resultado k = 2n7/L.

Por tanto el problema tiene soluciones no triviales para los autovalores y autofunciones:

n=1 n=3

1
2
= <QT£7T) : n e N 0.5 n=2 4

(@) 2nmx + 2N -0.5
() = cos sen
g L L 4

/2 L
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6.4.1. Ortogonalidad en las Funciones de Bessel

El siguiente problema de autovalores para el caso particular de la ecuaciéon de Bessel paramétrica® representa
un ejemplo de un Problema Singular de Sturm-LiouvilleS.

d dy m? B

(6.4)
y(L)=0
ly(0)] < o0
Con el cambio de variable z = zv )\ se tiene:
oz B B o dy  dfdz .dzy_d,, dz
o= W@ =R =16 F= LTV s = P OVAE = )

se obtiene:

B () )0 A ()

multiplicando por z se obtiene la ecuacion de Bessel®”:

d df 2 2 _ . 2 ¢l / 2 2 _
Zdz(zdz>+(z m?) f=0 ; 2Z2f" 2+ (22 =m®)f =0
La solucién general, teniendo en cuenta el cambio de variable es:
f(2) = c1dm(2) + 2V (2) =2 y(x) = 1 Jm (V) + Y (V)
1 |

Las funciones J,, (V) v Yy (2v/)\) son funciones
escaladas de las originales J,,,(z) e Y, (z).
De forma general una funcion J,,(az) encoge la

0.5 *
grafica de la funcién original si a > 1 y la ensancha —
si a € (0,1) (ver grafica). %
De esta forma, si z¥, es el cero k-ésimo de la funcion =

Jm (), los correspondientes ceros z¥ de sus funciones
escaladas también quedan escalados de la siguiente
forma:

In(ZE)=0 = a2F =28 — |2F =2 /a

Teniendo en cuenta que y(0) debe ser finito, implica que ¢z = 0 ya que Y,,(0) es infinito®® y por tanto:
y(x) = c1Jm(2VN)
Con la condicion y(L) =0 se determinan los autovalores:
T (LVA) =0

Por lo que el valor Lv/A debe ser un cero de la funcion de Bessel J,,,(2). Si designamos mediante 2/, el n-ésimo
cero de la funcion J,,(z) se tiene®”:

n 2
LV n=2" = |An= (Zm> (6.5)

35Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84.

36Ver la Seccion 6.4, pagina 169.

37Ver la Seccion 3.4.4, pagina 82.

38Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84.

39Notar que para cada ecuacién con valor m hay un niimero infinito de autovalores \,, y esta expresion es analoga a A, = (n7r/L)2,
donde nm son los ceros de senz.
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172 TEMA 6: Problemas de Autovalores de Sturm-Liouville

Las autofunciones son entonces:

Yn(z) = (/) = JIn(z2l /L) 3 n=0,1,2---

Para cada m hay un conjunto infinito de autofunciones y,(z) para el problema singular de Sturm-Liouville
dado por (6.4) que forman un conjunto completo de funciones ortogonales con la funciéon peso = de forma:

L
/0 Tn(@VA) Iz /X)) mdz =0, i#]

L ;
\/ L .

0

6.4.2. Serie de Fourier-Bessel

En base a todo lo realizado en el apartado anterior, se puede establecer un teorema muy importante en

aplicaciones practicas®’.

Teorema 6.3. Serie de Fourier-Bessel de Orden m

Toda funcién f(z)suave a trozos en [0,L] se puede representar mediante una serie de Fourier
)
generalizada™' con las autofunciones obtenidas en el apartado anterior, de forma:

oo N2
Zm
o~ nz:%A" Im(@VAa) |5 A= (T)

conocida como serie de Fourier-Bessel de orden m, y cuyos coeficientes A,, pueden determinarse
por la condicién de ortogonalidad®? de las funciones de Bessel con respecto a la funcién peso z:

L
/ f(@) I (zA/An) x dx
A = L0

n L
/ J2 (x\/\) v de
0

2 L
- L2J%+1(Z%)/C; f(@) Im (2 An) v dz

donde 2, es el n-ésimo cero de la funcion J,,(x) y A, es el n-ésimo autovalor del problema (6.4) dado
por la ecuacion (6.5).

40Ver por ejemplo la Secciéon 7.4.3, pagina 198 y la Seccion 7.5.3, pagina 212.
42Ver el Seccion 6.4.1, pagina 171 y el Teorema 6.1, pagina 164.
42Ver la Seccion 6.3.2, pagina 164.
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1

Ejercicio 6.7. Aproximar la funcion:

—_—~ Ay T (v M)
2 Z nYym n
1+ o

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

en el intervalo [0, 5] mediante funciones de Bessel de primera clase J,,(z).

En este caso L = 5 y teniendo en cuenta el teorema anterior se tiene:

n 2
) ;o Ap

Con un ordenador y a través de algtn lenguaje de programacién apropiado
coeficientes de forma sencilla, haciendo uso de las definiciones internas de las funciones de Bessel y sus
correspondientes ceros.
En la siguiente grafica se muestra un resultado de estas simulaciones usando diferentes términos de la
serie infinita, n = 2, n = 5, n = 10 y n = 100. En rojo aparece la funcién original f(z) y en azul
su aproximacién para distintos valores de n. Vemos que al aumentar el nimero de términos aumenta la
precision del ajuste, aunque en los extremos se puede observar en algunos casos fenémenos similares al
efecto Gibbs (ver Seccion 5.4.2, pagina 143). Dependiendo de la funcion y el intervalo de definicion [0, L]
se puede obtener una mayor o menor velocidad de convergencia.

5 )\71:<

n=2

173

5
/0 f(x) Jo(xn/Ay) wda

n=10

43Por ejemplo Python y los paquetes (librerias cientificas) Numpy y Scipy.
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/Jg(m An) @ dx
0

se pueden calcular estos
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7.1. Introducciéon 177

7.1. Introduccién

Recordamos' que una ecuacion diferencial en derivadas parciales (EDP) es aquella ecuacién cuya incognita es
una funcién? escalar v que depende de varias variables independientes® x, ¥, t, ... y donde aparecen derivadas
parciales de la funciéon con respecto a una o varias de las variables independientes g, s, Uzy, - -

u(z,y, 2, t, ) — ‘F(.r,y,z,t,u,u,,,,ut,uf,,y,...):0‘ (7.1)

De forma general:

n=N+1, N={1,23}
u(?) =u(z,t) : R" - R Z=[zr,y,2] e RY
Z=[z,y,21t € RN

Dependiendo del tipo de variables de la funcién incognita u las ecuaciones se clasifican en:

e Ecuaciones estacionarias: Cuando la funciéon depende solo de una o varias variables espaciales
w(@) = u(z,y, 2).

e Ecuaciones de evolucion: Cuando la funciéon depende de una o varias variables espaciales y de la
temporal u(2) = u(Z,t) = u(x,y, z, ).

Dominio de definicién de la funcién:

QCRY :  dominio espacial
w(Z) = (&,t) € U =Q x (0,00) c RVH! N cRY . frontera o borde de Q
(0,00) CR : dominio temporal

La frontera o borde de ©, 99, son puntos de espacio R" de forma que cualquier bola abierta’ que los contenga
incluye puntos tanto del interior de  como de su complemento®.

Notacién
. . . . ou ou
e Du : Conjunto de todas las derivadas parciales de primer orden de u, F SRR v
21 Zn
k . . . . aku
e D"y : Conjunto de todas las derivadas parciales de orden k de u, del tipo 9 0s
ZZ, ... Zj

7.1.1. Solucién de una EDP

El concepto de soluciéon de una EDP es un tema complejo y de una importancia fundamental. De hecho, el
analisis de dicho concepto ha conducido al desarrollo de buena parte de las Matematicas en los tltimos afos®.
En este curso utilizaremos la siguiente definiciéon basica.

Definicion 7.1. Solucién Clasica de una EDP

Una funcién escalar ¢ : U — R es solucion cldsica de (7.1) si es suficientemente derivable y verifica
dicha ecuacion en U.

1Ver los tipos ecuaciones diferenciales en Seccion 1.2.3, pagina 7.

2En este tema vamos a denotar de forma general a la funcién de varias variables u, aunque en cada contexto se suelen utilizar
diferentes nombres de variables.

3Las variables independientes pueden ser muy variadas aunque las méas habituales son una o varias espaciales z, y y z y la
temporal ¢.

4Ver por ejemplo "Clases de Calculo II para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.

5En un problema unidimensional (segmento) la frontera son los dos extremos, en un problema bidimensional (superficie) la
frontera es la curva que encierra el dominio y en un problema tridimensional (s6lido) la frontera es la superficie que encierra el
dominio.

6 Algunas de las nociones relacionadas con este desarrollo se estudian en la asignatura Analisis Funcional.
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7.1.2. Caracteristicas de las EDP

Como se vio en la Seccion 1.2.3, pagina 8 todas las ecuaciones diferenciales poseen diferentes caracteristicas en
base a las cuales se pueden clasificar, siendo las dos mas importantes:

e Orden : Es el orden de la derivada de mayor orden.
e Linealidad : Ecuaciones diferenciales que cumplen dos propiedades:

— La variable dependiente (funcion ) y todas sus derivadas son a lo sumo funciones polindémicas de
primer grado.

— Todos los coeficientes que multiplican a w y a sus derivadas solo son funciéon de las variables
independientes’.

A diferencia de lo que sucede con las EDO, no existe una teoria general de las EDP, ni siquiera para las
ecuaciones mas sencillas de bajo orden. El estudio se centra en el desarrollo de teorias particulares aplicables a
determinados tipos de EDP importantes por sus aplicaciones en diversas areas de las matemaéticas, en la fisica
y otras ciencias.

Algunas de las EDP méas importantes en las aplicaciones practicas son las lineales de segundo orden.

Definiciéon 7.2. EDP lineal de Segundo Orden

Una EDP lineal de segundo orden es una ecuaciéon de la forma:

3 () g+ 3B ot e(2ul) = 1) (7.2

021(92’]

i,j=1

donde las funciones a;; , b; y ¢ se denominan coeficientes de la ecuacién y la funciéon f es el término
independiente, todas ellas definidas en U, un abierto de R™ .

e Si las funciones a;;(%), b;(2) y c(Z) son constantes se dice que es una EDP de coeficientes
constantes.

e Si f(Z) = 0 se dice que es una EDP homogénea.

e Si la solucién es cldsica® se puede suponer que a;;(2) = aj;(2).

e Una EDP de segundo orden se dice que es semilineal si solo es lineal en las derivadas de segundo
orden, de la forma:

- . 0%u .
Z ai; (%) D205 f(Z,u, Du)
i,5=1 v

e Una EDP de segundo orden se dice que es cuasilineal si tiene la forma:
- 0%u

Z a;;(Z,u, Du) D200 = f(Z,u, Du)
10%;j

2,5=1

7Y no de w ni de sus derivadas.
8Ver la Definiciéon 7.1, pagina 177.
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7.1.3. Operadores Diferenciales Lineales

Las EDP lineales de segundo orden® se pueden definir de forma compacta como:
Lu=f

donde f es una funciéon conocida y si f = 0 se dice que la EDP es homogénea. L es un operador diferencial
lineal'®, combinacion lineal de u y de sus derivadas parciales de primer y segundo orden, de la forma:

i=1

- L 02 - N, =
= E a;;(2) 9295 + g bi(2) . + ¢(2)
i,j=1 0= ‘

Definiciéon 7.3. Operador Laplaciano

El operador laplaciano'! de una funcioén escalar f(%) : RY — R en coordenadas cartesianas se define
como el producto escalar entre el operador gradiente'? V y el vector gradiente de la funciéon Vf :

N
A =divV = V-V = V? Af = Vf=v.Vi =Y

Ejemplo 7.1. Operadores laplacianos en coordenadas cartesianas de dimension 1, 2 y 3.

_ 2

o 9z2 ;

O O%f

0?f 0%f O0°f

A
/ ox?2  0y? 022

Af

Operador Laplaciano 3D en otras Coordenadas

e C. Rectangulares (z,y,2) : Af = —S+—+ —

e 1 10 10 ([ of 10%f O0°f %f 10f 1 8*f O0*f

* C Cilindricas™  (n0,2) : Af = ;505)*5@*% S92 tre T2eee T o2
.. _ 19 [ ,0f 1 9 of 1 8%f
* ©C Bsfericas r0.9) = Af = *a*( a)+r2senm<sen% T sen? 6 942

Ejemplo 7.2. Desarrollo completo del laplaciano en coordenadas esféricas.

10 [ ,0f 1 9 of 1 0*f
72 dr <T E)+r2sen9%<sen9% +rzsen20w_

2 2 2
1 <2rg +r2ﬂ) + L (cos&af +sen0ﬂ) + L o/ =

r2 ar or? 72 sen 6 a0 062 r2 sen? 0 H¢p?
_|20f O f 1 o2 5, 02
=% + o2 + 2 cotan 6 562 + cosec” 0 992

9Ver la Definicion 7.2, pagina 178.
10Ver la Definicion 1.5, pagina 6.
HPara representar el operador laplaciano se puede utilizar de forma indistinta la letra A, (delta maytuscula), o el simbolo V2,
(nabla cuadrado), sin embargo debido a su simplicidad se acostumbra a utilizar A.
12Ver por ejemplo "Clases de Calculo II para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
13Las coordenadas cilindricas en 2D son las coordenadas polares (r,0).
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Otros Operadores Lineales

A través del operador laplaciano se definen los tres operadores diferenciales lineales méas usados en la practica:

0 0?
L=A L—&—A L—@—A

Estos operadores dan lugar a las conocidas como EDP fundamentales, ya que todas las EDP lineales de
sequndo orden se clasifican en funcion de los coeficientes de los términos de grado dos del operador.

e Ecuaciéon de Poisson'* N-dimensional : |Au= (%) u(@) ; TeRY

e Ecuacion del Calor N-dimensional : % —kAu=f(Z,t)| ; k>0 wu@t) ; TeRY
.. . . 0%u . . I

e Ecuacion de Onda N-dimensional C ol cAu= f(Z,t)| ; ¢>0 wu@t) ; R

Notar que la ecuaciéon de Poisson (caso general de la ecuaciéon de Laplace) es de tipo estacionaria, mientras que

15

las ecuaciones del calor y de onda son de evolucién ™.

7.1.4. Clasificacién de las EDP

Desde un punto de vista aplicado, uno de los tipos de EDP maés interesantes son las lineales de sequndo orden
para funciones del tipo u(x,y) o u(x,t).

Las EDP de segundo orden lineales con coeficientes constantes'® y homogéneas'” para funciones de dos variables
u(z,y) o u(z,t) de la forma:

2 2 2
%+38“+0%+D@+E@+Fuzo (7.3)

A vu
0xdy Oy ox oy

se pueden clasificar en funcién de las constantes de las derivadas de segundo orden A, B y C, en tres tipos'®:

e Parabélicas: B? — 440 =0
e Hiperbdlicas: B? —4A4C >0
¢ Elipticas: B2 —4AC <0

Cada uno de estos tres tipos tienen unas caracteristicas comunes que sirven para modelizar distintos problemas
en las ciencias aplicadas.

e Las ecuaciones parabélicas determinan la variacién de una funcién en espacio y tiempo'?, presentando
derivadas en las dos variables. Este tipo de ecuaciones aparecen de forma frecuente en muchas aplicaciones
cuando se intenta describir el comportamiento de fenémenos difusivos, ligados a una propagacion rapida
de la variable dependiente.

El ejemplo mas caracteristico es la ecuacién del calor unidimensional:

2

Ou _p 2 (e = B2~ 4AC =0—-4(-1)0=0
ot Ox?

148i f = 0 la ecuacion se denomina de Laplace.

15Ver la Seccién 7.1, pagina 177.

16Los coeficientes A, -- -, E son constantes reales.

17E] término independiente, a la derecha del signo igual, es cero.

18Esta clasificacion esta basada la teoria de las secciones coénicas que cumplen la ecuacién de segundo grado Az? + Bxy + Cy? +
Dz + Ey+ F = 0.

19En estos casos la variable y se suele denotar por t.
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o en su versién N-dimensional??:

ou .
5 kAu = f(Z,t)

donde el dominio © C RY es el interior de un medio conductor?' en el que actta una fuente de calor
f(&,t) durante un intervalo temporal (0,T"). Entonces, bajo determinadas circunstancias, se puede aceptar
que la temperatura del medio u(Z, t) verifica dicha ecuacion para una constante positiva k (conductividad
del medio). De ahi el nombre que se le da a la ecuacion.

e Las ecuaciones hiperbdlicas sirven para describir fenémenos ondulatorios caracterizados por la
propagacion de senales a velocidad finita.

El ejemplo més caracteristico es la ecuacion de onda unidimensional:

0%u 0%u
— —c=— = f(x,t = B? —4AC =0—4(1)(—¢) =4¢ >0

o= [ (1=

que permite determinar, bajo ciertas condiciones, las vibraciones de una cuerda elastica®?, cuyas
caracteristicas estan determinadas por la constante positiva ¢. En este caso la funcion u(z,t) determinan
la posicion de cada punto de la cuerda en funcién del tiempo.

La ecuacion de onda en su versién N-dimensional es:

0% o
ﬁ — cAu = f(m,t)

Notar que la diferencia méas importante con respecto a las ecuaciones parabdlicas es la presencia de la
segunda derivada con respecto al tiempo, lo que hace que la solucién oscile. Esta diferencia de orden en la
derivada temporal entre las ecuaciones parabdlicas e hiperbdlicas, también se manifiesta en la forma que
se propaga la solucion. Asi, para los problemas definidos por ecuaciones hiperbdlicas en las que se produce
una perturbacion en el contorno, esta perturbacion viaja al interior del cuerpo pero existiendo un intervalo
de tiempo antes de que los puntos internos perciban esa perturbacion®?. Por el contrario, en los problemas
con ecuaciones diferenciales parabdlicas, los puntos en el interior perciben inmediatamente la perturbacion
en la frontera, intensificAndose el efecto con el tiempo.

e Las ecuaciones elipticas se usan para caracterizar sistemas en estado estable, independiente del tiempo.
El ejemplo més caracteristico es la ecuaciéon de Poiss6n bidimensional:

?u  9%u
— + — = f(x, — B? —4AC=0-4(1)(1)=—-4<0

S+ g = [@) (1)

que recibe el nombre de ecuaciéon de Laplace si f = 0. Ambas ecuaciones aparecen con frecuencia en
muchas aplicaciones practicas cuando se intenta describir el comportamiento de fenémenos estacionarios,
es decir, independientes del tiempo?*.

Por ejemplo, el campo eléctrico generado en un medio que ocupa el abierto @ € RY por una distribucion

de carga f definida en Q, esta dado por E = —Vu, donde u es solucién de la ecuacion de Poisson?®:

1
—Au= —f(Z) : a>0
(0%

20Ver la Seccion 7.1.3, pagina 179.

21 Alambre unidimensional, placa metalica bidimensional o sélido tridimensional.
22Gjempre que éstas sean de pequefia amplitud.

23Ver la Seccion 7.5.1, pagina 202.

24Ver la Seccion 7.6.1, pagina 218.

25Ver la Seccion 7.1.3, pagina 180 y Seccién 7.8.2, pagina 237.
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e Hay otras muchas ecuaciones interesantes desde el punto de vista de las aplicaciones, que en buena
parte son variantes de los tres tipos anteriores. Asi por ejemplo, el operador del calor suele estar
presente en la dindmica de fluidos y en los fenomenos de difusion, y el operador de onda aparece
en fenomenos de elasticidad y en la propagacion de ondas acusticas y electromagnéticas. Otras veces
aparecen sistemas acoplados con todas las componentes del mismo tipo o con componentes paraboélicos
e hiperbolicos, (como por ejemplo en sistemas termoelésticos).

e Cuando las ecuaciones modelan fenémenos en medios heterogéneos, adoptan formas mas complejas
y en particular presentan coeficientes A, B, etc. de la ecuacion (7.3) variables, dependientes de la
posicion Z, del tiempo ¢ o de ambos.

e Ademas de las EDP lineales, muchas EDP no lineales presentan un enorme interés en muchos ambitos
de la Ciencia y la Tecnologia, aunque no seran tratadas en este curso.

7.1.5. Problemas en EDP

Definiciéon 7.4. Problema de Valores en la Frontera (PVF)

Se denomina problema de valores en la frontera?® (PVF) al conjunto de una EDP definida en un
dominio Q junto con las condiciones iniciales y/o de frontera o contorno.

Frontera 02

EDP en un dominio

+
Condiciones iniciales y/o de contorno

Problema EDP
(PVF)

Tipos de Condiciones

e Condiciones Iniciales (o Problema de Cauchy)

Se necesitan cuando una de las variables es el tiempo ¢. Hay dos tipos béasicos de condiciones iniciales:

u(Z,t =0)= f(#) : Especifica la posicion o distribucion inicial de la funcién u en el dominio.
ou . e . . .
E(w, t=0)=g(x) : Especifica la velocidad inicial u; de cambio de la funcién u en el dominio.

e Condiciones de Contorno o Frontera

Se necesitan cuando una de las variables es de tipo espacial (Z) y fijan las condiciones de la funcién u en
los extremos, bordes o frontera del dominio €2, denotado por 0f2. Hay tres tipos bésicos de condiciones
frontera o de contorno:

Condiciones Dirichlet w(0Q) = ug(¥) : Especifica un valor ug en 9fQ.

ou .

Condiciones Neumann = Vu -l =ug(Z) : Especifica como varia u en 0f) en
n

funciéon de su forma, dada por el
vector normal a la misma, 7.

Ju
on

Condiciones Mixtas o Robin au+ f— = uo(Z) : Condiciones Dirichlet + Neumann.

26 También denominados con condiciones de borde o contorno.
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7.1.6. Solucién de un Problema en EDP

Con frecuencia es dificil o imposible obtener la solucion general®” de una EDP, siendo ademas poco ftil
en muchos problemas aplicados, por lo que en la practica solo se estd interesado en encontrar soluctones
particulares®® de algunas EDP con interés en algtin campo.

Definicion 7.5. Problemas Bien Planteados

Se dice que un problema en EDP esta bien planteado si tiene solucién tnica y ésta depende
continuamente de los datos®’.

e En algunos casos solo se obtienen problemas bien planteados para determinadas condiciones frontera
de un dominio.

e Cuando el problema no esta bien planteado y existen méas de una solucion, es necesario clasificar y
caracterizar las soluciones obtenidas.

Hay varios métodos para encontrar soluciones de una EDP, siendo uno de los mas sencillos y ttiles en
determinados casos, el conocido como método de separacion de variables que veremos a continuacion.

7.2. Método de Separacion de Variables

El método de separacion de variables permite calcular explicitamente las soluciones de problemas asociados a
algunas EDPs de segundo orden lineales®’. Fue inicialmente esbozado en el s. XVIII por Bernoulli y Euler para
estudiar el problema de la cuerda vibrante y posteriormente en el s. XIX Fourier consolidé el método con la
teoria de las series que llevan su nombre?!.

Aunque en teoria el método es eficaz para problemas con cualquier nimero de variables independientes,
solo resulta verdaderamente practico para funciones incognitas u que dependen de tnicamente dos variables
independientes (una temporal y otra espacial o bien dos espaciales). En la Seccion 7.7.1, pagina 228 se vera
como se puede aplicar de forma reiterada para problemas de méas de dos variables.

7.2.1. Procedimiento General

El método consiste en buscar soluciones definidas como producto de funciones que dependen de variables
distintas. Vamos a resumir los pasos para un problema en EDP con dos variables®? formado por una ecuacion
definida a través de un operador diferencial lineal®* L y unas condiciones iniciales y/o de contorno apropiadas.

u(x, y) Condiciones

{ Lu = f(z,y)

Aqui = e y representan dos variables espaciales o una espacial y otra temporal.

27Conjunto de todas las funciones que cumplen una EDP, independientemente de las condiciones iniciales y/o de contorno.

28Funciones que verifican problemas especificos de EDP (ecuacién + condiciones).

29Esta condicién es trivial en las EDO, sin embargo en el caso de las EDP suele ser un tema muy importante en aplicaciones
fisicas.

30Ver la Definicién 7.2, pagina 178.

31Ver el Tema 5, pagina 133.

32En la Seccién 7.7, pagina 228 se extendera este método a mas dimensiones.

33Ver la Seccion 7.1.3, pagina 179.
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El método supone que la solucion particular u(z,y) del problema puede expresarse como producto de funciones
X e Y que dependen de una tnica variable.

ux=%=%yzx’y

Uy = %Z = X% - XY’/
u(w,y) = X(@)Y(y) = Ly = 6(1;/ _ % % oy

Ugy = % = %Y - X"y

uyygzg Ccl;;?/XYN

De esta forma las derivadas parciales se transforman en derivadas totales y, en algunos casos, la solucién
particular de una EDP se puede obtener resolviendo dos EDO, que generalmente dependen de algin pardmetro,
a través de problemas de autovalores de Sturm-Liouville?*.

Pasos del método de separacion de variables para resolver una EDP.

1. Suponer que la solucién se puede expresar como producto de dos funciones X e Y que dependen de una
sola variable cada una.

2. Sustituir la funcién u y sus derivadas en la EDP en funcién de X e Y.

3. Separar® a un lado de la igualdad la funcién X y sus derivadas, y al otro lado la funcién Y y sus
derivadas.

4. Tgualar por separado ambos términos de la igualdad a una misma constante®® dando lugar a dos EDO,
cada una dependiente de una tnica variable.

5. Resolver ambas EDO teniendo en cuenta, en caso de existir, las condiciones iniciales y/o de contorno de
la EDP.

6. La solucion particular de la EDP se obtendra multiplicando las dos soluciones de las EDO.

Ejercicio 7.1. En caso de ser posible, encontrar la solucién de las siguientes EDP.

) o
¢ yc')x_ay

D) Uy = Wy = Uy

a) Esta es una EDP lineal de primer orden. Vamos a ver si es posible resolverla mediante el método de
separacion de variables. Para ello seguimos los pasos descritos anteriormente.

YUy = Uy

1. Suponemos que la solucion de la EDP se puede expresar mediante producto de dos funciones
X e Y dependientes de una tinica variable y calculamos las derivadas que aparecen en la EDP.

o) =xa@ve) = { eI

34Ver el Tema 6, pagina 151.

35En caso de no ser posible, el método de separacién de variables no seria aplicable en este caso.

36La razon de esto es que la tnica forma de que se cumpla la igualdad, dependiendo cada parte de variables independientes
distintas, es que ambas partes sean igual a una constante. Esta constante se suele denominar constante de separacion y corresponde
al valor de A en un problema de autovalores en operadores diferenciales (ver la Definicion 6.1, pagina 153).
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2. Sustituimos en la EDP los resultados anteriores.
yX'Y = XY’

3. Intentamos separar en un lado de la igualdad todo lo que depende de una variable y en el otro
lo que depende de la segunda variable.

X Y
X Y
En este caso claramente si es posible y por tanto si es aplicable el método de separacion de

variables.

4. Tgualamos ambas expresiones a una constante que vamos a denominar A y formamos dos EDO.

X/
=
bl y! \ X
—_— = — = —t
X yY Y/
— =
yY
5. Resolvemos ambas EDO por separado.
X’ dX
f:/\ ; /yzfx\dx o o logX=Xr+e 5 X(z)=ceM
Y’ dy 2
yTZA ; /7://\ydy ; logY:/\yE+Cz Y (y) = e

6. Solucion final

u(z,y) = X (@)Y (y) = c*="/?
Podemos comprobar que efectivamente esta funcion es soluciéon de la EDP dada:

Az+y?2/2)

YUy = cAye

u(z,y) = cer @Y /2) —  yu, = u,

U’y = C)\ye)\($+y2/2)

Esta soluciéon depende de dos pardmetros ¢ y A cuyos posibles valores dependeran de las condiciones
iniciales y/o de contorno que pudieran afiadirse a la EDP.

b) En este caso se trata de una EDP no lineal de segundo orden. Al igual que en el caso anterior, vamos
a ver si es aplicable el método de separacion de variables a este caso.

Uggy T Uy = Uqyy

1.
Upy = XY
u(z,y) = X(@)Y(y) = uy, = X'Y
Uyy = XY

2. Sustituimos en la EDP.
X"Y + XY?*X' = XY"

3. Intentamos separar variables, por ejemplo dividiendo ambas partes de la igualdad por XY.
" /

Y
< LYX = v = No es posible

Claramente el segundo término del lado izquierdo de la igualdad depende tanto de la variable
x como de la variable y, y por tanto no es posible separar variables de esta forma. Se puede
intentar de otras formas, por ejemplo dividiendo por XY?2 obteniéndose:

X// Y/

YX—}—X’:W = No es posible

En este caso es el primer término de la izquierda el que depende de x e y. Se pueden probar
otras formas de separar las variables y en ninguna de ellas sera posible obtener dos partes
independientes y por tanto no es aplicable el método de separacion de variables para resolver

esta ecuacion®”.
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7.2.2. Principio de Superposicion

El siguiente teorema es analogo al Teorema 3.4, pagina 58 para EDO de orden superior.

Teorema 7.1. Principio de Superposiciéon

Si wy, ug, -+, u, son soluciones de una EDP lineal homogénea (Ecuacion 7.3, pagina 180), entonces
cualquier combinacion lineal de ellas,

u:clu1+'~+cnun‘

también es solucion.

Si el conjunto de soluciones {u;} es infinito, entonces la serie,

2 ¢ €R

también es solucion.

7.3. Problemas Clasicos en EDP

Vamos a estudiar tres tipos de problemas asociados a las ecuaciones clasicas que se ajustan a los modelos de
ecuaciones y problemas vistos en la Secciéon 7.1.4, pagina 180.

Nombre Ecuacion Tipo
Ecuacion del Calor uy — kAu = f(Z,t) | Parabolica
Ecuacion de Onda ut — cAu = f(#,t) | Hiperbolica
Ecuacién de Laplace Au=0 Eliptica

7.4. Ecuacién de Calor

7.4.1. Transferencia de Calor

El calor es una forma de energia que se transfiere de manera esponténea entre distintas zonas de un cuerpo o
desde un cuerpo hacia otro. La cantidad de calor se mide a través de la temperatura, que es una magnitud
escalar medible con un termoémetro e indicativa de la cantidad de energia térmica o calorifica de un cuerpo. Se
puede medir en Kelvin (K), grados centigrados o Celsius (°C) o grados Fahrenheit (°F).

Calor y temperatura son cosas distintas, aunque estan estrechamente relacionadas entre si. El calor es la
transferencia de energia térmica que pasa de una zona de mayor temperatura a otra de menor temperatura.
Esta transferencia siempre tiene una direccién definida por la diferencia de temperatura entre las zonas. El calor
fluye del cuerpo mas caliente al més frio, hasta que se alcanza una temperatura de equilibrio 2.

El calor se puede transmitir de tres formas diferentes:

e Conduccién térmica. El calor se transmite por el choque de las moléculas al vibrar sobre posiciones
fijas, lo que provoca que la temperatura se incremente. En este caso no hay transferencia de materia.

e Conveccion térmica. El calor se transfiere por medio del movimiento de las moléculas de un fluido,
como puede ser un gas y un liquido, produciéndose ademas una transferencia de materia en el proceso.

e Radiacion térmica. El calor se propaga a través de ondas electromagnéticas. Todos los cuerpos emiten
calor de esta forma, a menos que estén a una temperatura igual al cero absoluto (0K), sin embargo este
fenomeno solo resulta importante a efectos préacticos a altas temperaturas.

37Para su resolucion se pueden probar otros métodos analiticos y numeéricos que no se veran en este curso.
38 a velocidad de transferencia de calor depende de la diferencia de temperaturas, de forma realmente la temperatura de equilibrio
solo se alcanza a 0K, aunque a efectos practicos se considera que se alcanza cuando la diferencia es muy pequena.
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Transferencia de Calor por Conduccién

Vamos a deducir la EDP que modela la conduccion®® de calor en un dominio®® Q@ ¢ RY conductor del calor de
dimension N = {1, 2, 3}. El objetivo es la determinacion espacio-temporal de la distribucién de temperatura
u(Z,t) en el dominio, bajo unas determinadas condiciones espacio-temporales. Primeramente necesitamos la
relacion entre la temperatura y la densidad de energia térmica®' ¢(&,t), que viene dada a través del calor
especifico*? ¢ del sélido:

e Densidad de Energia Térmica
U Distribucion de Temperatura
‘ e(Z,t) = cu(,t) ‘ c Calor especifico
xz Posicion en el espacio N-dimensional, # € RY
t tiempo

La relacion fundamental es la ley de conservacion de la energia:

Variaciéon Flujo de Calor Generacion de Calor

Energia Térmica = | por la frontera + |en el interior

en el tiempo por unidad de tiempo por unidad de tiempo
0 . -
— [ pe = — Q-7 + Q(7,1)
ot Jo o9 Q

donde:
e p : Densidad de masa*’
® : Flujo de calor*, & = —uVu

Por el teorema de Gauss o de la divergencia™:

/ @-ﬁ:/div@z/V-(—,uVu):—/uAu
o) Q Q Q

Metiendo la derivada parcial temporal dentro de la primera integral?® e introduciendo el resultado anterior se
obtiene la conocida como Ecuaciéon Clasica del Calor:

/pc@:/uAu—i—/Q(f,t) — %:szu—i—f(f,t) (7.4)
o Ot Q Q ot

donde k = p/(pc) es el coeficiente de difusion de calor o difusividad térmica, caracteristica del sistema, y
f(Z,t) es una funcion que determina una fuente o sumidero de calor en el sistema, en unidades apropiadas.

39Ver la Seccién 7.4.1, pagina 186.

40Comunmente es un sistema conductor en estado sélido.

41Cantidad de energia calorifica o térmica, bien por unidad de volumen (J/m3), de superficie (J/m?) o de longitud (J/m), en
funcién de que la dimension del sistema N sea 3, 2 6 1 respectivamente.

42Cantidad de calor que por unidad de masa necesita una sustancia para que su temperatura se eleve un grado. Sus unidades en
el sistema internacional son J/(kg X °C) y de forma general depende del material y de la temperatura, y por tanto si el sistema
es heterogéneo depende de la posicién y de la temperatura, ¢(Z,u). Para sistemas homogéneos (formados por un mismo material
conductor) y si las variaciones de temperatura no son muy grandes, el calor especifico ¢ se puede considerar constante.

43Masa por unidad de volumen (denominada densidad volumétrica, kg/m3), de superficie (denominada densidad superficial,
kg/m?) o de longitud (denominada densidad lineal, kg/m).

44Cantidad de energia calorifica que atraviesa una superficie (energia por unidad de superficie y unidad de tiempo) (J/(m? x s)
o que atraviesa una curva (energia por unidad de longitud y unidad de tiempo) (J/(m X s). Tiene un caracter vectorial y de ahi
que sea necesario multiplicarlo por el vector normal de la superficie o de la curva 7 para determinar el flujo efectivo. Se considera
flujo positivo al que sale hacia el exterior del s6lido y negativo hacia el interior. Viene definido de forma empirica por la conocida
ley de Fourier, ® = —uVu, donde p es la conductividad térmica que mide la capacidad de la conducciéon de calor en un material.
Generalmente mu(Z, u) aunque al igual que el calor especifico ¢, para sistemas homogéneos con variaciones de temperatura no muy
grandes se puede considerar constante.

45Ver la Seccion 7.8, pagina 236.

46Segtin la regla integral de Leibniz, si f(x,t) es una funcién continua y derivable en un dominio, entonces % [ f(z,t)dz =

Ii %f(a:, t)dzx.
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7.4.2. Ecuacién del Calor Unidimensional

47

Estudiaremos el fenémeno de la transferencia de calor por conduccion®’ en una varilla delgada de material

conductor con difusividad térmica®® k dada por:

z=0 r=1L p ¢ conductividad térmica®”
( 0 k=20 p . densidad
pe ¢ : calor especifico®

Consideraremos las siguientes suposiciones para la simplificaciéon del problema:
e La longitud de la varilla L es constante.
e El material conductor es homogéneo y con k constante.

e El 4rea lateral de la varilla es muy pequena, de forma que la conduccion del calor se considera solo en una
direccion z (problema unidimensional).

e No hay generaciéon de calor en el interior de la varilla.

Bajo estas suposiciones la variacion de temperatura u(z,t) en el interior de la varilla viene dada por la EDP
conocida como ecuacién unidimensional del calor o ecuaciéon de difusion:
0%u  Ou

RO _oul g
oz o b k20

que es del tipo parabolico®’. El dominio €2 de esta ecuacion es la varilla, considerada una linea recta en la
direccion x y su frontera 02 esta formada por los extremos derecho e izquierdo y la superficie lateral de la
varilla.

Vamos a analizar la solucion de diferentes problemas en EDP formados por esta ecuacion y determinadas
condiciones iniciales y de contorno sencillas.

Caso 1: Superficie Lateral Aislada y Condiciones Dirichlet

Vamos a considerar el caso de una varilla aislada en su superficie lateral y donde los extremos x =0y z = L se
encuentran a temperatura constante®® igual a cero®, por lo que solo existe conducciéon de calor en el interior
de la varilla en la direccién z.

rz=0 rz=1L

[ 1

Inicialmente a tiempo ¢t = 0 suponemos que hay una distribucién de temperatura en el interior de la varilla que
viene dada por una funciéon f(z). Estamos interesados en conocer la evolucion de la temperatura con el tiempo
en todos los puntos 0 < x < L. Claramente, debido al fenémeno de la conduccion del calor, éste fluira de la
zonas mas calientes a las zonas mas frias, hasta alcanzarse un estado estacionario® que correspondera con una
distribucién lineal de temperatura en funcion de los valores frontera®.

El problema en EDP para este caso se puede expresar de la siguiente forma:

kugs = ug O<z<L ; t>0 (EDP interior varilla)
u(0,t) =0 , w(L,t)=0 ¢t>0 (Cond. contorno Dirichlet) (7.5)
u(z,0) = f(z) 0<z<L (Cond. iniciales)

47Ver la Seccion 7.4.2, pagina 194 para el caso de transferencia de calor por conveccion.

48 Capacidad térmica de un material.

49Proporcional al flujo de calor Q.

50Calor necesario para subir 1°C' la temperatura.

51Ver la Seccion 7.1.4, pagina 180.

52En el caso 3 de la Seccion 7.4.2, pagina 193 se vera el caso de temperaturas constantes no nulas.

53Se puede suponer de forma ideal que los extremos estan en contacto con un bloque de hielo a temperatura 0°C' como muestra
la figura.

54Realmente este se obtiene a tiempo infinito pero la velocidad de cambio va disminuyendo con el tiempo.

55Fn este caso, claramente la temperatura de toda la barra a tiempos grandes tiene que ser cero, igual a la temperatura que hay
en sus dos extremos. Parte del calor que inicialmente contenia la barra seré absorbido por el hielo, que suponemos se encuentra en
condiciones ideales para que no varie su temperatura.
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Vamos calcular la solucién particular de este problema mediante el método de separacion de variables. Suponemos
que la solucién se puede expresar como producto de dos funciones que dependen solo de una variable.
Determinando la derivadas y sustituyendo en la EDP se tiene.

w(z,t) = X(2)T(t) = {“m = X"T} X" T

" / . 4
s X7 - EX"T =XT ; X &7

Claramente este método si es valido para esta ecuacion. Para que pueda cumplirse esta igualdad entre variables
independientes z y ¢, es necesario que ambas partes de la igualdad sean iguales a una misma constante®, que

por comodidad la expresaremos como®” —)\, obteniéndose dos ecuaciones:

Xr_r_ X" 4+AX =0 (Ec. 1) (7.6)
X kT T’ + AT =0 (Ec. 2) '

que junto con las condiciones iniciales y de contorno apropiados en cada caso dan lugar a dos problemas de
58

autovalores®®.

Problema 1
X"+ XX =0 (Ec. 1)
X(0)=X(L)=0 (Cond. frontera)

Este es un problema basico de Sturm-Liouville que ya fue resuelto en la Seccion 6.2.1, pagina 154, siendo sus
autovalores y autofunciones asociadas:

X, (z) = can sen <%x> , n=12--- (7.7)

Problema 2

Teniendo en cuenta los autovalores A,, calculados anteriormente se tiene:

{ T + kAT =0 (Ec. 2)
u(z,0) = X(2)T(0) = f(x) (Cond. inicial)

En este caso se trata de una EDO de primer orden separable®”, siendo la solucién:

dT
T = —kXat 5 logT =—kM\+cs ; T(t)= cye R

Teniendo en cuenta el valor de los autovalores \,, obtenidos en el problema anterior, Ecuacién (?7?), se tiene:

Tn(t) = cne_knzﬂ—Zt/Lz ) n= 1a 2) T

Por tanto una solucién completa para n > 0 sera:
nm
un(x,t) = Xp(2)To(t) = csn e~ kn’ Tt/ L qon (Tx>

Para cada valor de n se obtiene una posible solucién al problema, por tanto por el principio de superposicion®’

la solucién general del problema dado en la Ecuacion 7.5, pagina 188 es:

o0
2.2 2 nm
u(z,t) = che kn"mt /LT gen (fx)

n=1

56De otra forma habria alguna relaciéon entre x y t y dejarian de ser independientes.
57E] resultado es el mismo si lo expresamos como +\.

58Ver la Definicién 6.1, pagina 153.

59Ver la Seccion 2.2, pagina 23.

60Ver la Seccion 7.2.2, pagina 186.
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Las constantes ¢, se pueden obtener a través de la condicién inicial de la Ecuacion 7.8, pagina 189:
oo
u(@,0) = X@T(0) = fl@) = u@0)=) cisen("x) = f(a)
n=1

Esto corresponde con la serie de Fourier de senos® de f(z) y por tanto las constantes ¢, correspondientes a
los coeficientes de la serie se pueden obtener como:

Cn = ;/OL f(s)sen (n%s) ds

Siendo por tanto la solucién particular final de nuestro problemas:

u(z,t) = Z I /o f(s)sen (%s) ds | e t/L gen (%x) , n=12--- (7.9)
n=1

En la Figura 7.1 se muestran la graficas de resultados obtenidos en un par de ejemplos.

10 f(z) =sin(ar) 1o fa)=a

0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

Figura 7.1: Resultados obtenidos en la ecuacién del calor unidimensional con condiciones Dirichlet y valores
L =k =1, utilizando diferentes funciones f(z) como condicién inicial. En cada una de las graficas se muestran
los perfiles de temperatura de la varilla a distintos tiempos (colores). En ambos casos se han utilizado una
aproximacion de 200 términos en la serie que define la solucion u(zx,t). Podemos observar como a medida que
evoluciona el tiempo desde ¢t = 0 (grafica azul) la temperatura de todos los puntos interiores de la varilla tienden
a la temperatura 0 de los extremos. Hay por tanto una pérdida de calor por los extremos.

Funcién de Green del Problema

La solucion (7.9) del problema puede expresarse alternativamente de la siguiente forma:

u(z,t) = E 7 /0 f(s)sen ? ds | e Fn°m*t/L? gop % _
n=1

L oo L
2
= / — » sen— sen n—zxe*k”%%/ﬁ f(s)ds = / G(z,t,s) f(s)ds
0 0

G(z,t,s)

donde G(z,t,5) es la funcién de Green® de este problema.

Caso 2: Superficie Lateral Aislada y Condiciones Neumann

Vamos a considerar un problema similar al caso 1 de la Secciéon 7.4.2, pagina 188, salvo que los extremos x = 0
y x = L también se encuentran aislados térmicamente al igual que la superficie lateral, y por tanto no habra
transferencia de calor con el exterior®® en ningtin punto.

61Ver la Seccion 5.4.4, pagina 145.

62Ver la Definiciéon 3.11, pagina 75.

63 A pesar de ello, como en el interior de la barra existe un perfil de temperatura, inicial, se produce transferencia de calor y una
variacion de la temperatura en todos sus puntos con el tiempo.
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=0 x=1L
( 0

Matemaéticamente las condiciones en los extremos se expresan indicando que la variacién de temperatura con
respecto a la variable z es siempre cero, u;(0,t) = 0y ug,(L,t) = 0, siendo el PVF asociado a este caso el
siguiente:

kgy = Uy O<z<L ; t>0 (EDP interior varilla)
ug(0,8) =0 , wu,(L,t)=0 ¢t>0 (Cond. frontera Neumann)
u(z,0) = f(z) 0<zxz<L (Cond. iniciales)

Siguiendo el mismo procedimiento del caso 1, al aplicar el método de separacion de variables se obtienen las dos
mismas EDO de la Ecuacion 7.6, pagina 189 y sus correspondientes problemas con las condiciones iniciales y
de frontera que resolveremos por separado.
Problema 1
En este caso solo cambian las condiciones frontera:

uz(0,8) = X'(0)T(t) =0 = X' (0)=0
ya que al igual que el caso anterior T'(t) no puede ser nula para todo t. De igual forma se obtiene:

ur(L,t) = X' (L)T(t) =0 = X'(L)=0

de forma que el primer problema queda como:

X' 4+AX =0 (Ec. 1)
X'(0)=X'(L)=0 (Cond. frontera)

Este es un problema basico de Sturm-Liouville que ya fue resuelto en la Seccion 6.2.1, pagina 156, siendo sus
autovalores y autofunciones asociadas:

L

Ap = ; Xn(x) = can cos (Em) : n=0,1,2,--

Notar que en este caso aparece el coseno en lugar del seno del Problema 1 del Caso 1 en la Ecuaciéon 7.7,
pagina 189, ademés de haber incluido el valor de n = 0 que da lugar a una solucién constante.

Problema 2

Teniendo en cuenta los autovalores \,, calculados anteriormente se tiene:

T +kNT =0 (Ec. 2)
u(z,0) = X(2)T(0) = f(x) (Cond. inicial)
En este caso repitiendo los mismos pasos del Problema 2 del Caso 1 (Ecuacion 7.8, pagina 189) se obtiene:
! ar —kApt
T+ kN, T=0 ; - = —kXdt 5 logT =—kX\pt+c3 5 T(t) =cze ™™
Tn(t) = C3n67kn2ﬂ2t/L2 s n= 07 17 2a e

Por tanto la solucién completa es:
up(z,t) = Xp ()T (t) = cp e~kn®m /L% oog (%x)

y por el principio de superposicion la solucion general sera:

oo oo
nw nw
u(x,t) = Z e, e~k T/ L (oo <fx) =co+ Z e, e~k /L o (TIIT)

n=0 n=1
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Las constantes c,, se pueden obtener a través de la condicién inicial del problema:
u(z,0) = f(z) = u(z,0) =co + i Cn, COS (n—ﬂx> = f(x)
n=1 L

que corresponde en este caso con la serie de Fourier de cosenos®® de f(x) y por tanto las constantes c, se

pueden obtener como:
1 [E 2 L nmw
co = E/o f(s)ds ;  cp= Z/o f(s)cos (TS) ds

Siendo finalmente la solucion particular del problema la siguiente:

1 [E 2 [k nmws kn?n?t/ L2 nmwT
= = Z ihdahis —kn*n*t/L e 1
u(z,t) I /0 f(s)ds + ,;:0 <L ./0 f(s) cos 7 ds) e cos — (7.10)

En la Figura 7.2 se muestran la graficas de resultados obtenidos en un par de ejemplos, utilizando las mismas
funciones de la Figura 7.1, pagina 190.

f(z) =sin(aw) 1o f@)=a

1.0 o
08 /\ 08

0.6 0.6

0.4 0.4

0.2 0.2

Figura 7.2: Resultados obtenidos en la ecuacién del calor con condiciones Neumann y los mismos valores de los
parametros que los utilizados en la Figura 7.1, pagina 190. En estos casos podemos observar como a medida
que evoluciona el tiempo desde t = 0 (grafica azul), la temperatura de todos los puntos internos de la varilla
tienden a homogeneizarse al valor constante correspondiente a la temperatura promedio. Esto se debe a que no
hay pérdidas de calor al estar aislados tanto la superficie lateral como los dos extremos. Notar que salvo a t = 0,
los extremos de todas las graficas tienen pendiente horizontal (derivada cero) correspondiente a las condiciones
Neumann.

Las condiciones Dirichlet y Neumann pueden aparecer en un mismo problema, por ejemplo, con un extremo
de la varilla a temperatura constante y el otro aislado.

Funcién de Green del Problema

La solucion (7.10) del problema puede expresarse alternativamente de la siguiente forma:

L L L L

L 00 I
u(z,t) = / (1 + 2 cos 22 cos mek"2”2t/L2> f(s)ds = / G(z,t,s) f(s)ds
0 0

donde G(z,t,5) es la funciéon de Green®® de este problema.

64Ver la Seccion 5.4.4, pagina 144.
65Ver la Definicion 3.11, pagina 75.
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Caso 3: Condiciones Dirichlet No Homogéneas

Estudiamos ahora el caso de una barra metélica aislada en su superficie lateral y con temperatura constante en
sus dos extremos®®: Ty es la temperatura en el extremo x = 0 y Ty, es la temperatura en x = L.

rx=0 T = L
& Ot
u = T() u = TL

El problema matemaético que describe este sistema estd formado por la ecuacion del calor, unas condiciones
iniciales y unas condiciones frontera de tipo Dirichlet no nulas, conocidas como condiciones no homogéneas®’,

de la forma:

ke = Uy O<xz<L ; t>0 (EDP interior varilla)
w(0,t) =Ty , w(l,t)=Tr t>0 (Cond. frontera Dirichlet)
u(z,0) = f(x) 0<z<L (Cond. iniciales)

Este problema a pesar de ser similar al Caso 1 (Seccion 7.4.2, pagina 188), las condiciones Dirichlet no nulas
hacen que el uso del método tradicional no resulte sencillo para encontrar los autovalores del problema®®.
En esta seccion vamos a ver un método alternativo de calculo més sencillo, basado en la descomposicion del

problema en dos mas simples.

Debido a las condiciones frontera, es logico pensar que la temperatura wu(z,t), solucion de este problema,
tendra inicialmente un perfil dado por la condicion inicial f(z) y a medida que avanza el tiempo sufrird unas
determinadas variaciones hasta alcanzar un estado estacionario, a tiempo infinito, donde la temperatura solo
depender4 de la posicion z y no del tiempo ¢. Por tanto podemos descomponer la solucién del problema u(x,t)
en la suma de dos funciones como:

‘u(x,t) =v(x,t) + uso () ‘

donde v(z,t) es la solucion transitoria que depende tanto de x como de ¢ y que tiende a cero a medida que
t — 00, y donde us () es la solucion estacionaria que es el perfil de temperatura fijo que se alcanza a tiempos
suficientemente grandes y que solo depende de la posicion.

La solucién estacionaria u.(z) es facil de calcular en este caso, ya que al no depender del tiempo, su derivada
con respecto a t es igual a cero y por tanto sustituyendo en la EDP del problema se tiene:

9 kugs=uy 82 U(O, t) = TO TL — TO
auoo_o p— S @UOO_O 3 uoo—61+02x { U(L’t):TL uoo(x)—T0+ I T

Notar que esta funcién corresponde con una linea recta que une los puntos (0,7y) vy (L,T7,). Una vez conocido
el estado estacionario us(x), la solucion transitoria v(z,t) se puede obtener resolviendo el siguiente problema
con condiciones de contorno homogéneas:

kvgy = vy O<ax<L ; t>0 (EDP interior varilla)
v(0,t)=0 , v(L,t)=0 t>0 (Cond. frontera Dirichlet)
v(2,0) = f(x) —uso(z) O<z<L (Cond. iniciales)

que es similar al Caso 1 de la Seccion 7.4.2; pagina 188 (solo cambia la funcion de la condicién inicial) y por
tanto cuya solucién es:

> (2 [F nmws 2 2,72 nwT
P & U d —kn“n“t/L =1.2....
v(z,t) ngzl (L/o [f(s) — uxo(s)] sen - s) e sen — , n=1,2,

66En la figura se representa en cada extremo de la barra un medio, por ejemplo un liquido, aislado a temperatura constante en
contacto con la superficie del extremo. Los colores indican que la temperaturas Ty y 17, pueden ser iguales o distintas.

67Si ambas son nulas, como en los dos casos anteriores se denominan condiciones Dirichlet homogéneas.

68Se recomienda probar a resolverlo para darse cuenta de ello.
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que puede expresarse a través de su funcién de Green de la forma:

L L

n=1

L s 5 nmx 2_2 2 L
Mzi):ié E%§:3m1ﬁiimmsjfﬁqm7rﬁL [f@)—uxiﬁhkzztl Gt 5) [£(5) — uso(s)] ds

y la solucion final del problema puede expresarse entonces como:

L
u(x,t)zv(m,t)—FUoo(f):/ G(z,t,s) |:f(8)—TO_ TL£T03:| ds + TO-i—TL;TOCU
0

En la Figura 7.3 se muestra la grafica de resultados obtenidos en un ejemplo practico de este caso.

f(x) =sin(a7/2)

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 7.3: Resultados obtenidos en la ecuaciéon del calor con condiciones Dirichlet no homogéneas, tomando
como valores L = k = 1 y como condicion inicial f(x) = sen(zw/2), de forma que u(0,t) = 0y u(L,t) = 1.
Podemos observar como a medida que evoluciona el tiempo desde ¢t = 0 (grafica azul), la temperatura tiende
a la recta us(x) = 0+ %x = z, (grafica negra). En este caso no hay pérdida de calor, al estar la varilla
totalmente aislada, y simplemente hay una redistribucion del perfil de temperatura inicial.

Este procedimiento de descomponer un problema en su parte estacionaria més otro problema con condiciones
de contorno homogéneas, es una técnica que se puede utilizar en la resolucién de otros casos méas complicados,

como veremos a continuacién.

Caso 4: Superficie Lateral No Aislada

En los dos casos anteriores se ha supuesto que la superficie lateral de la varilla estaba aislada y por tanto no
habia transferencia de calor con el exterior en esa parte. Vamos a estudiar ahora el caso en el que los extremos
se encuentren a temperatura constante pero la superficie esté en contacto directo con el medio exterior, sin

ningan tipo de aislamiento.

0§ | e

i 0%

w =Ty ¢ : T% w="Ty

En este caso, el calor fluird no solo en el interior de la varilla por conduccidn sino que también habra una pérdida
o ganancia del mismo por conveccidn, en funcién de la temperatura del exterior®® constante T,.

69La temperatura del medio T se supone que estd medida a una distancia suficientemente alejada de la varilla, ya que en el
medio exterior cerca del extremo x = L tiene que haber una temperatura variable en funcion del tiempo como consecuencia de la

transferencia de calor con la varilla.
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Una forma simplificada de modelizar la transferencia de calor en el interior de la varilla es mediante la siguiente
ecuacion.

temperatura interior varilla

temperatura exterior

difusividad térmica (conduccion), k>0
coef. intercambio calor (conveccion), h >0

kg +h(Te —u) = uy (7.11)
~

II

??T‘(ﬁ:

e Término I : Transmision de calor por conduccién en el interior de la varilla.
e Término II : Transmision de calor por conveccién en la superficie de la varilla.

donde la difusividad térmica k depende exclusivamente del material de la barra, mientras que el coeficiente de
intercambio de calor h depende tanto del material de la barra como del medio exterior que rodea a su superficie
lateral.

Vamos a seguir el procedimiento del anterior Caso 3 de descomposicion del problema. Se entiende que inicialmente
hay un perfil de temperatura dado en el interior de la barra f(z) y a medida que avanza el tiempo hay una
serie de variaciones espacio-temporales de la temperatura que vienen dadas por la solucién transitoria v(x,t)
y que a tiempos suficientemente grandes se alcanza un estado estacionario u(z) independiente del tiempo,
cumpliéndose:

‘u(m,t) =v(z,t) + oo () ‘ (7.12)

Para determinar la solucién estacionaria u.,(z) se puede sustituir en la Ecuacion (7.11) teniendo en cuenta que
u; = 0 obteniéndose:
kull, + h(T. — use) =0 ; kul, — huoo = —hT, (7.13)
2

d : :
donde ul, = Fuoo. Esta ecuacién es una EDO lineal de segundo orden no homogénea
x
1.

70 cuya solucion general

€es

Uoo (T) = 17V DY L e R e T

y teniendo en cuenta las condiciones frontera us(0) = Ty v uoo(L) = T7, se pueden determinar las constantes
de integracion (solucion particular):

Ty, —Te — (Ty — T,)e VI/k
Cy = ;
2 e~ L\V/h/k _ L\/h/k

Para encontrar el problema que define la solucion transitoria v(x,t) se deriva la Ecuacion (7.12) obteniéndose:

co=To—T.—c2

/
Up = Vg + Uy
_ 1
Ugy = Ugg + uoo
Ut = Vg

e introduciendo estos valores en la Ecuacion (7.11) y teniendo en cuenta la Ecuacion (7.13) se tiene:

k(vew +ul)) + h(Te — v — tUoo) = vy — kvex + kull, + hM(Te — tuso) —hv = v,
0

Por tanto el problema que define la solucion transitoria es:

kvge — hv = v O<x<L ; t>0 (EDP interior varilla)
v(0,t)=0 , v(L,t)=0 t>0 (Cond. frontera Dirichlet homogéneas)
v(z,0) = f(x) —us(z) O0<ax<L (Cond. iniciales)

Esta EDP se puede resolver mediante el método de separacién de variables de la siguiente forma™:

X' T +hT {X”+)\2X:0

)2
X KT A — T' + (h+EX)T =0

v=XT ;

70Ver la Seccion 3.3, pagina 64.

71Se puede encontrar facilmente por ejemplo aplicando el método de los coeficientes indeterminados (Seccion 3.3.1, pagina 64).

72 Aqui se utiliza como constante —A2 por conveniencia en la simplificacién del proceso, pero se puede tomar cualquier otro valor
obteniéndose el mismo resultado.
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cuyas respectivas soluciones son:

X, (x) = €35, COS Ay + 4 SEN Ny T : To(t) = e~ (HHEAL)E
y teniendo en cuenta las condiciones de contorno X(0) = X (L) = 0 se tiene que ¢3, = 0y A\, = nw/L con
n=1,2,---. Por tanto:

v(z,t) = iAne*(hHmz)tsen (nfﬁx) ; A, = Z/OL[f(:c) — Uso ()] sSEn (n%x) dx

n=1

En la Figura 7.4 se muestran la graficas de resultados obtenidos en un par de ejemplos practicos de este caso.

100 f(z) =sin(an/L) f(a) = sinen/(2L)

Figura 7.4: Resultados obtenidos en la ecuacion del calor con condiciones Dirichlet no homogéneas y valores
L =1 k=1 h =5y T, = 25 En la grafica de la izquierda se ha tomado como condicién inicial
f(x) = 100sen(rz/L) (curva azul) y valores en la frontera Ty = Ty, = 0, observandose que como consecuencia
de la transmision de calor con el exterior el perfil de temperatura estacionario (curva negra) no es plano,
como si ocurre cuando la superficie lateral esta aislada (ver la Figura 7.1, pagina 190). En la grafica de la
derecha se ha tomado como condicién inicial f(z) = 100senwx/(2L) (curva azul) y valores en la frontera
To =0y Ty, = 100, observandose que como consecuencia de la transmision de calor con el exterior el perfil de
temperatura estacionario (curva negra) no es una linea recta, como si ocurre cuando la superficie lateral esta
aislada (ver la Figura 7.3, pagina 194).

Caso 5: Condiciones Dirichlet + Robin

Vamos a considerar ahora el caso de una varilla con la superficie lateral aislada, uno de los extremos a
temperatura constante, por ejemplo™ u = 0 (condicién de tipo Dirichlet), y el otro en contacto directo con
el medio exterior (condicién de tipo Robin), siendo la temperatura constante del medio exterior T, que por
simplicidad vamos a suponer T, = 0.

r=0 r=1L

u=>0

El PVF de este caso se puede expresar de la siguiente forma:

ke = Uy O<xz<L ; t>0 (EDP interior varilla)
u(0,t) =0 t>0 (Cond. frontera Dirichlet)
ug(L,t) = —hu(L,t)] t>0 (Cond. frontera Robin)
u(z,0) = f(z) 0O<z<L (Cond. iniciales)

donde h es un valor constante representativo de la transferencia de calor entre la varilla y el medio ambiente
en ese extremo’?. Esta condicion frontera Robin establece que la velocidad de transferencia de calor u, entre el

73Podemos suponer idealmente que ese extremo esta en contacto con un trozo de hielo.
74E] valor y las unidades de este coeficiente h son distintos del valor de h que aparece en el Caso 4 anterior.
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extremo derecho de la varilla y el medio ambiente es proporcional a la diferencia de temperatura, en cada tiempo,
entre el extremo y el medio circundante. Notar que si la temperatura exterior T, es superior a la temperatura
del extremo x = L, entonces u,(L,t) > 0 y hay una transferencia de calor del medio a la varilla”™, y de igual
forma si T, < u(L,t) entonces u,(L,t) < 0 y la transferencia de calor se produce de la varilla al medio™®.

Aplicando separacion de variables se obtienen 10s dos problemas siguientes:

Moy {X”+AXz0 (Ee. 1)
X kT T' + \kT =0 (Ec. 2)
X" 47X =0
- , T' + kAT =0
(1) §’((Ol);)_+0hX(L) =0 ’ 2 { u(z,0) = X (2)T(0) = f(x)

El problema (1) es un problema reqular de autovalores de Sturm-Liouville”", de forma que analizando los tres
casos de i A =0, A >0y A <0 se tiene:

e A=0

X(0)=0 = ¢, =0
X'(L)+hX(L)=0 = co+heL =0 ; c3(l1+hl)=0 = ;=0

X=c+cr = {
Por tanto A = 0 no es un autovalor, ya que hL > 0.
e )\ £ 0. La ecuacién caracteristica queda m?2 +A=0 = m=+v—-\
1.A<0 = m==za,cona>0 = X = c;cosh(ax) + ¢z senh(ax)

X(0)=0 = ¢ =0
X'(L)+hX(L)=0 = coarcosh(al) + hegsenh(al) =0 ; calacosh(al) + hsenh(al)] =0

Para que ¢z no fuera nulo se tendria que cumplir tanh(aL) = —a/h < 0, que ocurre para’™ oL < 0,
lo que es imposible ya que « y L son positivos, y por tanto c; = 0 y A < 0 tampoco es autovalor.

2.0>0 = m==+ivVA = X =c cos(zV\)+ casen(zV/)))

X0)=0 = =0
{ X'(L)+hX(L) =0 = cavAcos(LV) + hegsen(Lv/X)) = 0

cz[ﬁcos(L\f)\) + hsen(L\f)\)] —0 2z tan(L\f)\) = —Q

h
., 10
Notar que la ecuacion:
tan(azx) = —fz ; a,f>0 5 e tan(as)
tiene infinitas soluciones positivas * = u,, por ,
. . 0
tanto los autovalores y autofunciones asociadas a este 7
problema son:
s
1, fin
L\, = = | \p =% Xn(x) = cosen 5=
n = Hn n 2 n( ) 2 L ~104, : : L
-10 -5 0 5 10

Con estos autovalores, la ecuaciéon del problema (2) queda:

ku? _kud
T+ kAT =0 =— T’+%T:O — | Th(t) = cpe T
75 Aumentando por tanto la temperatura en ese extremo de la varilla.
76 Disminuyendo la temperatura en el extremo.
7TVer la Seccion 6.3, pagina 160.
"8Ver la grafica de la funcién tanh(z) en la Seccion 6.2.1, pagina 154.
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198 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

Y la solucién completa, teniendo en cuenta el principio de superposicion:

tn(,8) = X ()T (t) = Ane_%tsen% — u(z, t) = ZAne_%tsen%

La determinacion de los coeficientes se hace a través de la condicion inicial del problemas:

u(z,0) = f(z) = Zn: A, sen 2%
n=1

Notar que esta serie no corresponde con la serie de Fourier de senos’”, si no que corresponde con el desarrollo

de la funciéon f(z) en términos de las autofunciones del anterior problema de Sturm-Liouville (1), que como
sabemos forman un conjunto completo ortogonal de funciones® con respecto a la funcién peso r(zx), que en
este caso es r(z) = 1.

Por tanto tenemos una serie de Fourier Generalizada®' y los coeficientes A, pueden ser determinados

mediante:
/ (@) f(z)yn (@ / f(z senfd:c
sen?

Z A, yn(x Z A, sen = A, =

2 Hn de

/a r@) (e

El resultado final se puede expresarse tambien a través de su funcién de Green como:

N s n  _kud o
u(x, t) / : : sen Hns sen Hnt eithf(S) ds = / G(x,t,s) f(s)ds
senz Bef ds L L 0

le

En la Seccion 7.7.1, pagina 228 se analizaran problemas de la ecuaciéon del calor en varias dimensiones, después
de estudiar problemas con la ecuacion de Laplace en la Seccion 7.6.1, pagina 218, ya que estos tltimos seran
necesarios.

7.4.3. Ecuacién del Calor en Polares con Simetria Radial

Consideramos la ecuacion del calor en una placa bidimensional circular de radio r con simetria radial donde
la solucién no depende del Angulo®? 6.

En la figura se muestra el mapa de contorno coloreado de una
funcién con simetria radial, donde cada color representa un valor
en una determinada escala. Se observa que la variacion de valores
se produce en la direccién radial, pero esa distribucién es la misma,
independientemente del angulo. Usando coordenadas polares®:

@—Au 19 7‘@ +i82 190 1"%
ot ror \ or r2 902 ror \ or
0

Notar que este caso corresponde con un problema unidimensional
en el espacio, donde u(r,t) solo depende de la variable espacial r.

270°

Ver la Seccion 5.4.5, pagina 146.

80Ver la Seccién ??, pagina ?7?.

81Ver el Teorema 6.1, pagina 164.

82Notar que el tratamiento seguido aqui también seria equivalente al del problema, del calor en una esfera de radio r y con simetria
radial.

83Un problema similar pero con la ecuacién de onda se estudia en la Secciéon 7.5.2, pagina 209.
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Resolvamos el siguiente problema:

199

ou kO [ Ou
- _r 7 s t
ot ror <T8r> re0a),t>0
u(a,t) =0 t>0 (7.14)
|u(0,t)] < oo t>0 (Cond. Compatibilidad)
u(r,0) = f(r) r € (0,a)
Aplicando separacion de variables: u(r,t) = R(r)T'(t)
k o1 (rRY + MR=0 (1)
r N N/ 5 L= N _
RT' = TT(TR) I rRT(rR) A = { T kAT = 0 (2) (7.15)
El primer problema es:
(rRY +XrR=0 r€(0,a)

R(a)

|R(0)] < oo

=0
Cond. Compatibilidad

Notar que al ser una EDO de segundo orden hay que imponer dos condiciones frontera, pero solo tenemos una
en el borde r = a. En necesario imponer una nueva condicién en el otro borde r = 0, denominada condicién
de compatibilidad®*, que sera que la solucién en r = 0 sea real.

Analizamos el primer problema de autovalores:

e A=0

(rR'Y =0 ; rR=¢ ; dR

r

Por tanto, A = 0 no es autovalor del problema.

e A#0
rR'+ R +)MR=0

que corresponde con una ecuaciéon

)

R(r) = R(z/V}) = ¢(2)
Sustituyendo estos valores en la (7

VA

18()’

22 /!
y¢ X+

que es una ecuacion de Besse

d(2) = c1do(2) + Y (2)

Recordamos que la funcién Y,,

R(r)

) _ Cond. Compatibilidad: ¢; =0
a5 B =ahite = { R(a) =0 : =0 }
Multipli
ultiplicando por 7 R’ + 7R + ARr* =0 (7.16)

paramétrica de Bessel®® y por tanto haciendo el cambio de variable:

dz

Ao

_dodz
—%ﬁ—qﬁ(f«*)ﬁ

.16) se tiene:

2
SR+ ¢>%x =0 = 2420 +2%9 =0

de orden m = 0 y cuya solucién es:

SN R(r) = e1Jo(rV) + caYo(rv/X)

7

no estd acotada en el origen®” y por tanto, por la concicion de

compatibilidad obliga a eliminar ese término, por tanto:

—  R(r) =ca1Jo(rVv)

62:0

84Ver la Seccion 6.4, pagina 169.
85Notar que es necesario que A > 0 para que
86Ver la Seccion 3.4.4, pagina 82.
87Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84.

Pedro José Hernando Oter

las soluciones sean reales. Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84.
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200 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

Imponiendo la condicién de contorno:
Ra)=0 = c1Jo(rVA)=0

Para que ¢; # 0 el valor av/A deben coincidir con los ceros de esa funcion. Si denominamos 27, al
n-ésimo cero de la funcion J,,(z), entonces los autovalores y autofunciones asociadas a este caso son:

a

e 2
@/ =0 = oA\ =2 = )\n:<z—0) i n=1,2,3--.

Ru(r) = cndo(rv/An) = endo (%)

Teniendo en cuenta los autovalores obtenidos, la solucion del problema (2) de (7.15) viene dada por:

T+ kAT =0 — \ T (£) = cpe—FAnt

La solucién final del problema, teniendo en cuenta el principio de superposicion es:

u(r,t) = 3 Ra(r)Tu(t) = Y An Jo (%) gkAnt
n=1 n=1

Para determinar los coeficientes es necesario tener en cuenta la condicién inicial del problema original (7.14).
= Tz
u(r,0) = f(r) = A, Jo [ =2
(0) = 7(r) = 3 4 (1)

Notar que esto corresponde con la serie de Fourier generalizada®® de la funcion f(r) en términos de las
funciones de Bessel. Teniendo en cuenta las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel® con la
funcién peso r se tiene finalmente:

/ f(r)Jo <ﬁ> rdr o "
0 a 2 Tz
A, = = PN /0 f(r)Jo< ) rdr , n=12 .-

/ Jg (ﬂ) rdr @
0 a

Figura 7.5: Simulacién de un problema de la ecuacion del calor en polares con simetria radial, donde se observa la
distribucion de temperatura en distintos tiempos para un disco de radio R = 7 con condicion inicial f(r) = senr
y condicion frontera u(R,t) = 0. Las zonas azules indican bajas temperaturas y las rojas altas.

88Ver la Seccion 6.3.2, pagina 164.
89Ver la Secciéon 6.4.1, pagina 171.
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7.5. Ecuaciéon de Onda 201

7.5. Ecuacién de Onda

Una onda es una perturbacién periédica que se propaga en un medio. Como hemos visto”’ la ecuacién de onda
es el ejemplo tipico de una EDP hiperbolica. La funcion escalar u(Z,¢) puede ser, por ejemplo, una variacion
de la presion del medio en el que se propaga la onda; también puede ser un desplazamiento (respecto a unas
posiciones de equilibrio) de particulas del gas, liquido o sélido al propagarse la onda.

Para desplazamientos pequefios en medios homogéneos, perfectamente elasticos con tension constante y
despreciando efectos de rozamiento y fuerzas externas, la funcién u satisface la siguiente EDP?!:

5z = Au u(@t) ; TeRN

donde ¢ es la velocidad de propagacién de la onda®® y A es el operador laplaciano®® en dimensiéon N.

Esta ecuacion bésica se puede completar con otros términos que hacen referencia a fuerzas externas (como la
gravedad) y rozamientos (amortiguacion proporcional a la velocidad de la perturbacion), de la siguiente forma:

0%u 20U o S
ﬁ—l—a ¢ Au+ f(Z,1)

La ecuacion de onda aparece en muchas aplicaciones practicas, siendo las méas caracteristicas:
e En una dimensiéon N = 1, vibracion de una cuerda.
e En dos dimensiones N = 2, vibracién de una membrana.

e En tres dimensiones N = 3, propagacion de ondas actsticas y electromagnéticas.

1. 10 1
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0.0 0.0 0.0

-05 05 05
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n.s\_/os u.s\_/

0.0 0.0 0.0

-05 05 05
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1900204060810'900204060810900204060810
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uls, F1L -0l s gty et - 26 s a2

Figura 7.6: Representaciones de aplicaciones de la ecuacion de onda. Arriba a la izquierda aparece la simulacion
espacio-temporal de las oscilaciones de una onda unidimensional modelada por la ecuacién de onda. En la
parte inferior aparecen cuatro graficas de una simulacién espacio-temporal de las vibraciones de una membrana
bidimensional. Por dltimo en la parte superior derecha aparece una onda tridimensional con simetria esférica.

90Ver la Seccion 7.1.4, pagina 180.

91La deducciéon de esta ecuaciéon no se realizara aqui.

92Nosotros la consideraremos un valor constante, aunque en muchos casos es una funcién dependiente de u.
93Ver la Definiciéon 7.3, pagina 179.
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202 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

7.5.1. Ecuacién de Onda Unidimensional

Consideremos el caso de una cuerda de longitud finita L, homogénea con densidad p constante y perfectamente
flexible, la cual esté sujeta en sus dos extremos con dispositivos que pueden ser fijos”* o méviles verticalmente®
y sometida a una tension T constante y tangencial a cada punto de la cuerda. Si apartamos la cuerda de su
posiciéon de equilibrio y la soltamos, comenzara a vibrar, estando interesados en analizar la vibracién producida.
Para simplificar el problema se hacen las siguiente suposiciones:

e La cuerda vibra en un plano.
e El desplazamiento vertical u(x,t) no se aparta mucho de su posicion de equilibrio.

De esta forma el problema viene modelado, de una forma algo general, por la siguiente ecuacién conocida como
ecuacion de onda unidimensional.

2~ ¢ 9x2 ot p ’

Pu 5 0% kau fz,t) ) o T
p

En ella el término ¢? tiene unidades de velocidad, k& > 0 suele ser un coeficiente relacionado con rozamiento o
amortiguacion. El término f(X,y) esta relacionado con fuerzas externas, donde p es la densidad lineal de la
cuerda (masa por unidad de longitud).

Vamos a analizar la solucién de diferentes PVF formados por esta ecuacion y determinadas condiciones iniciales
y de frontera.

Caso 1: Extremos Fijos (Condiciones Dirichlet)

Analizamos el caso en el que los extremos de la cuerda estan fijos
sin posibilidad de movilidad ni horizontal ni verticalmente.

=0 r=1IL
En este caso el PVF es el siguiente:
Upp = CUgy O<xz<L ; t>0 (EDP interior varilla)
w(0,t)=0 , w(L,t)=0 t>0 (Cond. frontera Dirichlet) (7.17)
u(z,0) = f(x) 0<zxz<L (Cond. inicial I) '
ur(x,0) = g(x) 0<z<L (Cond. inicial IT)

Los extremos en x = 0 y * = L se encuentran fijos a v = 0. Como ademés aparece una segunda derivada
temporal es necesario especificar dos condiciones iniciales, indicando la posicion de la cuerda f(z) y la velocidad
en cada punto g(z) at = 0.

Vamos calcular la solucién particular de este problema mediante el método de separacion de variables®®.
Suponemos que la solucién se puede expresar como producto de dos funcién que dependen solo de una variable.

Upa X// T/I

"
u(z,t) = X(2)T'(t) = { Uy = §T1': } - AX'"T = XT" ; X = 27

De esta forma comprobamos que este método es vélido para esta ecuacién. Para que pueda cumplirse esta
igualdad entre las variables independientes x y ¢, es necesario que ambas partes de la igualdad sean iguales a
una misma constante —\, obteniéndose dos problemas de autovalores®”:
Xi”_T” .y X'"+AX =0 (Ec. 1)
X T T" + \?T =0 (Ec. 2)

Resolveremos cada ecuacion por separado atendiendo a las condiciones iniciales y de frontera.

94Permite variar libremente el angulo formado por la cuerda y la pared vertical.
95En este caso el angulo entre la cuerda y la pared vertical es fijo a 90°.

96Ver la Seccion 7.2, pagina 183.

97Ver la Definiciéon 6.1, pagina 153.
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7.5. Ecuaciéon de Onda 203

Problema 1

X"+XX =0

X(0)=X(L)=0
Este problema es idéntico al tratado en el Problema 1 del Caso 1 de la ecuaciéon del calor en la Seccion 7.4.2,
pagina 189, obteniéndose la solucién trivial no valida para A < 0 y solo para A > 0 se tiene:

L\/X:nﬂ' s n= 1,2,~-- — An: L Xn(x) = Cop, SEN (%Z‘)

Problema 2

Teniendo en cuenta los autovalores A,, calculados anteriormente se tiene:

T+ A\T =0
Teniendo en cuenta que los valores de A,, determinados en el problema 1, la solucién de este caso queda:
nme

m*+ N, =0 = m= —CQAnZ:tiT

T,(t) = c3p, cos (%t) + ¢4, SED (%t) , n=12---

Por tanto las soluciones completas seran®®:

up(z,t) = Xp(2)T,(t) = {An cos (%t) + B, sen (%tﬂ sen (%x) , n=12 -

Para cada valor de n se obtiene una solucién al problema, por tanto por el principio de superposicion’® la
solucion completa sera la combinacion lineal de todas:

u(z,t) = i [An cos (%t) + B, sen (%tﬂ sen (%x)
n=1

Las constantes A,, y B,, se pueden obtener a través de las dos condiciones iniciales del problema inicial (7.17):

e u(z,0) = f(x)

u(z,0) = iA” sen (n%x) = f(=z)

Esto corresponde con la serie de Fourier de senos'’’ de f(z) y por tanto las constantes A,, correspondientes
a los coeficientes de la serie se pueden obtener como:

o L
A, = Z/o f(x)sen?da:

o u(x,0) =g(x) N
ug(z,t) = Z ? [—An sen (%t) + B,, cos (?t)} sen (%x)

Esto corresponde con la serie de Fourier de senos de g(z) y por tanto las constantes B,, correspondientes
a los coeficientes de la serie se pueden obtener como:

2 L
B,=— g(z) sen ? dx

2 L
Bn@ = —/ g(s)sen@ dx =
0 L nwe Jo

L L

98Se ha denominado A, = cac3 y Bn = caca.
99Ver la Seccion 7.2.2, pagina 186.
100ver la Seccion 5.4.4, pagina 145.
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TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

La solucién final se puede expresar a través de las funciones de Green del problema de la siguiente forma:

u(z,t) = /0

L

L

2

oo

n—=

sen
1

nms

L

nmct

COS

L

sen

nmx

L

f(s)ds + /OL

nmwc

o
2 g sen
n=1

u(x,t) = /OL G(x,t,s) [i

1

nmc

19+ (o) ds

donde G(z,t,s) es la funcion de Green de este problema.

nms

L

sen

nmct

L

nmwx
sen ——

L

g(s)ds

En la Figura 7.7 se muestran las graficas correspondientes a un caso practico con L = 1, a = 1 y diferentes
condiciones iniciales.
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Figura 7.7: Resultados obtenidos en la ecuacién de onda unidimensional con condiciones Dirichlet.

En la parte izquierda se muestra la evolucion temporal para las condiciones iniciales u(z,0) = sin2(7rx) y
ut(z,0) = 0. La onda inicial oscila en torno a la posiciéon de equilibrio, denominéndose este tipo de movimiento
onda pulsada y siendo un ejemplo de ondas estacionarias'®'.

En la parte derecha se muestra la evolucién temporal para las condiciones iniciales:

sin?(2rx) 0<x < L/2

0 Lp<z<r ¢ w@®0=0

u(z,0) = {
En este caso la onda inicial viaja en la parte positiva del eje vertical, rebotando en el extremo derecho, volviendo
a viajar hacia el extremo izquierdo por la parte negativa del eje vertical y repitiéndose el proceso. Este es un
ejemplo de una onda viajera'%?.

En ambos ejemplos se observa como el angulo formado por la cuerda en los extremos y la pared vertical varian
en funcion del tiempo.

Caso 2: Extremos Mdviles (Condiciones Neumann)

Guias méviles verticalmente

Analizamos el caso en el que los extremos de la cuerda estan
sujetos en sus extremos a unas guias moéviles que permiten el
desplazamiento vertical de los extremos, manteniendo la unién
de la cuerda con la guia de forma horizontal (pendiente cero).

101No hay desplazamiento del perfil de la onda.
102Existe un desplazamiento del perfil de la onda.
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En este caso el PVF es el siguiente:

Up = CUgy O<z<L ; t>0 (EDP interior varilla)

uy(0,8) =0 , uy(L,t)=0 t>0 (Cond. frontera Neumann) (7.18)
u(z,0) = f(x) 0<z<L (Cond. inicial T) ’
ue(z,0) = g(z) 0<z<L (Cond. inicial II)

Vamos calcular la solucion particular de este problema mediante el método de separacion de variables de igual
forma que el caso anterior:

’U/Q;I — X//T X// T//
ue ) = XTI = { we = XT" } = SXT=XTT s =7
X" X" £ AX =0 (Ec. 1)
X -ers ) { T + AT =0 (Ec. 2) (7.19)

Resolveremos cada ecuacion por separado atendiendo a las condiciones iniciales y de frontera.

Problema 1

X"+XX =0

X'(0)=X"(L)=0
Este problema es idéntico al tratado en el Problema 1 del Caso 1 de la ecuacion del calor (Seccion 7.4.2,
pagina 191), obteniéndose la solucion trivial no valida para A < 0y solo para A > 0, por tanto:

L\/Ap=nm , n=0,12--- = Np, =

X (z) = cap cos (%x) , n=0,1,2---

Problema 2

Teniendo en cuenta que el valor de A ha quedado determinado en el Problema 1, la solucién de este caso queda:

7"+ AN\T =0

m24c\, =0 = m= -2\, = ii? = | Th(t) = cgpn cos (?t) + ¢4n, SEND (%t) , n=1,2,---

Por tanto la soluciéon completa seréa:

up(z,t) = Xp(2)T,(t) = {An cos (?t) + B, sen (%t” cos (%x)

Para cada valor de n se obtiene una posible solucién al problema, por tanto por el principio de superposicion
la solucién general sera:

u(z,t) = i [An cos (%t) + B, sen (%t)} cos (%x)
n=0

Las constantes A,, y By, se pueden obtener a través de las dos condiciones iniciales del problema inicial (7.18):

o u(z,0) = f(z)

u(z,0) = iAn cos (%m) = f(x)
n=0

Esto corresponde con la serie de Fourier de cosenos de f(z) y por tanto las constantes A,, correspondientes
a los coeficientes de la serie se pueden obtener como:

; A, = E/OL f(z) cos (n%x) dz
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o u(z,0) = g(x)

ug(x,t) = i % [—An sen (%t) + B,, cos (%t” cos (%x)

n=0

ug(x,0) = iB"@ cos (%x) = g(z)

2 L nmw
n>1: |B,=— g(x) cos (Tx) dx

nwe Jo

La primera féormula nos indica una condicién que debe cumplir la funcion g(z) que especifica la velocidad
inicial de la cuerda, necesaria para que el problema tenga solucion.

En la Figura 7.8 se muestran las graficas correspondientes a un caso practico con L = 1, a = 1 y diferentes
condiciones iniciales.
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Figura 7.8: Resultados obtenidos en la ecuaciéon de onda unidimensional con condiciones Neumann.

En la parte izquierda se muestra la evolucion temporal para las condiciones iniciales u(z,0) = sin®(7z) y
ut(x,0) = 0, iguales al caso 1 anterior. El tipo de movimiento generado es una onda pulsada diferente al
caso 1, donde la onda inicial tiende primeramente a aplanarse elevando los extremos hasta el punto medio,
posteriormente se crea una onda en la parte inferior eleviandose los extremos y vuelve a aplanarse en el punto
medio para crear una nueva onda en la parte superior y repetirse el proceso.
En la parte derecha se muestra la evolucién temporal para las mismas condiciones iniciales del segundo ejemplo
del caso 1 anterior:

sin?(2rx) 0<x < L/2

En este caso se obtiene una onda viajera que empieza desplazandose hacia la izquierda y al tocar el borde,
rebota, empieza a disminuir su tamano y a generarse una segunda onda més pequena viajando ambas hacia la
derecha. Cuando la primera toca el borde, ambas ondas se fusionan en una sola méas grande, que rebota en el
borde derecho, disminuye su tamano, se genera una segunda onda y viajan ambas hacia la izquierda repitiéndose
el proceso.

En ambos ejemplos se observa como el angulo formado por la cuerda en los extremos y la pared vertical es
siempre constante con tangente cero, siguiendo las condiciones frontera establecidas.
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7.5. Ecuaciéon de Onda 207

Caso 3: Extremos Fijo-Mévil (Condiciones Dirichlet-Neumann)
Gufa mévil verticalmente

Analizamos el caso mixto en el que un extremo es fijo y el otro
moévil con desplazamiento vertical .

rz=0 r =1
En este caso el PVF es el siguiente:
Upt = CUgy O<axz<L ; t>0 (EDP interior varilla)
w(0,8) =0 , uy(L,t)=0 t>0 (Cond. frontera Dirichlet y Neumann) (7.20)
u(z,0) = f(x) O0<z<L (Cond. inicial T) ’
ut(x,0) = g(x) 0<z<L (Cond. inicial IT)
Volvemos a calcular la solucién particular del problema mediante el método de separacion de variables:
_ Upe = X"T o — xpr . A T
u(z,t) = X(@)T(t) = { v = XT" } = cX'T =XT" % = 27
D G A X"+ AX =0 (Ec. 1)
X “er- { T" 4 AT = 0 (Ee. 2) (7.21)

Resolveremos cada ecuacion por separado atendiendo a las condiciones iniciales y de frontera.

Problema 1
X"+AX =0
X0)=X'"(L)=0
Notar que éste no es uno de los tres problemas basicos de Sturm-Liouville. Vamos a analizar todos los posibles
valores del autovalor A.
A=0
En este caso la EDO queda:

X'"=0 = X@)=caz+c

Imponiendo las condiciones frontera:

{X(O):O = =0

X'(L)=0 — c1=0} = X(@)=0

Esta es la solucion trivial, no valida, y por tanto A = 0 no es un valor posible para obtener una solucioén analitica
al problema.

A<0
En este caso tenemos una EDO de segundo orden homogénea, cuya ecuacidn caracteristica es:

X'"4+AX =0 = m?*+A=0 ; m=+V-A=+4a (a>0)
Por tanto la solucion queda en este caso (raices reales distintas):

X(x) = 1™ + coe™**

Imponiendo las condiciones frontera!%3:
X(O):O — c1+eca=0
X/(L):O — 61A+02B:O

Este es un SEL homogéneo compatible y determinado cuya tnica solucién es ¢; = co = 0, obteniéndose
nuevamente la solucion trivial X(x) = 0, no valida, y por tanto A < 0 tampoco es un valor posible para
obtener una solucién analitica al problema.

103 Aqui A = ae®l y B = —ae~ 2L, siendo A # B si L # 0.
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A>0
En este caso también tenemos una EDO de segundo orden homogénea, con ecuaciéon caracteristica:

X'+XX =0 = m’+r=0 ; m==xV-X==%iV)
Por tanto la solucion queda en este caso (raices complejas):
X () = ¢ cos(zVA) + casen(zvV/\)
Imponiendo las condiciones frontera:

X0)=0 = =0
{X’(L)O = cVAcos(LVA) =0

Para que la segunda ecuacion se verifique sin que cs se anule tenemos que encontrar valores de L\ que anulen
el coseno, lo que se cumple para:

m—1 2.2
IV am=@2n-12 | n=1,2- — UGl (7.22)
2 412
siendo estos valores los autovalores del problema 1 y las correspondientes autofunciones:
2n—1
Xn(x) = cap sen |:(nQL)7T$L‘:| ) n=12--- (7.23)

Problema 2

Teniendo en cuenta los valores A,, determinados en el problema 1, la solucién de este caso queda:

T+ NT =0

2n — 1
m? + X\, =0 = m =/ —c2\, :iii( n2L e
2n — 1)me 2n — 1)me
Tn(t) = C3pn COS |:(2_L)t:| + c4y, SEND |:(2_L)t:| s n = 1, 27 s

Por tanto la soluciéon completa sera:

(2, ) = X (2) T (1) = {An cos [(2”2_;)”4 + B, sen [(2”2‘;)”%] } sen [(2”2;1)”9:]

Para cada valor de n se obtiene una posible solucién al problema, por tanto por el principio de superposicion
la solucién general sera:

)= 35 [ [0 ¢ e [ [0 ]

Las constantes A,, y B, se pueden obtener a través de las dos condiciones iniciales del problema inicial (7.20):

o u(z,0) = f(z)

> (2n — 1)m
0) = Ap —z| = 7.24
w0 = 3 Ansen | P10 = fie) (7.21)
Notar que de forma general, el conjunto:
cos (2n — Dz sen o=l ||~ _ CoSY | sente cos%—x sengﬂ—x
2L 2L . 2L’ "2 T 2L 2L’
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donde L € R — {0} es ortogonal en el intervalo [—L, L], formando una particular serie generalizada de
Fourier, y por tanto la ecuacion (7.24) corresponde con la serie de senos de f(x) de este conjunto ortogonal

y por tanto las constantes A,, correspondientes a los coeficientes de la serie se pueden obtener como:

An:i/oLf(x)sen[

o u(z,0) = g(x)

ug(x,t) = Z

(2n — V)we
2L

n=1

{An sen {

> 2
ue.0) = B,
n=1

2n —

(2n— )7 B

T x| dx , n=1,2,

(2n — 1)7e (2n — 1)wc (
5T t| + B, cos 5T t| »sen

-1
)me o

(2n— 1)

2L

dl

2L

x] = g(z)

d

2L

Esto corresponde con la serie de Fourier de senos de g(z) y por tanto las constantes B,, correspondientes
a los coeficientes de la serie se pueden obtener como:

By,

(2n — 1)wc
2L

2

L

2L

B, =

4

(2n—1

2n — 1)w
2L

n— 1w

/O ’ g(x) sen [(2
x} dz

x] dx

n =1,

2,

En la Figura 7.9 se muestran las gréficas correspondientes a un caso préctico con L = 1, a = 1 y con las dos
condiciones iniciales utilizadas en los dos casos anteriores.
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Figura 7.9: Resultados obtenidos en la ecuacion de onda unidimensional con condiciones Dirichlet y Neumann.

En ambos casos se observan comportamientos mas complicados que los anteriores, como consecuencia del
extremo izquierdo fijo y el derecho movil.

7.5.2. Ecuaciéon de Onda en Coordenadas Polares con Simetria Radial

Consideramos aqui la ecuacién de onda en una membrana bidimensional circular de radio r con simetria
radial'®*,donde la solucién no depende del angulo #. Usando coordenadas polares se obtiene un problema
unidimensional en el espacio, donde u(r, t).

0%

oz

yo 19
T ror

(5

ou

)+

1o 10
r2 902 ror
~~

0

ou

(5

)

104Este problema tiene semejanza con el del calor en polares, ver la Secciéon 7.4.3, pagina 198.
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Resolvamos el siguiente problema:

2 2
(‘3u:c 3<8u> r € (0,a), t>0

a2 ror\or

u(a,t) =0 t>0 (7.25)
|u(0,¢)| < oo t>0 (Cond. Compatibilidad)

u(r,0) = f(r) r € (0,a)

Ut(T, O) = g(?“) S (Oa CL)

Aplicando separacion de variables: u(r,t) = R(r)T(t)

2 T 1

y_ oo, M1 (rRY + \rR=0 (1)
RT™ = rT(TR) AT rR

AV
TeRY ==X = { T'+AEXT=0  (2)
El primer problema:
(rRY +XrR=0 r € (0,a)
R(a)=0
|R(0)] < o0 Cond. Compatibilidad

es el mismo analizado en la Seccion 7.4.3, pagina 198, siendo sus autovalores y autofunciones:

20\ 2 r 290
Ap = (") ; R,(r) = cndo(ryv/An) = endo <a"> ;o n=1,2,3---

donde 20 es el n-ésimo cero de la funcion de Bessel'’® de primera especie de orden cero Jy(x).
Con estos autovalores, la soluciéon del problema (2) de (7.26) viene dada por:

T+ AN\T =0

Cuya solucién ya ha sido obtenida en el Problema 2 del caso anterior'’® de la siguiente forma:

0
cz
m2 4\, =0 — m=+/—c2\, = £i—2
a
0 0
czyt cz,t
T, (t) = c3n cos —— + ¢4y, 8560 — , n=12---
a a

Por tanto la soluciéon completa seréa:

0 0 0
un(2,1) = R ()Tot) = (An cos 1 1 B, sen t) Jo ()
a a a

Para cada valor de n se obtiene una posible solucién al problema, por tanto por el principio de superposicion
la solucién general sera:

£ Ot Ot 0
ute,t) = 3 ((Anoos 2 4 5, sen 21 ) gy (122)
n=1

Las constantes A,, y B,, se pueden obtener a través de las dos condiciones iniciales del problema inicial (7.25):
e u(r,0) = f(r)
u(r 0)—f(r)—§:,4 2o (rm
9 - - o nJ0 a

105Ver la Seccion 3.4.4, pagina 83.
106Ver la Seccion 7.5.1, pagina 208.
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Esto corresponde'’” con la serie de Fourier generalizada'’® de la funcién f(r) en términos de las

funciones de Bessel. Teniendo en cuenta las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel'"?
con la funcién peso r se tiene finalmente:

/af(r).]g <%> rdr
A _JO

2 @ r 20
= = I (=) g 7 =1,2,---
(5 (22 o i Jy 109 (52 rer| o
0

o u(r,0) = g(r)

> cz0 c29¢ cz0 c20t r 29 > 20 rz
uy(r, 1) = Z —T”An sen —— + Tan cos Tn Jo T" ;ow(r,0) =g(r) = Z —= BpJo T”
n=1

a

Esto corresponde con la serie de Fourier generalizada de g(r) y al igual que antes, teniendo en cuenta las
propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel, las constantes B,, se pueden obtener como:

e rz0 @ r 29
20 - /0 g(r)Jo (T) rdr | . “ /0 g(r)Jo (Tn> rdr
@ /a JZ (ﬂ) rdr , b /a Jg <ﬁ> rdr
0 a 0 a

2= oy (g
RS
1 i
—_—

TEEREr e s

L

Figura 7.10: Simulaciéon de un problema de la ecuaciéon de onda en polares con simetria radial, donde se
observa los desplazamientos u(r,t) en distintos tiempos para un disco de radio R = 7 con condiciones iniciales
u(r,0) = senr, us(r,0) = 0 y condicion frontera u(R,t) = 0. A diferencia de la ecuacion del calor (Figura 7.5,
pagina 200), se observa un proceso periodico de oscilaciones.

107 Al igual que en el problema del calor en coordenadas polares, ver la Seccion 7.4.3, pagina 198.
108Ver la Seccion 6.3.2, pagina 164.
109Ver la Seccion 6.4.1, pagina 171.
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7.5.3. Ecuaciéon de Onda en Coordenadas Polares

Vamos a estudiar ahora el caso de una membrana vibrante con forma circular de radio a, sin necesidad
de simetria radial''” correspondiente a un problema bidimensional en coordenadas polares siendo
u(r,0,t) el desplazamiento en la direccion del eje z. La formulacion del problema es el siguiente:

%:CQ Ll"gr (rg:f)—i—:zgzg] ref0,a), 0 € (—m, 7], t >0

u(r,m,t) = u(r, —m,t) r € (0,a],t>0

ug(r, m,t) = ug(r, —m,t) re (0,al,t>0 ‘
u(a,0,t) =0 e (—m,m,t>0

lu(r,8,t] < co rel0,a], 0 € (—m,m7], t >0

u(r,6,0) = f(r,0) r€0,a), 0 € (—m, 7]

ug(r,0,0) =0 r€[0,a), 0 € (—m, ]

Notar que consecuencia de las derivadas de segundo orden en las variables independientes, es necesario 6
condiciones, cuatro espaciales en r y 6 y dos temporales.

e Las dos primeras condiciones espaciales en # son de tipo periddico, y consecuencia del comportamiento del
angulo 6 en radianes, que implica que todo punto de coordenadas (r,7) corresponda con el punto (r, —).
Esto hara que las soluciones sean continuas y derivables en esos puntos.

| ‘

e Las dos siguientes condiciones son de tipo espacial en r. La tercera es es una condicion de tipo Dirichlet en
la frontera r = a, y la cuarta es una condicién de compatibilidad en r, necesaria para obtener soluciones
acotadas con sentido fisico.

e Las dos ultimas condiciones iniciales imponen la forma y velocidad inicial de la membrana.

Resolvemos el problema aplicando el método de separaciéon de variables. Notar que este caso tenemos tres
variables independientes.

1 1
u(r,0,t) = R(r)H(0)T(t) = RHT" =c*(R'"HT + -R'HT + — RH"T)
T T

Dividimos toda la ec. por RHT y separamos una de las variables'!!. Como cada término son funcién de variables
indpendientes, tiene que ser igual a una constante (autovalor) —\, obteniéndose dos ecuaciones.
T// R// R/ H/l

T +X*T=0| (3)

T2~ R ' rR ' r2H R'" R H"

— A
R rR r2H

HO0Este caso es mas general que el analizado en la seccién anterior Seccion 7.5.2, pagina 209, donde se habia impuesto una simetria
radial en el dominio.
H1La que resulte mas sencillo, en este caso el término temporal en T'.
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De la segunda ecuacion con dos variables, separamos una de ellas (la mas sencilla) dejando el autovalor A al
lado complicado e introduciendo un nuevo autovalor pu.

H//
r?R" rR' H" H - r = H'+pH=0| (1)

2——7:
7 +R+/\r— g =k =

R’ +rR + (M? —p)R=0 ‘ (2)

De esta forma la EDP original ha sido descompuesta en tres EDO acopladas a través de dos autovalores A
y . Las estrategias para obtener estas tres ecuaciones puede ser diversas, dando lugar a problemas distintos
pero equivalentes'!'?. Junto con las condiciones iniciales se obtendran tres problemas con EDO que habra que
resolver. El orden en su resoluciéon vuelve a ser opcional, resolviéndose normalmente el més sencillo el primero.

1. Primer Problema

El primer problema que resolveremos sera el de la ecuacion (1) en la variable H(#), determinando las dos
condiciones frontera necesarias, al ser una EDO de segundo orden, a través de las condiciones del problema
original.

{ u(r,mt) =u(r,—mt) = R(r)H(m)T({t)=R(r)H(-m)T(t) = H(r)=H(-m)
ug(r,m,t) = ug(r,—m,t) = R(r)H'(m)T(t) = R(r)H'(—7)T(t) = H'(w)=H'(-n)
H'"+uH =0
H(—m) = H(m)

H'(—m) = H'(m)

113

Notar que este problema ya ha sido resuelto ', correspondiendo a la serie completa de Fourier, donde en

este caso L = m.

n?n?

L2

= — pp=n% , n=0,1,2,-- | ‘Hn(ﬁ):clcos(nﬂ)—{—cQsen(n@)‘

2. Segundo Problema

Una vez determinado el primer autovalor u,, que debe ser comin en los tres problemas, determinamos
el segundo autovalor a través de ecuacion (2) en la variable R(r) que relaciona los dos autovalores y nos
permitira determinar A. Las dos condiciones son en este caso:

r?R"+rR + (A% — ) R=0
R(a)=0

{ u(a,0,t) =0 = R(a)HO)T(t)=0 = R(a)=0
|R(0)] < o0

lu(r,0,t)| < oo = |R(r)HO)T(t)| <o = |R(f)| <

Notar que esta EDO corresponde con la ecuacién paramétrica de Bessel':
22y +zy + (P2 —mPy =0 : cv: z=ax , a>0
cuya solucion, después de deshacer el cambio de variable:

y = c1dm(ax) + 2V, (ax)

En nuestro caso:

a=v\
mz\/,LTnZ\/T?:TL

PR +rR + (M?* - pu,)R=0 = { R(r) = csJu(rv/An) + eaVo (rv/An)

Para que sea finita la soluciéon (condicion de compatibilidad) es necesario que ¢4 = 0, ya que la funciéon
Y, () no esta acotada en el origen'!®, quedando la solucién de este segundo problema como:

R(r) = 63.]71,(1"@)

112En algunos casos pueden generarse algunos problemas maés sencillos que otros.
113Ver la Seccion 6.2.1, pagina 157.

114Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84.

15Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84.
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Para determinar el autovalor ), es necesario imponer la condiciéon frontera, y denotando por 2%, los ceros
k-ésimos de la funcion J,,(x) para k = 1,2, ..., se tiene:

k 2
R(a)=0= c3 Jp(a/ ) = a\/)\mk:zﬁ — )\n,k:<zn) , {n=0,1,---}{k=1,2,---}
M~ N——
0

#0

Siendo finalmente la solucion del segundo problema:

Ry k(1) = c3Jn(ry/Akyn) ‘

3. Tercer Problema

Una vez determinados los dos autovalores (i, y A, podemos usarlos para determinar la tGltima ecuacion

(3).
T + /\kmCQT =0 ; m? + /\kch =0 ; m=cy/—Apn=Fic\/ e

Ty n(t) = c3 cos(cty/Ag,n) + casen(ct/ Ak n)

Una vez resueltos los tres problemas de EDO, combinando las tres soluciones de los problemas se puede obtener
la solucién del problema original:
u”vk(ra 05 t) = H’Vl (G)Rn,k(r)Tn,k(t)

Por el principio de superposicion, la combinacion lineal de todas las soluciones también es solucién del problema,
y por tanto:

[e. ol )

u(r,0,t) Z Z [Ak., cos(n) + By, ,, sen(nd)][Ch . cos(ctr/Ank) + Dy sen(ctv/ Agn )] Jn (P Ank)

quedando una serie doble sobre cada uno de los autovalores p=n? y A\ = (zF/a)?, y cuatro constantes a
determinar.

Determinacion de las Constantes
La determinacion de las constantes Ay, ,,, By pn, Cin ¥y Dy, se realiza a través de las dos condiciones iniciales.

o u(r,0,0)=0

8u 3 i Ap, cos(n) + By, sen(n)][Jn (rv/Akn)](eV/ Xen) [~ Cn sen(ct/Agn) + D cos(ctr/ A )]

n=0 k=1

w(r,6,0) = i i [Ag. cos(n) + By, sen(nd)][Jn (rv/Aen)] Dk =0 = | Dy =0

n=0 k=1

La soluciéon queda entonces en este caso como:

u(r,0,t) = i i [Ak 1, cos(n) + By, sen(nb)] Jp,(ry/Ak.n) cos(ctr/Ak.n)

n=0 k=1

donde las nuevas constantes Ay ,, By, son el producto de las antiguas A;,Cr, y BrnCin
respectivamente.

o u(r,0,0) = f(r,0)
u(r,0,0) = f(r,0) = Z Z [Ak 1, cos(n@) + By, , sen(n0)] J,,(ry/Agn) = f(r,0)
n=0 k=1
Esta es una serie doble de Fourier cuyos coeficientes Ay, ¥y B, se pueden calcular mediante una

integral doble de la siguiente forma:
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7.5. Ecuaciéon de Onda 215

1. Para cada valor de k podemos identificar unas funciones Gy(6).

> Ak cos(nb) + By, sen(nb)] Ju(ry/Nen) = f(r,0)
k=1 n=0

Gr(9)

S (Gl 31t/ = 10.0) (727)
k=1

Esta segunda expresion corresponde con la serie generalizada de Fourier-Bessel''° de la funcion
f(r,0) cuyos coeficientes G (6) se pueden determinar como’!":

/ f(r V Akn) rdr

/ J2 )\;m rdr

2. Segun la anterior definicion (7.27), para cada valor de k se tiene:

(7.28)

[ee]

Z[A"’*” cos(nf) + By, ,, sen(nd)] = Gy (0)

n=0

que corresponde con la serie completa de Fourier!''® de la funcion Gy (), siendo Ay, y By, sus

coeficientes, y por tanto para cada valor de k=1,2,--- yn =0,1,2,--- se tiene:
0) Jo(rv/ Aro) 7 dr
2 (7 7.28 / / 1(r,6) Jo(r
o= [ GrOY® ), | Ao =
0 77/ JZ(r/ ko) 7 dr
0

2 / ! / " £, 0) cos(nf) Ju(ry/en) 1 dr

Ak,n: . 0 n>0

7r/ J2(r/ Ngn) T dr
0

2/07r /Oa F(r,0) sen(nf) Jp, (rv/ Aen) 7 dr
ﬂ'/oa Jﬁ(r\/)\_;m)rdr

(7.28)
—

2 ™
= ;/0 G (0) cos(nd) db

9 [T .
Bn = = / Gu(@)sen(nd)do 22 B, =
=

116Ver la Seccion 6.4.2, pagina 172.
H7Notar que es necesario incluir la funcién peso 7 en las integrales de ortogonalidad de esta serie.
118Ver la Seccion 5.4.5, pagina 146.
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216 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

Figura 7.11: Simulacién de un problema de la ecuacién de onda en polares con condiciones periddicas, donde se
observa los desplazamientos u(r,t) en distintos tiempos para un disco de radio R = 7 con condiciones iniciales
u(r,0) = cos(r/2), ui(r,0) = 0 y condiciéon frontera u(R,t) = 0. Notar la falta de simetria radial, a diferencia
del caso anterior, Figura 7.10, pagina 211.

7.6. Ecuacion de Laplace

La ecuacién de Laplace es una EDP de segundo orden de tipo eliptico''? definida a través del operador
laplaciano™®® que en dimension n se define como:

Au = 0

121 que a su vez es un caso particular de la

123

Dicha ecuaciéon es un caso particular de la ecuacion de Helmholtz
ecuacion de Poisson'??. Las soluciones de la ecuacién de Laplace se denominan funciones armdnicas
Las aplicaciones de la ecuacion de Laplace son numerosas y abarcan multiples disciplinas, siendo algunas de las
més destacadas:

e Electrostatica y electromagnetismo: descripcién del potencial eléctrico en regiones donde no hay
cargas libres (en el vacio o en medios neutros). Aplicaciones:
— Calculo del potencial eléctrico en conductores
— Diseno de condensadores y sistemas de almacenamiento de energia
— Analisis de campos eléctricos en dispositivos electronicos
e Mecanica de fluidos: descripcion del potencial de velocidad en fluidos incompresibles y no viscosos, que
esta relacionado con el campo de velocidades del fluido. Aplicaciones:
— Flujo potencial alrededor de obstaculos (por ejemplo, alas de aviones o perfiles aerodinamicos)

— Modelado de flujos irrotacionales en ingenieria hidraulica

H9Ver la Seccion 7.1.4, pagina 180.

120Ver la Definicion 7.3, pagina 179.

121Ver la Seccion 7.7.1, pagina 228.

122Ver la Seccion 7.1.3, pagina 180 y Seccion 7.8.2, pagina 237.

1233e denomina funciones holomorfas o analiticas complejas f(z) = u(z,y) + iv(z,y), donde z = x + iy aquellas cuyas partes
real u(z,y) y compleja v(z,y) cumplen o son soluciones de la ecuacién de Laplace. Ver por ejemplo "Clases de Ampliacion de
Matematicas para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
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7.6. Ecuacién de Laplace 217
e Transferencia de calor: describe la distribucion de temperatura en un medio sin fuentes de calor en
estado estacionario (sin variacion temporal). Aplicaciones:

— Diseno de sistemas de enfriamiento y aislamiento térmico

— Analisis de la conducciéon de calor en sélidos
e Gravitacién: descripcion del potencial gravitacional en regiones donde no hay masa. Aplicaciones:

— Estudio del campo gravitacional de planetas y estrellas

— Modelado de orbitas y trayectorias en mecanica celeste

e Procesamiento de imagenes: uso en técnicas de suavizado y deteccion de bordes en imagenes digitales.
Aplicaciones:

— Filtrado de imagenes

— Mejora de la calidad visual en fotografia y vision por computadora

e Ingenieria civil y estructural: en elasticidad, la ecuaciéon de Laplace puede describir la deformaciéon de
membranas o placas delgadas bajo ciertas condiciones. Aplicaciones:

— Diseno de estructuras como puentes y edificios

— Analisis de tensiones y deformaciones en materiales

e Matematicas puras: estudio de las funciones armoénicas con importantes propiedades mateméticas.
Aplicaciones:

— Teoria de funciones complejas

— Analisis de problemas de contorno y valores en la frontera
e Geofisica: modelizacion de campos de potencial, como el campo magnético terrestre. Aplicaciones:

— Estudio de anomalias magnéticas

— Exploracion de recursos naturales (petréleo, minerales)
e Optica: descripcion de la propagacion de luz en medios homogéneos. Aplicaciones:

— Disenio de lentes y sistemas 6pticos
— Analisis de la difraccion de la luz
e Economia y finanzas: en algunos modelos econémicos se utiliza para describir la distribuciéon de
probabilidades en procesos estocasticos. Aplicaciones:
— Valoracién de opciones financieras
— Modelado de riesgos en mercados financieros
En resumen, la ecuacién de Laplace es una herramienta matemaética poderosa y versatil que se aplica en una

amplia gama de problemas cientificos y técnicos, desde la fisica tedrica hasta la ingenieria practica y su estudio
es fundamental para comprender y resolver problemas en miltiples disciplinas.

En las siguientes secciones estudiaremos la resolucion de diferentes problemas que involucran a la ecuacion de
Laplace.
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218 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

7.6.1. Ecuaciéon de Laplace Bidimensional

Sea una placa metalica rectangular'?* con una determinada distribucién de temperatura a tiempo t = 0 y

aislada del medio exterior. Si dejamos enfriar la placa, las variaciones de temperatura con el tiempo vienen
. ., 5 . q- . .

dadas por la denominada ecuacion del calor'®® bidimensional en coordenadas cartesianas,

ou

0%u  0%u ou
k| =—+—-—| = —
ox? = Oy? ot

Para tiempos suficientemente grandes, la distribuciéon de temperatura en el estado estacionario donde no existen
variaciones de temperatura con el tiempo, u; = 0, viene dada por la siguiente ecuaciéon de tipo eliptico'?%,

u o,
ox2  oy?

Conocida con el nombre de Ecuacién de Laplace o ecuacién del potencial'?’. En este caso, cada uno de
los cuatro bordes de la placa tiene que tener una condiciéon de contorno de tipo Dirichlet, Neumann o Robin'?®.
Vamos a estudiar cuatro casos sencillos.

Caso 1: Condiciones Dirichlet (1)

Sea una placa bidimensional de dimensiones a x b sujeta a unas
condiciones de temperatura de tipo Dirichlet en sus bordes, dados
segun se especifica en la siguiente figura.

Las funciones f(z) y g(x) tienen que ser apropiadas para que la
solucién sea continua en las cuatro esquinas.

u=0 u=0

u= f(z) a
El PVF correspondiente a este caso se puede expresar de la siguiente forma'?”:
Ugg + Uyy = 0 O<z<a , 0<y<b, t>0 (EDP interior placa)
w(0,y) =0 , wu(a,y)=0 O<y<b (Cond. frontera Dirichlet) (7.29)
u(z,0) = f(z) , wu(z,b)=g(x) 0<z<a (Cond. frontera Dirichlet)

Vamos calcular la solucién particular de este problema mediante el método de separacion de variables'C.
Suponemos que la solucion se puede expresar como producto de dos funcién que dependen solo de una variable,
en este caso x o y:

X// Yl/

= X"Y+XY"=0 ; =
+ ’ X Y

XY//

u(z,y) = X(2)Y(z) = {um = X"Y}

Uyy

1241,a dimensioén z es despreciable frente a = e y.

125Ver la Seccion 7.4.2, pagina 188.

126Ver la Seccion 7.1.5, pagina 182.

127Esta ecuacién esta relacionada con los campos eléctricos y gravitacionales. Por otra parte, toda funcion u(z,y) que verifica
la ecuacion de Laplace se dice que es drmdnica. Ver por ejemplo "Clases de Ampliacion de Matematicas para Ingenieria" en la
Bibliografia, pag. 313..

128Ver la Seccion 7.1.5, pagina 182.

129Notar que al no existir dependencia del tiempo (estado estacionario) el problema no tiene condiciones iniciales, solo condiciones
frontera.

130Ver la Seccion 7.2, pagina 183.
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7.6. Ecuacién de Laplace 219

De esta forma comprobamos que este método es valido para esta ecuacion. Para que pueda cumplirse la igualdad
entre las variables independientes = e y, es necesario que ambas partes sean igual a una misma constante —A\,
obteniéndose dos problemas de autovalores:

X' ¥Y'_ . [ X'4+aX=0 (Ec. 1)
X Y Y" =AY =0 (Ec. 2)

Resolveremos cada ecuacion por separado atendiendo a las condiciones frontera.

Problema 1
X"+XX =0
X(0)=X(a)=0

Este problema es idéntico a al tratado por ejemplo en el Problema 1 de la Seccion 7.4.2, pagina 189, obteniéndose
la solucién trivial no valida para A < 0 y solo para A > 0, por tanto:

a\/ Ap=nm , n=12--- == )\n:nﬂ

X, (z) = can sen (ﬂx) , n=12---
a

Problema 2

Teniendo en cuenta que el valor de \,, ha quedado determinado en el anterior Problema 1, la solucién de este
caso queda'?!:
Y-\ Y =0

m2=X\, =0 = m= )\n::I:n—7r = Yn(y):c;;ncosh(nly)+C4nsenh<n—7ry) , n=1,2,---
a a a

Por tanto la solucién completa sera:

un(x,y) = Xp ()Y, (y) = [An cosh (%ﬂ-y) + B,, senh (%ﬂy)} sen (%x)

Para cada valor de n se obtiene una posible solucién al problema y aplicando el principio de superposicion'>?

se obtiene la solucién general:

u(z,y) = i [An cosh (%y) + B, senh (%y)} sen <%rm) (7.30)

Las constantes A, y B, se pueden obtener a través de las dos condiciones frontera del problema original
(Ecuacion 7.29, pagina 218):

o u(z,0) = f(z) N
u(z,0) = Z:An sen (n—wx) = f(=z)

a

Esta es la serie de Fourier de senos'®® de f(x) y por tanto las constantes A, correspondientes a los
coeficientes de la serie se pueden obtener como:

A, = z/oa f(z) sen (%x) dx

131E] resultado también se puede expresar a través de exponenciales pero suele resultar méas sencillo expresarla mediante el coseno
y el seno hiperbolico (ver la Seccion 6.2.1, pagina 154).

132Ver la Seccion 7.2.2, pagina 186.

133Ver la Seccion 5.4.4, pagina 145.
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220 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

° u(x b) = g( ) -
= nzz:l [An cosh (7b> + By senh (75” sen (7$> =g(z)

Esta es la serie de Fourier de senos de g(z) y por tanto las constantes B,, correspondientes a los coeficientes
se pueden obtener como:

A, cosh (%b) + B, senh (%b) _2 /Oa g(x) sen (%x) dx

En la siguiente figura se muestra el resultado ‘

. L SIS
obtenido para un caso practico con valores a = =
b=1y f(z) = g(x) = sen?(ar), donde se aprecia
graficamente la distribucion de temperatura u(z,y)
estacionaria en la placa bajo estas condiciones.

Caso 2: Condiciones Dirichlet (Il)

u=0

Vamos a considerar un problema similar al Caso 1 de la pagina
218, cambiando la posicién de los valores nulos en los lados
verticales y pasandolos a los lados horizontales, como muestra la u=F(y) u=G(y)
siguiente figura.

El PVF correspondiente a este caso se puede expresar de la siguiente forma:

Ugy + Uyy = 0 O<z<a , O<y<b , t>0 (EDP interior placa)

u(0,y) = F( ), ula,y)=Gly) 0<y<b (Cond. frontera Dirichlet)  (7.31)

u(z,0)=0 , ( ,0) =0 0<z<a (Cond. frontera Dirichlet)
Siguiendo un procedimiento analogo'?* al Caso 1, se tiene:

B Uy = X"y . , . y B X
u(z,y) = X()Y(z) = { 0, = XY } - X"Y+XY"=0 ; v =%
VA Y £AY =0 (Ec. 1)
y-oox o N T {X”—)\X:O (Ec. 2)

Resolveremos cada ecuacion por separado atendiendo a las condiciones frontera.

134En este caso se intercambian los razonamientos entre las variables X e Y.
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7.6. Ecuacién de Laplace 221

Problema 1
Y' +AY =0 _ B B  n2g?
{Y(O)ZY(b)ZO ’ bVAn=nm =12, = A=
Y. (y) = can sen (%y) , n=12---

Problema 2
X'-AX =0 ; m*>~A\, =0 = m=+\,= in%r = | X,,(z) = c3p, cosh (%x) + ¢4y, sSenh (%x) n=12--
Por tanto la solucién completa sera:

oo

= 3" e (272) + st (%) en () )

Las constantes C,, y D,, se pueden obtener a través de las dos condiciones frontera del problema inicial (7.31):

u(0,y) = F(y)

0,y) = ZCnsen (n—;y) =Fly) =
e u(a,y) = G(y)

i [C’ cosh ( ) + D,, senh (n%a)} sen (%y) = G(y)

n=1

C,, cosh (%a) + D,, senh (%a) = i/b G(y) sen (nT:ry> dy
0

D, = %COSGCh (%a) /b G(y) sen (n%y) dy — C,, cotanh (%a)
0

En la siguiente figura se muestra el resultado
obtenido para los valores a = b =1, F(y) = G(y) =
sen?(ym).
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Caso 3: Condiciones Dirichlet (l11)

u=g(x)
b
Vamos a considerar un problema general en el que cada uno de los
cuatro bordes de la placa tiene asignado una condicién frontera
dada por funciones determinadas f(z), g(z), F(z) y G(z), segtiin u="Fy) u=Gy)
muestra la siguiente figura'3®.
u— (@) o
El PVF correspondiente se puede expresar de la siguiente forma:
Ugz + Uyy =0 0<z<a , O<y<b, t>0 (EDP interior placa)
u(0,y) = F(z) , u(a,y)=G(z) 0<y<b (Cond. frontera Dirichlet)
u(z,0) = f(z) , u(z,b)=9g(x) O0<z<a (Cond. frontera Dirichlet)

Aplicando el principio de superposicion este problema se puede descomponer en la suma de la solucién del
problema del Caso 1 wui(z,y) (Ecuacion 7.30, pagina 219), mas la solucion del problema del Caso 2 wuq(z,y)

(Ecuacion 7.32, pagina 221) como se esquematiza en la siguiente figura:

ul@,y) = wi(@,y) + uz(@,y)

y y y
) u=g(z) , u=g(z) . uw=0
w=F(y) u=Gly) —  u=0 u=0 ‘F u=F(y) u=G(y)
u= f(x) @ * u= f(x) a " w=0 a °
Caso General Caso 1 Caso 2

Figura 7.12: Esquema mostrando el principio de superposiciéon para la resolucién del problema general con

condiciones Dirichlet de la ecuacién de Laplace.

En la siguiente figura se muestra el resultado

. 7 L7~ 7
obtenido para los valores a = b = 1, f(x) = 4 \\ ’Q’... Z _\';{s::',.,

sen(3zm), g(x) = sen®(xm), F(y) = sen(yn/2) y
G(y) = sen®(yr).

135Las cuatro funciones tienen que ser apropiadas para que la solucién sea continua en las esquinas.
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Caso 4: Condiciones Neumann

Vamos a ver un ejemplo caracteristico de las condiciones Neumann b u=g(z)
en la ecuacién de Laplace. Sea una placa bidimensional a X b con
las condiciones frontera mostradas en la siguiente figura, donde
los lados verticales izquierdo y derecho se encuentran aislados,
mientras que los lados horizontales superior e inferior tienen un
perfil de temperaturas dados por unas funciones f(x) y g(x)
respectivamente.

Uy =0 Uy =0

El PVF correspondiente se puede expresar de la siguiente forma:

Ugg + Uyy = 0 O<z<a , O<y<b , t>0 (EDP interior placa)
up(0,9) =0 ,  ugla,y) =0 0<y<bd (Cond. frontera Neumann )  (7.33)
u(z,0) = f(z) , u(z,b)=g(x) O0<z<a (Cond. frontera Dirichlet)

Siguiendo el procedimiento del método de separacion de variables se tiene:

_ " X" y"
X y X" + 20X =0 (EC. 1)
7__?__/\ — { YY" —\Y =0 (EC. 2)

Resolveremos cada ecuacion por separado atendiendo a las condiciones frontera.

Problema 1

X" 42X =0
{ X'(0) = X'(a) =0

Buscamos valores de A que generen soluciones no triviales.

A=0

"o X(x)=c1 + ez X'0)=0 = =0 —
oo = O = {Mee 2 ale) = Xesa
Por tanto hay una solucién no trivial para A = 0, siendo éste un autovalor del problema 1.

A<0
X'"4+2X =0 = m?’+A=0 ; m=+V-A=4a (a>0)

X(0)=0 = c1+c=0

X(z) = c1e™ 4 coe™ - { X(L)=0 — c1tA+cB=0

Este es un SEL homogéneo compatible y determinado cuya tnica solucién es la trivial ¢; = ¢ = 0, no valida,
y por tanto A < 0 no es un autovalor del problema.
A>0

X"+AX =0 = m’4+A=0 ; m==+V-I==+iVA

{ X (z) = ¢ cos(zvV/X) + casen(zv/\)
X'(z) = —c1vVAsen(zvV/A) + cav/ A cos(zvV\)

Imponiendo las condiciones frontera:

X'0)=0 = =0

X'(a)=0 = —caVisen(a/\)=0 = a/N,=n7 , n=12- = \=——
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224 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

siendo A,, otros autovalores del problema 1. Finalmente, todas las autofunciones asociadas al Problema 1 son:

X, (x) = ¢1p cOS (n_wx> , n=20,1,2,---
a

Problema 2
Teniendo en cuenta los valores \,, determinados en el Problema 1, la solucién de este caso queda:

Y- X\Y =0

m? =X, =0 = m=+ )\ -+ = | Y,(y) = c3, cosh (%y) + ¢4y, senh (%y) , n=0,1,2,---
a

Por tanto la solucién completa uz,y) = X, (x)Y;(y) por el principio de superposicion sera:

u(z,y) = i [An cosh (%ry) + B,, senh (%y)} cos (%z)

n=0

Las constantes A,, y B,, se pueden obtener a través de las dos condiciones frontera del problema inicial (7.33):
o u(z,0) = f(z)
u(z,0) 321 cos (—z f(x)

que corresponde con la serie de Fourier de cosenos'® de f(x) y por tanto las constantes A,, correspondientes
se pueden obtener como:

2 [ nm
An_aA f(x)COS(zz) dx 5 n_0’1’2"”

e u(z,b) = g(z) N
u(z,b) = Z [An cosh (%b) + B, senh (%b)} cos (%ﬂx) = g(x)
n=0

que corresponde con la serie de Fourier de cosenos de g(z) y por tanto las constantes B, se pueden obtener
como:

a

A, cosh (%b) + B, senh (%b) _2 /Oa g(zx) cos <%x) dx
),

2
B,, = = cosech (n_w / g(x) cos (Ex) dr — A, cotanh (Eb) , m=12,--.
a a a a

Notar que en este caso el valor de By no se puede determinar'®” pero no es necesario ya que para n = 0
se anula el término que multiplica a B,,.

En la siguiente figura se muestra el resultado
obtenido para los valores a = b =1, f(x) = g(x) =
sen?(x).

Comparando esta solucién con la obtenida en el Caso
1 (ver la pagina 228) con las mismas condiciones pero
de tipo Dirichlet, observamos como en los bordes
correspondientes a x = 0 y z = a la temperatura
no permanece constante al estar aislados y por tanto
variar libremente en funcién de la distribucion de
temperatura impuesta por las otras dos condiciones
Dirichlet.

136Ver la Seccion 5.4.4, pagina 144.
137Ya que senh(0) = 0 y por tanto cosech(0) y cotanh(0) no estén definidos.
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Aplicando el principio de superposicién, de la misma forma que se hizo en la Seccion 7.6.1, pagina 222,
se puede resolver problemas en los que se mezclen condiciones Dirichlet y Neumann en los distintos lados,
descomponiendo el problema general en otros més sencillos y sumando las soluciones obtenidas.

Caso 5: Coordenadas Polares

En este caso tenemos una placa circular de radio a y espesor
despreciable sujeta a una condicion de temperatura de tipo
Dirichlet en su borde a través de una funcion f(6). En la ecuacion
de Laplace en este caso hay que poner el operador laplaciano en
polares:

10 < 8u> 1 0%u 0w  10u 1 0%u
Au =

ror\or ) Toer T a2 Tror T og

donde cada punto (r, #) del sistema queda determinada por el valor
del radio r y el angulo 6.

El PVF correspondiente a este caso se puede expresar de la siguiente forma'3®:
1 1 . .
Upp + —Ur + SUgp =0 0<r<a , —7<f<7 (EDP interior placa)
r r
(7.34)
u(a,d) = f(0) —T<0<m7 (Cond. frontera Dirichlet)

Notar que solo tenemos una condicién de contorno, pero sin embargo tenemos dos derivadas de segundo orden y
por tanto son necesarias cuatro condiciones en total. Las tres condiciones que faltan se denominan condiciones
de solubilidad y se establecen por consideraciones fisicas y matemaéticas del problema:

1. Consecuencia de la naturaleza de variable angular 0, donde 6§ = 6 + 2kx, la solucion u tiene que ser
obligatoriamente periodica y suave, debiendo cumplir u(r, —7) = u(r,7) y ugp(r, —m) = ug(r, 7).

2. Como el centro del disco es parte del dominio, la solucién u para r = 0 tiene que ser un valor finito!?°.

Vamos calcular la solucién particular de este problema mediante el método de separacion de variables. Suponemos
que la solucion se puede expresar como producto de dos funcién que dependen solo de una variable, en este caso
roé:

ur = RH 1 1 1 H"
u(r,0) = R(r)H(0) = u = R'H = R'H+-R'H+—RH"=0 ; — (r’R'"+rR)=——
oo _ RH,/ T T2 R H

De esta forma comprobamos que este método es valido para esta ecuacion. Para que pueda cumplirse la igualdad
entre las variables independientes r y 6, es necesario que ambas partes sean igual a una misma constante A,
obteniéndose dos problemas de autovalores:

Hl/

%(rQR”—i-rR’) =77 =2

Resolveremos cada ecuaciéon por separado atendiendo a la condicion explicita dada en en el problema y a las
tres condiciones implicitas especificadas anteriormente.

H' + \H =0 (Ec. 1)
r?R'+rR —AR=0 (Ec. 2)

138podria también establecerse el dominio de la variable angular 6 entre 0 y 27, siendo el problema equivalente, aunque resulta
algo mas sencillo de esta forma.
139En problemas donde el dominio sea un anillo que no incluya al centro, esta condicién no tendria sentido.
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226 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales
Problema 1
{ H'"+)XH =0

H(~) = H(r), H'(~7) = H'(r)

Analizamos todos los posibles valores del autovalor \.

A=0

En este caso la EDO queda:
H" =0 — H(9)261+029

Notar que es una recta, que de forma general no son funciones periodicas, excepto que sean horizontales (con
pendiente cero). Imponiendo las condiciones frontera:

{ H(—7) = H(n) =
H'(—7) = H(m)

‘320} — [HO) =«

Esta es una solucién vélida, y por tanto A = 0 es un valor posible para obtener una solucién analitica del
problema.

A<0
En este caso tenemos una EDO de segundo orden homogénea, cuya ecuacion caracteristica es:
H' 4+ H=0 = m?’4+X=0 ; m=+V-A=+4a (a>0)
Por tanto la solucion queda en este caso (raices reales distintas) :
H() = c1e®? + cpe?

Notar que las funciones exponenciales no son periddicas y es facil comprobar que al imponer las condiciones
frontera la tinica solucién es la trivial, por lo que A < 0 no es un autovalor del problema.

A>0

En este caso también tenemos una EDO de segundo orden homogénea, con ecuaciéon caracteristica:
H'+XAH=0 = m*+X=0 ; m==+V/-X==%iV]A
Por tanto la solucién queda en este caso (raices complejas):
H(0) = ¢1 cos(0VX) + ¢ sen(0V/\)

Notar que las funciones seno y coseno si son periédicas con periodo 27, por lo que todo apunta a que en este
caso si apareceran autovalores. Imponiendo las condiciones frontera:

{ H(—m)=H(n) = 0=cysen(mV\)
H'(-7)=H'(r) = 0=csen(mV))

Para que las constantes no sean nulas se debe cumplir v/\, =n con n € Z = ), = n?. Por tanto'*’:

Ap=n% |, n=0,1,2-- = ‘ H,(0) = c1p, cos(nB) + cap, sen(nd) ‘

Problema 2
Teniendo en cuenta los valores de \,, = n? determinados en el anterior Problema 1:

2 DI ! 2D
{rR—H"R n’R=0 n>0

|R(0)| < o0 ?

140E] autovalor A = 0 vuelve también a salir aqui con la misma autofuncién.
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7.6. Ecuacién de Laplace 227

Tenemos que analizarla paran =01y n # 0.
n=20

Se puede resolver por reducciéon de orden'*! o bien:

PR'+rR =0 ; rR'"+R =0 ; %(TR/) =0 = rR'=c¢, ; dR= %ldr ; ‘R(r) =cilnr +co
Por la condicién de compatibilidad'“? ¢; = 0 y por tanto la solucién valida para n = 0 es:
Ro(r) = ¢
n#0
Esta es una EDO de tipo Cauchy-Euler'? y por tanto:
mm—-14+m-n>=0 = m?’=n?; m=4n = R,(r)=cinr" +copr "

Notar que para cumplir la condicién del problema cs, = 0 dando lugar a la solucién:
R, (r) = cpr™
Que también es compatible con el valor n = 0 obtenido anteriormente. Por tanto la solucion completa seréa:
un(r,0) = Ry, (r)Hp(0) = Apr™ cos(nf) + Byr™ sen(nf)

Para cada valor de n se obtiene una posible solucién al problema y aplicando el principio de superposicion se
obtiene la solucion general:

u(r,0) = Aog + Z [A,r" cos(nb) + By,r" sen(nf)] (7.35)

n=1

Las constantes A, y B, se pueden obtener a través de la condicién de contorno del problema original
(Ecuacion 7.34, pagina 225) para la frontera r = a donde u(r,8) = u(a,0) = f(0):

u(a,0) = f(0) = Ao + Z [Ana™ cos(nf) + Bpa" sen(nd)] = Ag + a” Z [A, cos(nd) + By, sen(nb)]

n=1 n=1

que corresponde con la serie de Fourier'** de f() y por tanto:

;| A= L f(a) cos(na) dev

Ta™ J_

Ay S (o) dav

"o o

1 T
; B,=— f(a)sen(na) da
Ta™ J_ .

Todos estos resultados se pueden poner juntos, sustituyendo en la ecuacion (7.35):

u(r,0) = Ao + Z [Anr" cos(nb) + B,r" sen(nd)] =

n=1

— 5 [ f@das if; ()" ( " fla)costna) da> cos(nf) + ( " fla)sen(ney da) sen(nf) =

- % /_: fla)do + 71772 (£>n /: f(a) [cos(na) cos(nf) + sen(na) sen(nfd)] d(a) =

cos(na—nb)

141Ver la Seccion 2.9, pagina 40.

142¥a que no estarfa definida para r = 0.
143Ver la Seccion 3.4.3, pagina 79.
144Ver la Definiciéon 5.10, pagina 140.
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donde la funcion de Green P(r,0,«) en este caso se suele denominar nicleo de Poisson.

En la siguiente figura se muestra el resultado
obtenido para un caso practico con condiciéon de
contorno f(#) = 1/2 + 3cos(26), donde se aprecia
graficamente la distribucion de temperatura wu(r, 6)
estacionaria en la placa bajo estas condiciones.

7.7. Problemas de Evolucién Bidimensionales

7.7.1. Ecuacién del Calor Bidimensional en Coordenadas Cartesianas

Vamos a ver ahora como generalizar el método de separacion de variables a un problema de méas de dos variables.
Para ello estudiaremos la ecuacion del calor en una placa rectangular # = (z,7) € R = (0,a) x (0,b) C R?.

Sea una delgada placa conductora bidimensional a x b con las w=0
condiciones frontera mostradas en la siguiente figura, donde los
cuatro lados de la frontera OR se encuentran a temperatura
constante u = 0 verticales izquierdo y derecho y el lado horizontal
superior se encuentran aislados, habiendo una distribucién inicial u=0 u(Z,0) = f(z,y) u=0
de temperatura dada por f(Z).

En este caso la temperatura u depende de tres variables
independientes, u(Z,t) = u(z,y,t). .

El PVF correspondiente se puede expresar de la siguiente forma:

% = kAU = k(Ugy + Uyy) ZeR , t>0 (EDP interior placa)

u(OR) =0 (Cond. frontera Dirichlet )

u(Z,0) = f(Z) Ze€R , t=0 (Cond. iniciales)
Empezamos aplicando el procedimiento del método de separacion de variables a las variables espaciales y a la
temporal'*°:

o uw = oI , A T
Ap+1p=0 (Ec. 1)
{ T' 4+ \KT = 0 (Ec. 2) (7.36)

Resolveremos cada problema por separado atendiendo a las condiciones inciales y de frontera.

Problema 1: Ecuacién de Helmholtz

Ap+rp=0 , en R
@(OR) =0

145 También se puede usar un método alternativo, suponiendo que u(z,y,t) = f(x)g(y)h(t), obteniéndose el mismo resultado, ver
la Seccién 7.7.2, pagina 230.
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7.7. Problemas de Evolucién Bidimensionales 229

Este es un problema de autovalores bidimensional'*, que puede resolverse aplicando nuevamente el método de

separacion de variables, de forma similar a como se hizo en los distintos casos de la Seccion 7.6.1, pagina 218.

XII

¢($,y) 7:_7_)\

De esta forma comprobamos que este método es valido para esta nueva ecuaciéon. Para que pueda cumplirse
la igualdad entre las variables independientes x e ¥y, es necesario que ambas partes sean igual a una misma
constante —u, obteniéndose dos nuevos problemas de autovalores, en este caso unidimensionales:

=X@)Y(y) = A¢p= 0ty =X"Y+XY" = X"VY+XY"+)XY =0 =

X v X"+uX =0

X =y A=H = {Y”+(M>\M)YO

X"+ pX =0 _ Y'+(A-p)Y =0
(1) {X(O)iX(a):O ; (2) {Y(0)=Y(£§=0

El problema (1) se puede analizar en funcion del parametro p de forma similar a como se hizo por ejemplo en
el Problema 1 de la Secciéon 7.4.2, pagina 189, obteniéndose:

n?n?

Hn =
CL2

Xn(x) = sen 1L ;
a

— n:172’...

Y metiendo este valor en el problema (2) y resolviendo de forma analoga se tiene:

m2n?  n?x? m2n?

2 a2 b2

mmy
=sen —— ;

)\m,n = fbn + b

Yon(y)

=

Notar que aparecen dos autovalores p, ¥ Am.n que dependen de dos indices n y m.
Teniendo en cuenta que ¢(z,y) = X(x)Y (y) se tienen las siguientes autofunciones:

¢m,n($v y)

Que por el principio de superposiciéon se tiene:

= X, (2)Y,,(y) = sen DL en 1Y
a

b

Omn(z,y) =

ZZAmnsen—se by

m=1n=1

Problema 2: Serie Doble de Fourier

La ecuacion temporal (2) de (7.36) es facilmente resoluble, teniendo en cuenta los valores A, ,, obtenidos en el
problema anterior:

2 2,2
252 ¢ )

T + Amn kT =0 = T,,(t) = cm,ne*)‘"h"kt =|Cm.n€ (

Finalmente la solucion completa u(z,y,t) sera:

u(z,y,t

mry (=3

Z ¢mn$y mn():

m,n=1

o0 o0
nwx
E E Apy.n €D —— sen
a

m=1n=1

m22® Ykt

Las constantes A, , se pueden obtener a partir de la condicion inicial del problema f(x,y):

oo oo
nwx mnx
= E E Ay, S€en —— sen
a b

m=1n=1

que es conocida con el nombre de serie doble de Fourier, donde los coeficientes pueden determinarse de la

siguiente forma:
Z (Z Apmn sen ) sen

m=1
Cm ()

1461,a ecuacion de este problema Ag -+ A¢ = 0 se conoce con el nombre de ecuacién de Helmholtz y tiene miltiples aplicaciones
practicas por ejemplo en electromagnetismo. La ecuaciéon de Helmholtz es un caso particular de la ecuaciéon de Poisson,

A¢ = f.

mmy

i -

Z Cyn () sen %

m=1
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230 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

1. Para cada valor de m se obtiene una funcion C,,(z), que son los coeficientes de la serie de Senos de Fourier

de la funciéon f(z,y), y por tanto:
Cn( b_/ f(z,y) sen—dy

2. Para cada valor de n se tiene:

nwr
g Ay, n 5N ——

que corresponde con la serie de senos de Fourier de la funcién C, (x), y por tanto los coeficientes A,, ,, se

pueden determinar como:
2 [ nws
Apn = 7/ Cp(z) sen — dx
0 a

’ a

Por tanto los coeficientes A, se puede calcular mediante la siguiente integral doble:

2 a 2 b 4 a b
Amon = f/ 7/ f(z,y) senwdy sen 22 g 5 | Amn = —/ / f(z,y)sen Y senwdmdy
’ a Jo b 0 b a ’ ab 0 0 b a

Cp(x)

Simulacién espacio temporal para del problema
del calor bidimensional en una placa conductora
cuadrado de lado 1 y una distribucién inicial de

temperaturas dada por:

u(z,y,0) = f(z,y) = senz(ﬂx) sen2(7ry)

Este proceso es extensible a problemas con cualquier ntiimero de variables independientes, aplicando
reiteradamente el método de separacion de variables. Sin embargo el aumento de complejidad de los términos
a medida aumenta el namero de variables hace poco practico su uso, siendo en esos casos mucho maés factible

el uso de métodos numéricos.

7.7.2. Ecuacién de Onda Bidimensional en Coordenadas Cartesianas

Vamos a analizar las oscilaciones de una delgada membrana ideal ”
rectangular, donde el desplazamiento vertical w(z,y,t) de cada =0
punto de la membrana satisface la siguiente ecuacion: H

Pu 5 (0% . 0%u

oz~ ¢ \aa2 T B2 - u(#,0) = f(z,y) e

uy(%,0) = g(z,y)
Con las condiciones frontera e iniciales:
17 T

)
u(z, H,t) =0 %u(z,y,0) = g(z,y) v=0

)

{ u(0,y, ) 0 , u(L,y,t)=0 { u(z,y,0) = f(z,y
0 (
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7.7. Problemas de Evolucién Bidimensionales 231

Aplicamos separacion de variables u(z,y,t) = X (2)Y (y)T'(¢) :

2 1" 2 " " T” XH Y//
U = € (Uga + Uyy) = XYT"=c(YTX"+XTY") ; c2T:7+7:_)\
X// Y/l X// Y// X// + NX — 0
Xty TN x Ty AT { Y7 4 (A= )Y =0
T// 5
627T = _)\ ; T/I C )\T = 0
Tenemos tres problemas de EDO:
1" 2 _
n { X" 4 pX =0 @ { Yie(G-pY =0 7;(83 Qf(x—y(;
X0)=X(L)=0 ’ Y0O)=Y(H)=0 ’ ’
(0) = X(L) (0) = Y (H) ) = ol

e El Problema 1 es bien conocido con soluciones:

2,2
n°m nwx
7 ; Xn(x) = ¢ sen —— ;o o n=1,2,---

Hn = 7

e Con los valores conocidos de fi,, resolvemos el problema (2):
Y+ (A= )Y =0

que es del mismo tipo que el anterior y por tanto introduciendo un nuevo indice m:

m2772 m27T2 n27r2 m2772
)\m;n — Hn = 2 ; )\m,n = Un + 2 = 12 + 2 ; A171,71 >0
2,2 2.2
n’m m2m mmy
Amn = ?—l-? ; Yin.n = com sen i i {myn}=1,2,--

e Finalmente con los valores conocidos de A, , resolvemos el problema (3) a través de su ecuacion
caracteristica:

T+ AT =0 5 K+ =0 ; k=1/—\nn=c\/Ann = k==2icy/\un
Tnn(t) = Camn cos(ten/Amon) + Cam,n sen(ten/Am.n)

La soluciéon completa es por tanto:

u(z,y,t) = Z Z [ mn €os(tern/Am.n) + Bmon Sen(tc\/)\m’n)] sen % sen %

n=1m=1

donde las constantes A,, ,, y By, n se determinan a través de las dos condiciones iniciales:
L u(z,y,0) = f(z,y)

U(l‘,y,O) = f(xay) = Z Z Anmsen$sen%

n=1m=1

que es una serie doble de Fourier. Al igual que se hizo en el Seccion 7.7.1, pagina 229, los coeficientes
Ay, se pueden calcular mediante dos integrales simples de la siguiente forma:

= (= nrx mm
= Z <Z Apm sen L> en 7 Z Cm sen ——~ = Serie Fourier de senos de f(z,y)

m=1 \n=1

Cp ()
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Como:

Cn(z) = Z Apm sen % = Serie Fourier de senos de la funcion C,(z)

n=1
/ Gl sen — dm

Finalmente los coeficientes A, , se puede calcular mediante la siguiente integral doble:

_2/;[ /fg;yben

Gn(z)

dy] ? dx

4 L rH
Ao = ﬁ/0 /o f(z,y)sen mHﬂy sen?dxdy

2. Ut(%% 0) = g(x,y)

%(w, y,t) = Z Z [fc\/)\mvnAnm sen(tey/ Amon) + ¢/ AmnBrm cos(tc\/)\m,n)] sen ? sen %

o] o0
nwr mmy
u(z,y,0) = g(z,y) ;mz_chnm Am.n sen —— sen —-=

Esta es otra serie doble de Fourier y de igual forma que antes, los coeficientes B,,,, se pueden calcular
a través de dos integrales simples de la siguiente forma:

ue(z,y,0) = g(z,y) Z <Z cBpm/ Am,n sen m;x) mT Z Sen#
m=1 n=1

o H
D, (z) = E/o g(x, s) sen s

ds

Como:

Z e/ An,n Brm sen % = Dp(x) = Bupm= ) sen ZS ds

D,,
\/ 771 n /

Finalmente los coeficientes B,, ,, se pueden calcular a través de la siguiente integral doble:

2 Lo rH mmy nwL
B = — — ,Y)sen —= dy | sen — d.
o = o /7)\"1)”/0 [H/(]. g(w,y) sen J7; y] n 17 i

DM(I)
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7.7. Problemas de Evolucién Bidimensionales 233

Simulacién espacio temporal para el problema de
onda bidimensional en una membrana cuadrada de
lado 1 y con condiciones iniciales dada por:

{ u(x,y,0) = f(x,y) = sen?(rx) sen?(7y)
u(z,y,0) = g(z,y) = cos(zy)

7.7.3. Ecuacién del Calor en un Cilindro con Simetria Radial

Vamos a estudiar la ecuaciéon del calor en un cilindro circular de radio a y altura
H con condiciones Dirichlet en la frontera e iniciales

ou

A

ar AU

u(r,0,0,t) =u(r,0,H,t) = u(a,d,2,t) =0

u(r,0,2,0) = f(r,2) (independiente de 6)

El laplaciano en coordenadas cilindricas, teniendo en cuenta la simetria radial
(independencia del dngulo 6):

du=co M)t o tor " ar T T o
~~

0

B 1£< 6u) 1 0%u 0%u  O%*u  10u 62_u

Aplicamos separacion de variables u(r, z,t) = R(r)Z(2)T(t):
1 1 T/ R// R/ Z//
—RZT' =TZR'"+ -TZR +TRZ" ; —=—+—+—=-) T' + kT =
kR R+7" R +TRZ" TT- R T RTZ = + 0| (3)

RII+ Rl +z// __)\ ) R/I Rl __)\_Z// o . TR/I‘l‘R/‘l‘,U/f'R:O‘ (1)
'\ R R z =" 27750 -wz=0] @

Problema 1

rR'+R +urR=0
R(a)=0
|R(0)] < co (cond. de compatibilidad)
e =0 = rR'+R =0 = rm*+m=m(m+1)=0 = m={0,-1/r}

R(r) = ¢1 + coe™ /7

Por la condicién de compatibilidad |R(0)] < oo, se tiene ¢ = 0, y por la condicion frontera R(a) = 0 se
tiene ¢; = 0, por lo que ¢ = 0 no es un autovalor del problema.

e 11 # 0. Si multiplicamos la ecuacion por 7:

r?R" 4+ 2R + ur?R=0
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se obtiene la ecuacién paramétrica de Bessel'*” de forma que con el cambio de variable:

R(r) = R(z/v/i) = 6(2) ap +i¢>’)ﬁ+¢i =0
s o ARV e

22¢//+Z¢/+Z2¢:O

R = [0 = o ()

que es una ecuacién de Bessel'*® de orden m = 0 y cuya solucion es:

C.V

6(z) = etdo(z) FeYml(z) £ |R() = edo(rya) + eYo(rvi) |

Recordamos que la funcién Y,, no estd acotada en el origen'®’

compatibilidad obliga a eliminar ese término, por tanto:

y por tanto, por la concicién de

c2=0 = R(r)=c1Jdo(ry/p)
Imponiendo la condicién de contorno:
R(a)=0 = caJdo(rypn)=0

Para que ¢; # 0 el valor a,/ii deben coincidir con los ceros de esa funcién. Si denominamos zj;, al
n-ésimo cero de la funcion J,,(z), entonces en nuestro caso:

n\ 2
Jolay/p) =0 = aun=2z = /MZ(Z:;) ;o o n=123--

Y las autofunciones asociadas son:

R,.(r) = c1Jo(r\/tin) = c1Jo (7"20)

Problema 2
2"+ (A= pn)Z =0
Z(0) = Z(H) =0
e A=y, = 72'=0 = Z(z) = c1z+ca = { 552)7:00'. 228 } Por tanto A = u, no es

autovalor.

ANy, = M2+ A=) =0 = m =i, — )

e \ < pu, = raices reales y distintas:

Z(z) = ¢y cosh(z/pin, — A) + casenh(z\/p, — A) = { 28{)):_00:_ ©2 i 8 } A < in, no autovalor

C1

e A\ > u, = raices complejas:

Z(z) = c1cos(z/ A — pp) + casen(zy/ A — p,) = { ggoH))ZZOQ:: z; S:en(sz) iy }

147Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84, el Seccion 7.4.3, pagina 198 y el Seccién 77, pagina ?77.
148Ver la Seccion 3.4.4, pagina 82.
149Ver la Seccion 3.4.4, pagina 84.
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235
/\—un:mﬂ ; m:1727...

2 n\ 2
() +(3) |+ [t e

. n=1.9...
H ’mn )~

Problema 3

T + kApnT =0

Ty () = cge Mo/ 7P e o
Finalmente la solucién sera:

u(r,z, )= 3 3 Apudo (%) son 2T o= h{m /25 /0"

que es una serie doble de Fourier. Los coeficientes A,, ,, se pueden calcular mediante una integral doble!®"
de la siguiente forma:

u(r,z,0) = mr

flr,z) = f(r,2z)= Z A,

mnJo(rzY/a)sen :

Como:

(7.37)

Z Jo(rz8 Ja)

corresponde con la serie generalizada de Fourier de la funcion C,, (1), sus coeficientes A, , se pueden determinar
. . = . .,
de la siguiente forma'®!, teniendo en cuenta la funcién peso r

/ Con(r) Jo(r22/a) r, dr
Am n — 0 a
/ JZ(rzl Ja)rdr
0

Finalmente, teniendo en cuenta (7.37) los coeficientes A, , se pueden calcular a través de la siguiente integral
doble:

a H
/ (2/ f(r,z)senmdz> Jg(rzg/a)rdr
4 o \H Jo H

7 / Jg(rzg/a)rdr
0

/ / f(r,z) sen =T Jo(rzg/a) rdzdr
Amn
H/ J2(r22/a)rdr

150Ver la Seccion 7.7.1, pagina 228 y la Seccién 7.7.2, pagina 230
151Ver la Seccion 6.4.2, pagina 172
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236 TEMA 7: Ecuaciones en Derivadas Parciales

7.8. Unicidad y Condiciones de Compatibilidad en EDP

Teorema fundamental del calculo (consecuencia — regla de Barrow):

b
[row=ie = [ =) - s

3¢
a 3x

se puede expresar como:
p(a) — ¢(b) = —

que podemos interpretarlo en términos de un flujo'®? ¢(z) a través de los bordes ¢(a) — ¢(b), cuyo valor es la
integral sobre todo el intervalo de la difusion del mismo, d¢/0x.

Este resultado en una dimension se puede extender a dos dimensiones a través del teorema de Green: sea C' una
curva de Jordan (simple, suave y cerrada) de R? positivamente orientada y sea D la region de R? limitada por

C. Dado un campo vectorial F(z,y) = [M(z,y), N(z,y)] donde las funciones derivadas parciales de M yN son
continuas en D.

e La integral de linea de F sobre la curva C' se conoce con el nombre de circulaciéon I' y corresponde con
las contribuciones de la funcién vectorial F' que siguen la curva C en sentido positivo.

I = %}ﬁ ds = %[M,N] da, dy) = yg(de—i—Ndy)

Teorema de Green:

M N
7§ (Mdx+ Ndy) = // ((‘3 — i) drdy = Extension a R®* — Teo. Stokes
C

Circulacion rotacional 2D

Teorema de Stokes: F = [P,Q, R

55 F*.dg'f#(vXF) dS
oS S N~——

rot '

(om0 o oR 0 _or
ygs(deJererRdz) = y;é Kay 8z> dydz + <8z 8,2) dzdz + ((')x 8y> d:cdy]

e Por otra parte el flujo ¢ de F a través de la curva C corresponde con las contribuciones de las componentes
de F perpendiculares a cada pto de C. Si d§ = [dz,dy], el vector normal, dii = [—dy, dz], notar que
ds- dii = 0. Entonces:

yf Fedii = yﬁC[M N] - [dy, dz] = yg(—deNdx)

M N
55 (=M dz+ Ndy) = // <6 + 8x> drdy = Extension a R® = Teo. Gauss
C

Flujo Divergencia

Teorema de Gauss o de la divergencia: F = [P,Q, R

#F dS_///ddeV = / F~ﬁ:/divF
ndS ox @

152Cantidad de una magnitud que atraviesa un medio por unidad de tiempo y unidad de dimensién del medio.
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7.8. Unicidad y Condiciones de Compatibilidad en EDP 237

7.8.1. Identidades de Green

Sustituyendo F' por otras funciones en el teorema de la divergencia se obtienen féormulas con interés practico.

e Primera Identidad: (v funcion escalar)

0
F-ﬁ:/divF = Vv-ﬁ:/V~Vv = /Av: & (7.38)
o0 Q o0~ JaTx— Q on
on

e Segunda Identidad: (u y v funciones escalares)

/ F~ﬁ:/divF = qu~fi:/V-(UVU)):/(VU~VU+UAU)
09 Q o0 T Jao Q

Qv
on

/uAv:/ u@—/Vu-VU (7.39)
Q so On Q

7.8.2. Estudio de la Unicidad

Ecuaciéon de Poisson

Au=f

e Problema de Direchlet
{ Au=f en(

u=g en 0f)

Sean u y v dos soluciones cualquiera del problema y sea w = u — v. Entonces:

Ay =f ) Av=f N Alu—v)=Aw=0 . Aw=0 enQ
u=yg ’ v=g u—v=w=20 w=0 en 0f)

Aplicamos la segunda identidad de Green (7.39) a la funcién wAw sobre todo el dominio del problema Q:

Por tanto, w =cte. Como w =0en 62 = w =0 en todo 2, lo que implica que u = v y por tanto
el problema, si tiene solucion, ésta es tnica.

e Problema de Neumann

Au=f enQ
7.40
@ =g en 0N ( )
on
Repetimos el proceso anterior. Sean u y v dos soluciones cualquiera del problema y sea w = u—wv. Entonces:
Au=f Av=f Alu—v)=Aw=0 Aw=0 en
ou_ o e o= S o _w_ o= e
oan 7 on 7 on  On  On o ©

Aplicamos la segunda identidad de Green (7.39) a la funciéon wAw sobre todo el dominio del problema :

/wsz/wa—w—/AuwAw = /Aw-szO = Vw=0
a so On, Jo Q
0
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Por tanto, al igual que antes w =cte. Pero en este caso desconocemos el valor de w

en Derivadas Parciales

en ningun sitio, por lo

que solo podemos asegurar que dos soluciones u y v del problema se diferencian en una constante.

Sin embargo se puede aplicar la primera identidad de Green (7.38) sobre la funcién f para obtener una

condiciéon de compatibilidad:

S = 0= =

7= Joa?

El problema de Poisson con condicion Neumann (7.40) solo puede tener solucion si se verifica:

Ademas, si tiene solucion, dos soluciones cualquiera del problema se diferencian en una constante.

Ecuacién del Calor

Los problemas de la ecuacion del calor, tanto con condiciones Dirichlet como Neumann,
es Unica.

si tienen solucién, ésta

La demostracion se hace de la siguiente forma. Sea el problema del calor con condiciones Dirichlet o Neumann:

uy = Au en ,t>0

u=f ent=0

u=g 6 %zg en 0N

Sean u y v dos soluciones cualquiera del problema y sea w = u — v. Entonces:

wy = Aw en ), t>0
w=0 ent=0
u=0 6 92 =0 en0Q

Si definimos una nueva funcion: )

W(t) = i/QwQ(x,t) dx

Entonces teniendo en cuenta la ecuacion del calor y la segunda identidad de Green:
aw 1d
Wzia/wQ(x,t)dm:/w%:dx:/wAw:/ wg—w—/Vw-Vw:
Q Q Q IR - noJa

Entonces la funcion W (t) es no creciente y por tanto:

0§Wﬁkﬂﬂ®z%/w%%®:0
Q

Es decir, W(t) =0 = w(x) =0y por tanto hay unicidad en los dos problemas.

Ecuacién de Onda

Sea el problema de la ecuaciéon de onda unidimensional con condiciones Dirichlet.

Ou_ 40

ﬁ_cam2 .’EG(O,L),t>O
u(0,t) =u(L,t)=0 t>0
6—1;(;10,0) = g(x) z € (0,L)

Clases de Caloulo Il
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7.8. Unicidad y Condiciones de Compatibilidad en EDP 239

La energia total, suma de la energia cinética y potencial del sistema viene dada por:

1 [F fou)? 2 [ rou\?
E(t) == — ) d — — ] d
o=3[ (&) w5 (%) =
Derivando con respecto al tiempo y aplicando la regla de la cadena:

L ou 6%u L ou 9%u
/ _ il 2 e
EO=] Gzt | arama®™

Aplicando la regla de la cadena en la segunda integral:

_ Ou du — 82ud
o [FOoud*u | T s YSar Loudu|®  , [F oudu
- T = =c"——| - ———dx
v = V= — —
0xOt ot 0

Notar que las condiciones de frontera w(0,¢) = u(L,t) = 0 implican que u:(0,t) = u(L,t) = 0. Por tanto:

L ou 6%u L 524 du L ou (0%u 0%u
/ _ et _ 2 el — =z 2" —
EO=| Saz®= | sza®™ /0 ot (8152 ¢ 6t2> de =0

0

La energia total de toda solucion u(z,t) del problema (7.41) se conserva en el tiempo.

Dadas dos soluciones u y v del problema, definiendo w = u — v, se tiene:

0w 5, 0%w

ﬁ—C@ ‘TE(O,L),t>0
w(0,t) =w(L,t)=0 ¢t>0

w(z,0) =0 z € (0,L)

0

%(z,o)zo z€(0,L)

Como w(x,0) = 0 la energfa inicial de w es E(0) = 0 y como se conserva en el tiempo E(t) = 0 lo que implica
w(z,t) = 0 y por tanto:

El problema (7.41) tiene a lo sumo una solucion.

Estos resultados se pueden también demostrar para dimensién N usando las identidades de Green de forma
similar a lo realizado en los casos anteriores.
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244 TEMA A: Software Matemaético

A.0. Software Matematico Simbdlico

Un Sistema de Algebra Computacional (en inglés CAS, Computer Algebra System) o Simbolica (en inglés
SAS, Symbolic Algebra System) es un software que facilita las operaciones mateméticas y el calculo simbolico,
usando variables y expresiones simbdlicas ademés de los habituales valores numéricos.

Los CAS/SAS permiten definir y manipular expresiones algebraicas como formulas, funciones, sucesiones, series,
sistemas de ecuaciones de deferentes tipos, matrices y grafos, entre muchos otros, con diferentes grados de
complejidad y vincularlas a representaciones graficas de muy variada naturaleza.

Una caracteristica fundamental de los sistemas de algebra simbdlica es que permiten representar expresiones
matematicas de forma similar a las que se escriben habitualmente!.

Ademas de una calculadora aritmética basica y gréfica, habitualmente incluyen un sistema de simplificacién y
transformacién de expresiones algebraicas, una libreria de funciones mateméticas y suelen incluir también un
lenguaje de programacién®. Las capacidades simbolicas suelen englobar diferentes tipos de competencias®:

e Expresiones simbdlicas
— Manipulacién, sustituciéon, simplificacion y transformacion de expresiones siguiendo reglas

predefinidas o modificables.

— Cambio en la forma de las expresiones: expansiéon de productos y potencias, factorizacion,
reescritura de un cociente de polinomios como suma de fracciones parciales, reescritura de funciones
trigonomeétricas como exponenciales (y viceversa), etc.

— Operaciones relacionadas con vectores y matrices como sumas productos, inversa y determinante de
matrices, etc.

— Resolucion de diferentes tipos de ecuaciones algebraicas, funcionales, diferenciales e integrales.
— Calculo de limites, desarrollos en series de potencias, derivadas en una o varias variables, integrales
definidas e indefinidas y transformadas integrales.

e Expresiones numéricas

— Manipulacién exacta de fracciones y radicales.

— Realizaciéon de operaciones con precisiéon arbitraria.
e Presentacion de resultados

— Visualizado de las expresiones matemaéticas usando con frecuencia sistemas de composicion similares
al lenguaje TeX /LaTeX.

Un programa de esta clase puede encontrar limitaciones a la hora de resolver ciertas expresiones, ecuaciones,
derivadas, integrales, limites, etc. cuando éstas tienen alguna complejidad, ambigiiedad y/o indefinicion.
Algunas versiones ofrecen al usuario la posibilidad de programar sus propios algoritmos matematicos y solventar,
en parte, tales limitaciones?.

El algebra computacional es ampliamente utilizada para experimentar en matematicas y diseniar las formulas
que se utilizan en los programas numéricos. También se usa para calculos cientificos completos, cuando los
métodos puramente numéricos fallan, como por ejemplo para algunos problemas no lineales.

1En algunos casos la interfaz de usuario puede estar adaptada, ademas del teclado, al uso de stylus y entrada tactil.

2Lo que permite automatizar manipulaciones tediosas, repetitivas o dificiles de realizar, solo limitadas por la velocidad y precision
del ordenador.

3Cada programa tiene sus propias limitaciones en estos campos.

4E] estudio de algoritmos aplicables a los sistemas algebraicos computarizados se denomina, dlgebra computacional.
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A.l. SageMath

En la actualidad® hay diferentes programas comerciales de tipo CAS, siendo los més conocidos Mathematica®,
Maple” y Matlab (paquete simbolico®). Aqui se estudiara el uso del software de dominio piblico® SageMath'®
para el tratamiento de los temas tratados en este curso!! incluyendo:

e Resolucion de EDO y SEDO
e Transformadas de Laplace

e Series de Fourier

e Resolucién de EDP

Este programa se puede descargar e instalar en sistemas Linuz, Windows y macOS, y ejecutar en nuestro
ordenador de forma local'? o bien ejecutarse de forma online a través de un navegador. Las formas bésicas de
ejecutar el programa son:

e Consola: Necesita estar instalado el programa, es rapido y potente pero menos vistoso.

o Jupyter Notebook'?: Cuaderno interactivo que facilita la creacién de documentos y permiten combinar
c6digo con otros elementos como texto enriquecido, imégenes, enlaces, etc. Es necesario tener instalada la
aplicacion.

o SageMathCell'*: Pagina web que permite la ejecucion de codigo SageMath sin necesidad de tener instalada
la aplicacion.

e SageMath Online (CoCalc':): Ejecucion de SageMath online, donde es necesario registrarse y con
restricciones para el modo gratuito.

En la Figura A.1, pagina 246 se muestran imagenes de estas aplicaciones.

A.1.1. SageMath Basico

La sintaxis de SageMath estd basada en el lenguaje Python siendo idéntica en muchos casos. Los comentarios
se escriben anteponiendo un simbolo .

# Este es un comentario
a = 3 # Este es un comentario en una sentencia

De forma general las variables son expresiones que almacenan valores determinados (nameros, cadenas, etc.).
Las variables simbolicas son un tipo particular de variable que son tratadas como simbolos que pueden contener
un valor genérico, como variables reales x, complejas z, o bien valores exactos como ntmeros irracionales como
V2, el y (namero 7), nimeros complejos a través (i, ete.

5En sus origenes sobre la segunda mitad del siglo XX existieron incipientes aplicaciones como Scratchpad, Aziom, muMATH,
Reduce, Derive y Macsyma, que ya estan casi en desuso o fueron transformadas en otras.

Shttps://www.wolfram.com/mathematica/.

"https://www.maplesoft.com/products/maple/.

8https://es.mathworks.com/products/symbolic.html.

9 Un software de dominio ptblico se puede usar sin el permiso o pago al autor, sin restricciones legales, de derechos de autor o
de edicién, por lo que nadie posee el derecho de restringir o controlar su uso.

L0Version 10.5 release 2024-12-04 using Python 3.13.2. https://www.sagemath.org/.

11Ver por ejemplo una introduccién y uso basico de SageMath en "Clases de Calculo II para Ingenieria" en la Bibliografia,
pag. 313. Para una mayor profundidad en el programa se puede ver el libro "Computational mathematics with SageMath" en la
bibliografia o en la web del programa.

12SageMath es un programa relativamente grande que necesita aproximadamente 6Gb de espacio libre en el disco y al menos
2Mb libres de RAM y tiene dependencias con diversas librerias, programas y compiladores, entre ellos python y LaTeX.

13 Aplicacion cliente/servidor que puede correr en un navegador de Internet con o sin una conexiéon a Internet. Es muy general y
ademas SageMath puede ejecutarse una gran variedad de lenguajes de programacién.

Mhttps://sagecell.sagemath.org/.

5https://cocalc.com/features/sage.
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SageMath verslon B.5 betaz, Release Date: 2618-11-81
using Python 2.7.15. Type “help()” for help.

I Warning: this is a prerelease version, and it nay be unstable, I

sage: print{'hello!' )

heliel

sage: 4%

16

sage: E = ELlipticCurve([3,4])
sage: E.i_tnvariant(}

1728/5

sage: cos{pl)

|

sage: Factar(x**24-1}

{208 - x04 + 1)%(x™a - %32 + 1)%(x*4 + L)% 2 + x # 1}%(x"2 - u » 1)%(x"2 » 1}¥
i+ 1)+(x - 1)

sage: [p For g in prime_range(don) if (p+2).1s_prime(}]

Figura A.1: Ejecucion de SageMath a través de SageMathCell (superior izquierda), Jupyter Notebook (superior
derecha), en consola (inferior izquierda) y SageMath Online (inferior derecha).

En SageMath no es necesario declarar las variables normales'® antes de usarlas, sin embargo las variables
simbolicas necesitan ser declaradas antes de su primer uso. Para ello se utiliza el comando |var() , como
veremos en los siguientes ejemplos.

a =3 # Variable normal
var('b') # Declaramos la variable simbdlica “b~
5xpi*axb # Operamos con las variables

15%pi*b

En el caso anterior, al operar vemos que la variable a (no simbolica) es sustituida por su correspondiente valor
numeérico y multiplicada por 5, mientras que las variables simbolicas'” pi y b mantienen su nombre indicando,
en el caso de pi que es un ndmero irracional (con infinitos digitos decimales) y en el caso de ‘b’ que puede ser
cualquier valor.

Por defecto SageMath define la variable x como simbdlica y por tanto no es necesario declararla antes de usarla,
aunque se puede volver a declararla sin problema, como ocurre con el resto de variables.

16De forma similar a como funciona el lenguaje Python. Ver por ejemplo una introduccién a la programacién en Python en

http://mundogeek.net/tutorial-python/.
17Los ntimeros irracionales 7 y e, ademés de muchos otros, estan definidos en SageMath a través de pi y e respectivamente.
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El comando borra todas las variables de usuario definidas hasta ese momento, dejando SageMath en

su estado inicial.

reset () # Borra todas las variables que se hayan podido definir antes
# Declaramos las variables simbdélicas que usaremos

# Se pueden utilizar comillas simples ' ' o dobles " " para definir cadenas
var('x y z v t') # Se puede definir una o varias variables simbdélicas con “var"
(x, y, z, v, t)

Se puede utilizar el signo punto y coma ; para separar sentencias en una misma linea.

# Asignamos valores a variables no simbdlicas
s = 10.3 ; n = 2 ; cadena = 'Nombre' ; c = "A"

Por defecto la salida de los comandos matematicos se muestran en formato texto (ASCII).

# Definimos una funcidn llamada “f°
f=sqrt(x)*sin(x~2)/tan(log(x))
f # mostramos “f°, por defecto en ascii

sqrt (x)*sin(x"2) /tan(log(x))
Con el comando se puede mostrar la salida en formato matemaético de facil lectura.

show (f) # Mostramos f como férmula matemética
V sin (z?)
tan (log (z))

También se puede mostrar el resultado en formato LaTeX con el comando y en formato ASCII (por

defecto) con el comando lascii().

latex(f) # Mostramos f en lenguaje LaTeX

\frac{\sqrt{x} \sin\left(x"{2}\right)}{\tan\left (\log\left (x\right)\right)}

Con la sentencia %display latex se consigue que por defecto todos los resultados, a partir de entonces, se
muestren en formato matemaético de facil lectura. Este seré el formato de salida por defecto en todo este texto.

%display latex # Formato matemdtico en todos resultados a partir de aqui

f # Mostramos f

Vasin (z%)
tan (log (z))
El simbolo igual [=] se usa para asignar valores, mientras que el doble igual [==] se utiliza como simbolo

igual en las ecuaciones. Notar que en las multiplicaciones es obligatorio usar siempre el simbolo (no sirve el

espacio en blanco como producto).

var('t ') # Declaramos variables simbdlicas

a=3;t=10.1 # Asignamos valores
# Definimos la ecuacién “eq'
eq = r¥t + a == r~2 +1  # Notar el uso de = (asignacién) y == (igual de la ec.)

eq # Mostramos el valor de “eq”

10.1000000000000 7 + 3 = r* + 1
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El comando solve(eq,var)| resuelve la ecuacion eq en la variable var, devolviendo un vector con las

posibles soluciones.

var('a') # variable o parametro

b=3 # variable numérica

# Resolvemos una ec. y llamamos “sol” al resultado
sol=solve(a*x~2+b*x-2==5%x"2+5*x-1,x) ; sol

a—4—1 . va—4+1
a—5 7 a-5

Vemos en la salida que hay dos soluciones para la variable x cuyos valores dependen de la variable o paramtro
a. Estas soluciones se almacenan en un vector definido por paréntesis cuadrados [ ]. Los elementos de un
determinado vector v se acceden como v[n] siendo n su indice (posiciéon) empezando por cero. Asi en el caso
anterior:

sol[0] # primer elemento del vector sol

a—4—1
a—>95

Notar que esta expresion es una nueva ecuacion.

ascii(sol[0])

== -(sqrt(a - 4) - 1)/(a - B)

La parte izquierda de una ecuacién, como por ejemplo la salida anterior, se obtiene con |.1hs()| y la parte
derecha de la ecuacién con .

sol[1].rhs() # parte derecha (después del igual) de la segunda ecuacidn del vector 'sol'

a—4+1
a—>5

Esto se puede utilizar, por ejemplo, para representar graficamente el resultado en funcién del pardmetro a.
plot(sol[1].rhs(),a,-1,10,ymin=-10,ymax=10,axes_labels=['$a$"', '$x$'],detect_poles='show')

verbose 0 (3954: plot.py, generate_plot_points) WARNING: When plotting, failed to evaluate function at 91 points.
verbose 0 (3954: plot.py, generate_plot_points) Last error message: 'Unable to compute f(3.958293507777991)'

T

101

-10 4

Notar que aparecen dos avisos (warnings) indicando, en este caso, que existen puntos donde la funcion no esta
definida (a = 5). Los warnings se pueden omitir anteponiendo la sentencia |set_verbose(-1) . La identificacién
automaética de los puntos de discontinuidad (polos) se puede hacer con el comando .
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El comando solve se puede utilizar también para despejar una determinada variable en una ecuacion.

var('a b')
ec = 2xatb*x(a+l)==a*b ; ec # define una ecuacidén 'ec' con dos variables

(a+1)b+2a=ab

solve(ec,a) # despeja la variable 'a' en funcién de 'b'

-

solve(ec,b) # despeja la variable “b en funcién de “a’

[b=—2a]
El comando |diff() o alternativamente calcula la derivada de orden n de una funcion.

var('a b c t') # definimos variables simbdlicas
h = txe~(a*t)-b*x t~2 +c; h # funcidén 'h' con varias variables y/o parametros

—bt? + tel®) 4 ¢

diff(h,a) # derivamos 'h' con respecto a la variable ~a’
t2€(at)
diff(h,t,5) # calculamos la derivada quinta de 'h' con respecto a "t~

aStel™ 4 5atela?)
El comando |integral ()| o alternativamente integra una expresion con respecto a una variable.

var('x y z a b c') # definicién de var simbdlicas
f=a*x~2-b*e”~ (b*x)-c*xy+z; £ # funcidén de varias variables y/o pardmetros

az® — cy — be®™ + 2
Vamos a calcular la integral indefinida (funcién primitiva) de la anterior funcion f con respecto a la variable x,
manteniendo constante el resto de variables.

integral(f,x)

1
3 az® — cay + xz — e®®)

Notar que en el resultado no aparece ninguna constante de integracion'®. Esto puede resultar interesante, por
ejemplo en este caso, para no anadir pardmetros innecesarios en la solucién.

Calculamos ahora la integral definida entre -1 y 5 de la misma funcién £ pero con respecto a la variable b,
manteniendo el resto de variables constantes.

integral(f,b,-1,5)

(6 az*e” — 6 cx’ye® + 6222ze” — (5 — 1)@ —z — 1)e(=2)
2

T

18Que indica que en realidad existen infinitas funciones primitivas de la funcién original.
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Se puede calcular integrales impropias usando la variable!? o (infinito, 0o0), por ejemplo:
© dx
i T
—0o0

g=1/(1+x"2) # definimos la funcidn
integrate(g,x,-00,00) # integral impropia

™

Representamos la grafica de la funciéon g y sombreada la zona de integraciéon cuya area es m.

plot(g,-10,10,fi11=True,aspect_ratio=6) # relacidén de aspecto=altura/anchura

T T
-10 =5 5 10

Calculamos ahora la siguiente integral impropia de una funciéon de dos variables u y x, con respecto a una de

ellas, por ejemplo?’ u.
°° xcosu 1,
———du=-me "+ ¢(x)
0 2

u2 + x2

var('x u')
f=x*cos(u)/(u"2+x"2)

# Para que converja la integral es necesario que la variable “x° sea positiva

assume (x>0)

f.integrate(u,0,infinity) # forma alternativa de calcular una integral

1
L

2
El comando assume()| se utiliza para poner condiciones necesarias sobre variables. Representamos finalmente
la grafica de £ en funcion de la variable u, para un determinado valor fijo de x, por ejemplo x=2.

# fijamos color e intensidad del relleno, ademéds de la relacidén de aspecto

# y grado de transparencia (fillalpha)
plot(f(x=2), 0,20, fill=True,fillcolor='red', aspect_ratio=10, \
axes_labels=['$u$','$£$'],fillalpha=.2,axes_labels_size=1.2)

f
0.5 7
0.4 3
0.3 1
0.2
0.1

5 T T T T T T — i ¥ iy i
1 5 10 15 20
~0.1 \/

El area sombreada corresponde con el resultado de la integral anterior, en este caso 7/(2¢?).

19Corresponde con dos letras "o" mintsculas consecutivas.
20Notar que en este caso el resultado depende de un parametro c(x) que a su vez depende de la variable sobre la que no se integra.
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A.1.2. Calculo Ill con SageMath

En las siguientes secciones vamos a analizar y resolver problemas relacionados con los temas cubiertos en este
curso, usando para ello el programa SageMath.

1. Resolucion de EDO de primer orden (Seccion A.1.3, pagina 253)

e Solucion general y familia de curvas
e Solucion particular

e EDO de variables separables, de cambio lineal, homogénea, reducible a homogénea, lineal, Bernouilli
y Ricatti

2. Trayectorias ortogonales (Seccion A.1.4, pagina 259)
3. Resoluciéon de EDO Lineales de orden superior (Seccion A.1.5, pagina 262)

e Método de Coeficientes indeterminados
e Método de Variacion de parametros

e Problema de valores iniciales
4. Problema de valores en la frontera (Seccion A.1.6, pagina 268)
5. Ecuacion de Bessel (Seccion A.1.7, pagina 269)

e Funciones de Bessel

e Solucion
6. Sistemas de EDO (Seccion A.1.8, pagina 272)
7. Transformadas de Laplace (Seccion A.1.9, pagina 274)

e Calculo transformada directa e inversa

Teoremas de traslacién y propiedades
e Funciones escalén unitario y delta y convolucién de funciones
e Resolucion de EDO y SEDO

e Ecuaciones integrales e integro-diferenciales
8. Series de Fourier
9. Problemas de Sturm-Liouville

10. Resolucion de EDP
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Ecuaciones Diferenciales con SageMath

Dada una EDO?!' de orden n:

F (%y,y’,y”,--- RTSOF Ck) =0

donde aqui se ha llamado 2 a la variable independiente e y(x) a la variable dependiente aunque ambas se pueden
llamar de cualquier forma. Las funciones y(’)(.r) son las correspondientes derivada i-ésimas de y con respecto a
r. Ademés, se ha anadido posibles pardmetros®* (en cualquier cantidad) cy.

La resolucién analitica?® de EDO en SageMath se hace a través del comando®® |desolve()| a través de los
siguientes pasos.

Pasos
1. Declarar la variable dependiente e independiente de la siguiente forma:
var('x") # Variable independiente (si es x no es necesario)

y=function('y')(x) # Variable dependiente

2. Utilizar el comando desolve para resolver la EDO.

desolve( ed, vard [ , opciones ] )

e ed: expresion o ecuacion que representa la EDO.
e vard: nombre de la variable dependiente.
e opciones: no siempre son necesarios.

— ivar = variable independiente. Si es x y la EDO no tiene pardmetros, no es necesario
indicarla.

— ics = condiciones iniciales (si es un problema de EDO).

*x Para EDO de primer orden especifica la condicion inicial [zg, y(x0)].
*+ Para PVI con EDO de segundo orden especifica las condiciones iniciales
[0, y(x0), ¥/ (0)]-
* Para PVF con EDO de segundo orden especifica las condiciones frontera
[z0, y(%0), z1, y(21)]-
— show_method = True|False muestra el tipo de método (tipo EDO) usado para su
resoluciéon

— contrib_ode = Truel|False indica el método a usar en su resolucién, que puede ser uno
de los siguientes: linear, exact, homogeneous, bernouilli, ricatti, ...

— algorithm = Indica el algoritmo utilizado en la resolucién. Por defecto es maxima’ ya que
usa la librerfa matematica de Mazima?®. Para problemas mas complicados se puede usar
también ’fricas’ que hace uso de la libreria FriCAS?S.

A lo largo de las siguientes secciones haremos uso de este comando de este comando en diferentes situaciones.

21Ver la Seccién 3.1.1, pagina 51.

22Ver la Definicién 1.14, pagina 13.

23Ver la Seccién 1.3.2, pagina 11.

24Proporcionalmente muy pocas EDO pueden resolverse de forma analitica, aunque muchas de ellas si pueden resolverse
numéricamente. SageMath permite resolver, analitica y también numéricamente, una variedad importante de EDO de diversos
tipos y con aplicaciones practicas interesantes.

25Por defecto Mazrima se instala junto con SageMath. Para mas informaciéon ver https://maxima.sourceforge.io/.

26E] software FriCAS no se instala con SageMath por defecto y es necesario instalarlo aparte para su uso. Para mas informacién
ver https://fricas.github.io/.
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A.1.3. Resolucién de EDO de Primer Orden

Buscamos la solucién analitica de ecuaciones de la forma®”: ‘F[T, y(z), ¥'(z)] = 0‘

Ejemplos

Empezamos resolviendo una EDO sencilla de primer orden de variables separables®®:

y =z (A1)
y = function('y') (x) # definimos la variable dependiente
f = desolve(diff(y,x)==x,y) # definimos la EDO y la resolvemos. El resultado lo llamamos f
f # mostramos el resultado
L 5
—z-+C
2

Podemos verificar si la solucion £ es correcta, para ello vamos a comprobar que cumple la EDO original (A.1),
despejada a cero para que sea més fécil verificar.

Y —x=0
diff (f,x)-x

0
Resolvemos ahora otra EDO separable y preguntamos el método de resolucion utilizado (que corresponde con

el tipo de EDO).
yy==

y=function('y"') (x)
# Definimos la EDO, la resolvemos y preguntamos el método usado en su resolucién

sol = desolve(diff (y,x)*y==x,y,show_method=True)
sol # El resultado es un vector [ ] con dos componentes: la solucidén y el método

1 1
3y (z)* = 3 2?2 + O, separable
Como vemos determina que la EDO es de tipo variables separables. Para obtener la soluciéon de forma practica

hay que sacarla del vector y simplificarla si es posible.

sol[0] # el indice de los elementos de un vector empiezan en O
1 2 1 5

—yx) ' =-2*+C

5Y(2)" =3

f=solve(sol[0],y); f # despejamos la var. dependiente "y~ y mostramos resultado

[v(@) = —VaZ+2C,y () = Va2 +2C]

El resultado vuelve a ser un vector (hay dos soluciones correspondientes con el signo + de la raiz). Si obtenemos

la solucién en formato ASCII:
ascii(f)

[y(x) == -sqrt(x~2 + 2*_C), y(x) == sqrt(x~2 + 2*_C)]

Vemos que la constante de integracion se identifica como (precedido por un simbolo subrayado _). Vamos
a dibujar las dos soluciones dando un determinado valor a la constante de integracion (solucion particular), por

ejemplo para _C=2.

27Ver el Tema 2, pagina 19.
28Ver la Seccién 2.2, pagina 23.
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# Extraemos las partes derechas de ambas soluciones y las representamos graficamente
plot ([£[0].rhs() (_C=2),f[1].rhs()(_C=2)],-10,10,ymin=-10,ymax=10,aspect_ratio=0.25)

10 4
\/
T T T
-10 =5 5 10
/5_-_\
-10A

129,

Resolvemos ahora una EDO de tipo cambio de variable linea

y=(e+y-1)°

y=function('y"') (x)
# Indicamos que esta EDO se puede resolver por algin método basico con “contrib_ode"

sol=desolve(diff (y,x)==(x+y-1)"2,y,contrib_ode=True) ; sol
Hx = C — arctan (\/1?) () = -z —Vt+ 1] , {x = C + arctan (\/f) () = —z+VE+ 1”

Se obtiene una doble solucion a través de una matriz (vector de vectores), donde cada uno de los dos vectores
contienen las componentes paramétricas, a través del parametro t, de ambas soluciones. Vamos a representar
la primera de las soluciones (la segunda es similar), para ello es necesario sacar las dos partes de la funcion

paramétrica.

# sol[0] [0] hace referencia a la primera componente del primer vector y sol[0][1] a la
# segunda componente del primer vector. Llamamos “fx~ y “fy  a estas dos componentes.
# Notar que la segunda componente “fy~ depende de la primera a través de la variable
# por lo que es necesario sustituir la primera en la segunda.

£x=501[0] [0] .rhs(); fy=s0l[0][1].rhs() (x=£fx)

show([fx,fy]) # Mostramos ambas componentes

[C — arctan (\/i) ,—C — \/t + arctan (\/{f) + 1}

Para representar graficamente esta soluciéon se puede transformar a su forma cartesiana eliminando el pardmetro
entre las dos formulas®®, o bien se puede representar directamente en forma paramétrica con el comando®!

parametric_plot() de la siguiente forma, para un valor fijo del pardmetro, por ejemplo _C=1.

Sy

var('t') # Declaramos el parametro "t~
# Representamos graficamente la primera solucidén para el valor del parametro ~_C=1°

# mediante una curva paramétrica
parametric_plot ((fx(_C=1),fy(_C=1)),(t,0,10),thickness=2,aspect_ratio=0.25)

I B e — ——————— T Y
-0.2 % 0.6 0.8 1.0

29Ver la Seccion 2.3, pagina 23.
30Ver un ejemplo del proceso en el ejemplo de la EDO de tipo Riccati en la 257.
31A través de este parametro se pueden representar tanto curvas 2D como 3D. Ver por ejemplo "Clases de Calculo II para

Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313..
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32.

Vamos a resolver ahora una EDO homogénea

)y tay+a®
Yy = 4444i£544447

reset ()

y=function('y"') (x)
sol=desolve(diff (y,x)==(y 2+x*y+x~2)/x"2,y,show_method=True) ; sol

y(z)
Oz = eretan(*5 ),homogeneous]

Para obtener la solucién de forma explicita lo hacemos en dos pasos, primero despejamos y/x y posteriormente
despejamos y, ya que SageMath no es capaz de hacerlo directamente.

g=solve(sol[0],y/x) ; ff=solve(g,y) ; ff
[y (z) = x tan (log (Cz))]

Podemos comprobar la validez de la solucion.

f=£f£f[0] .rhs() # asigamos a f la parte derecha (solucidn y)
# comprobamos la EDO y simplificamos el resultado con ~simplify_full()"

(diff (f,x)- (£~ 2+x*f+x72)/x72) .simplify_full ()

0

Vamos ahora con una EDO reducible a homogénea™:

, 2ytax—1
Yyttt

y=function('y"') (x)
sol=desolve(diff (y,x)==(2xy+x-1)/(y+2*x+1),y,contrib_ode=True) ; sol

—% log(x—ky(x))-i-g log(z —y(x)+2)=C

Recordamos que una EDO ezacta®* tiene la forma:
oM  ON
M(a,y) d + N, y) dy %

Por ejemplo:
(eY +6z)dx + xe¥dy =0

Para resolverla con SageMath es necesario dar una expresion en términos de y' = dy/dzx.
y=function('y") (x)
sol = desolve(diff(y,x)==(-e"y-6%x)/(x*e"y),y,show_method=True) # Despejamos y'
sol

322 + ze?® = O, exact}

Podemos expresar la solucion en forma explicita despejando la variable dependiente y(x) en funcion de la

variable independiente x.

32Ver la Seccion 2.4, pagina 24.
33Ver la Seccion 2.4.1, pagina 27.
34Ver la Seccion 2.5, pagina 29.

Pedro José Hernando Oter Clases de Céloulo I



256 TEMA A: Software Matemaético

f=solve(sol[0],y) ; £

oier =t (324 )

A través de esta solucion vamos a dibujar la familia de curvas que forman la solucion general de esta EDO, para
ello creamos inicialmente un grafico vacio, que lo llamamos G, y a través de un bucle dibujamos cada una
de las graficas correspondientes a distintos valores del parametro . Cada de estas graficas individuales se
van anadiendo al grafico global G. Finalmente mostramos el resultado con el comando .

set_verbose(-1) # para que no muestre avisos de error (“warnings’)
G=Graphics()
for i in range(-10,10,1):
G+=plot (£[0] .rhs () (_C=1),(-1,1) ,ymin=-4,ymax=10)
show (G)

D

Vamos ahora a resolver un PVI®® formado por una EDO lineal de primer orden>°:

{y’+yez
X
y(1) =2

y=function('y') (x) # definimos var. dep.
eq= diff(y,x)+y/x==e7x # definimos y ponemos nombre a la EDO
eq # mostramos la EDO definida
y(x) 0 z
—+ —yx)=c¢
v (@)

f=solve(sol[0],y) ; £

(x—1e*+2
x

Notar que en este caso el resultado es una tinica funciéon que no depende de la constante .

35Ver la Definicién 1.17, pagina 15.
36Ver la Seccion 2.6.1, pagina 36.
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Podemos también resolver una EDO lineal de primer orden genérica con funciones generales g(z) y h(x).

Yy +g(@)*y = h(=)

y=function('y"') (x)
g=function('g') (x)
h=function('h') (x)
desolve(diff (y,x)+g*y==h,y)

<C+ / o 92 Ao () dw) o(— [ 9(@) d)

Vamos ahora a resolver una EDO de tipo Bernowilli®”.
y —y=ay'

y=function('y"') (x)
f=desolve(diff (y,x) -y==x*y~4,y,show_method=True)

f

61

(=3 Bz —1)eB2) 4+ C)

,bernoulli

ol

Dibujamos algunas de las curvas de la solucién general.

set_verbose(-1) # para que no muestre avisos (warnigs)

G=Graphics() # Creamos un grafico vacio y lo llamamos G

for i in range(-50,50,3):
G+=plot (£[0] (_C=1),(-2,5) ,ymin=0, ymax=3, plot_points=1000)

show (G)

|
y
//e

Resolvemos finalmente una EDO de tipo Riccati>®.

Y+ 2y =1+ 2% +9°

y=function('y"') (x)
ec = diff (y,x)+2*x*y==1+x"2+y"2
sol = desolve(ec,y,ivar=x,contrib_ode=True) ; sol

Hx:C+\/t1_71,y(x):x—\/t—71},[x=C—tl_l,y(a:)zaH—\/t—il”

37Ver la Seccion 2.7, pagina 37.
38Ver la Seccién 2.8, pagina 38.
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Podemos transformar la primera solucion (la segunda es equivalente) dada en forma parameétrica, a la misma
solucion pero de forma explicita, eliminando para ello el pardmetro t. Mostramos aqui abajo el proceso.

var('t')
sql = solve(sol[0][0],sqrt(t-1)) # despejamos sqrt(t-1) de la primera componente
sq2 = solve(sol[0][1],sqrt(t-1)) # despejamos sqrt(t-1) de la segunda componente

eq=sql[0] .rhs()==sq2[0] .rhs () # creamos una nueva ecuacién igualando las anteriores
f=solve(eq,y) ; £ # y despejamos finalmente la variable “y°

() Cr—a2?+1

r=—
Y C—-z

Representamos algunas de las curvas que forman esta familia de soluciones, de la misma forma que se ha hecho
en otros casos anteriores.

set_verbose(-1) # para que no muestre avisos (warnigs)
G=Graphics() # Creamos un grafico vacio y lo llamamos G
££=£[0] .xhs )
for i in range(-5,5,1):
G+=plot (£f£(_C=1i),(-10,10) ,ymin=-10, ymax=10, detect_poles=True)
show (G)

10

i

A

-10

Notar que las trayectorias parecen converger en la recta y = z. Es facil comprobar que efectivamente ésta es
solucion de la EDO. Para ello substituimos en la EDO ec la funcién test y su derivada, y comprobamos su
veracidad a través de la funciéon |[bool ()| de la siguiente forma:

g=X # solucién test a comprobar
bool(ec.subs(diff(y,x)==diff(g,x),y==g)) # sustituimos en la EDO y comprobamos

True

La funcién bool(exp)| evaliia si una expresion exp es cierta ( ) o falsa ( ). Asi, la solucion y = x

no verifica la solucién general obtenida f, ya que:
bool (£[0] . subs (y==g))

False

Por tanto, en nuestro caso, y(z) = x es una solucién extrana o singular®’. Esto es debido a la parametrizacion
particular de la solucién obtenida®C.

39Ver la Definicién 1.19, pagina 16.
40Recordar que hay infinitas parametrizaciones de una funcién, siendo algunas méas apropiadas que otras para cada ocasion.
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Finalmente, si en una EDO aparecen pardmetros*', es necesario especificar, ademas de la variable dependiente
y(x), la variable independiente x. Por ejemplo, dada la siguiente EDO lineal de primer orden con dos parametros

ayb:
22y =a+ by

var('a b')

y=function('y"') (x)

# La variable independiente se indica mediante “ivar-
desolve(x~2xdiff (y,x)==at+b*y,y,ivar=x,contrib_ode=True)

o)

Notar que dependiendo del orden y dificultad de la ecuacion, este tipo de EDO con parametros generalmente
serd dificil de resolver y SageMath fallara en su resolucion.

A.1.4. Trayectorias Ortogonales

Recordamos que dada una familia de curvas uniparamétrica?:

F(z,y;¢) =0

se puede obtener la familia de curvas ortogonales*® a la original de la siguiente forma:

1. Con la familia y su derivada se puede eliminar la constante ¢, dando una EDO cuya solucién es la familia

de curvas original.

F(z,y;¢) =0
d
d — CTy = 9(z,y)
—F(z,y;¢) =0 *
daj i )

2. La pendiente de las curvas ortogonales a las curvas de la familia de curvas original corresponde el inverso
negativo de la pendiente de las curvas de la familia original.

dy 1

de  g(z,y)

3. Resolviendo la EDO anterior se obtiene la familia de curvas ortogonal a la familia de curvas original.

Ejemplo

Vamos a calcular la familia de curvas ortogonales a la familia de curvas:

Representamos la familia de curvas original.

var('c')
y=function('y"') (x) # definimos funcidn y(x)
f=c/(1+x~2) # familia de curvas

G=Graphics() # Definimos grafico vacio

for i in range(-7,7,1): G += plot(f(c=1i),(-7,7)) # Bucle de curvas
show (G) # muestra familia de curvas

41Recordamos que un pardmetro es una entidad (distinta de las variables) cuyos valores dan lugar a diferentes casos en un

problema.
42Ver la Seccién 2.11.1, pagina 42.
43Ver la Definicion 2.11, pagina 44.
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Despejamos la constante ¢ de la familia original.
f1 = solve(y == f,c) ; f1
[e= (@ + 1)y (@)]
Despejamos también la cte ¢ de la derivada de la familia original.

f2 = solve(diff(y,x)==diff(f,x),c) ; £f2

[c 7(x4—|—2x2 + 1)5;3;(33)]

2x

Igualando las dos expresiones anteriores, £1 y £2, se puede eliminar la constante c. De esta nueva expresion se
puede despejar la derivada y' (x), obteniéndose la ODE de la familia de curvas original.

dy = solve(£f1[0].rhs()==£f2[0].rhs(),diff(y,x)) ; dy # ODE de la familia de curvas original

w2225

Se determina la inversa negativa de la parte derecha de esta expresion dy.

idy = -1/dy[0] .rhs() ; idy # pendiente de las trayectorias ortogonales

241
2zy (z)

Con idy se construye la EDO asociada a la familia de curvas ortogonal a la anterior, cuya soluciéon da lugar a
las curvas ortogonales.

# resolvemos la ODE de la familia ortogonal
ff=desolve(diff(y,x)==idy,y,ivar=x) ; ff # solucidn

1 1
y(z) zixg—i—C—i—ilog(xQ)

De la solucién ff es necesario despejar y(x).

fff=solve(ff,y) ; fff # solucidn despejada

1 1 1

[y(m)z—\/2x2—|—0+;1og(x2),y(:r)= \/2x2+0+2 log (z2)
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Estas funciones* corresponden con la familia de las curvas ortogonales buscadas. Representamos graficamente

las trayectorias ortogonales.

set_verbose(-1)
G1=Graphics()
for i in range(-20,20,2):
Gl+= plot (£f££[0] .rhs () (_C=i),(-6,6),plot_points=1000,color="'red")

G2=Graphics()
for i in range(-20,20,2):
G2+= plot((-1)*£f£ff[0].rhs() (_C=1i),(-6,6) ,plot_points=1000,color="red')

show (G1+G2)

=5

Finalmente representamos juntas ambas familias de curvas en una misma grafica, observandose la relacion de
ortogonalidad entre ellas.

show (G+G1+G2)

44Notar que ambas son la misma en valor absoluto, es decir: y(z) = :I:\/% 2+ C+ % log (z2).
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A.1.5. EDO Lineales de Orden Superior

Buscamos la solucién analitica de ecuaciones de la forma*®:

an(@)y™ + an-1(2)y" Y + ..+ ar(@)y’ +ao(2)y = f(2)

donde las funciones a;(x) y la funcion f(z) son continuas en un intervalo I C IR.

Ejemplos

Empezamos resolviendo una EDO sencilla de seqgundo orden lineal con coeficientes constantes y homogénea™.

2y" =3y +y=0

La resolucion se hace a través del comando®” desolve()| de forma similar a lo visto anteriormente.

y = function('y') (x) # var. dependiente
ode = 2%diff(y,x,2)-3*diff(y,x)+y == 0 # definimos la EDO y le ponemos nombre
sol = desolve(ode,y) ; sol # Resolvemos y ponemos nombre a la sol

ng(% z) + Kie”

Se obtiene una familia de curvas biparamétrica*®. Si vemos el nombre de los pardmetros en ASCII:
ascii(sol)

_K2*xe~(1/2%x) + _Kil*e“x

comprobamos que son y . Las variables que comienzan con un signo subrayado ’_’ son internas del
programa y aunque no son variables simbdlicas se puede interaccionar con ellas.

Verificamos la validez de la soluciéon obtenida sol substituyendo con el comando esta funcion solucién
y sus derivadas en la EDO original ode, y comprobando que se cumple con el comando )

bool( ode.subs( y==sol , diff(y,x)==diff(sol,x) , diff(y,x,2)==diff(sol,x,2) ) )

True
Para resolver una EDO de orden mayor que dos, por ejemplo la sigiente de quinto orden:
2y — 7y@ + 12" + 8" =0
es necesario utilizar la libreria de FriCAS de la siguiente forma.
y = function('y') (x)

ode 2*diff (y,x,5)-7*diff (y,x,4)+12xdiff (y,x,3)+8*diff (y,x,2) == 0
sol desolve(ode,y,algorithm="'fricas') ; sol # Resolucidén usando FriCAS

]

oy cos (22) e 4o, e?Psin (22) +¢, = +o, (=2 “’)—i—co
ascii(sol)

_C3*cos(2xx)*e~ (2*x) + _Cd*e~(2*x)*sin(2*x) + _Cl*x + _C2*xe~(-1/2*x) + _CO

En este caso los cinco pardmetros van desde hasta . Podemos dibujar una curva solucién de la familia
de curvas correspondiente a unos determinados valores de los pardmetros, de la siguiente forma.

plot(sol(_CO=-1,_C1=-1,_C2=0,_C3=0,_C4=0.01),-1,5,ymin=-10,ymax=40,thickness=2)

45Ver la Definicién 3.1, pagina 51.
46Ver la Seccion 3.2, pagina 57.

47Ver la Seccion A.1.2, pagina 252.
48Ver la Seccion 2.11.1, pagina 42.
49Ver la Seccion A.1.6, pagina 268.
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Resolvemos ahora una EDO también lineal con coeficientes constantes pero no homogénea.
y"+2y:x2—x—|—1
El proceso de resolucion es similar.
y = function('y') (x)

ode = diff(y,x,2)+2xy == x~2-x+1
sol = desolve(ode,y) ; sol

]

1 1

3 2% + K, cos (ﬁx) + K sin (\/ix) —3 T

Vamos a representar graficamente esta familia de curvas biparamétrica. Al tener dos parametros y
es necesario usar un bucle doble para recorrer sus valores. Debido a la complejidad del conjunto de
soluciones vamos a representar dos graficas, siendo una un zoom de la otra (cada una sobre un intervalo distinto).

P1 = Graphics() # Grafico 1 en intervalo pequefio x=[-1,1]
P2 = Graphics() # Grafico 2 en intervalo mayor x=[-10,10]
C = rainbow(10) # Genera vector de 10 colores para diferenciar las curvas

for i in range(-10,10,2): # Bucle doble
k=-1
for j in range(-10,10,2):
k+=1
P1 += plot(sol(_K1=i, _K2=j),(-1,1),color=C[k],thickness=0.5)
P2 += plot(sol(_K1=i, _K2=j),(-10,10),color=C[k],thickness=0.3)

# Representamos ambas en horizontal
graphics_array([P1, P2]).show(frame=True,figsize=[8,3])

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Vamos ahora a encontrar la soluciéon general y particular de un PVI formado con una EDO de segundo orden no

, » . . . [4 L
homogénea que puede resolverse tanto por el método de los coeficientes indeterminados® como por el método
de variacion de pardmetros®?.

Yy’ + 2y + by = 4e”* cos(2x)
y(0) =1, y'(0) =0

Empezamos primero con la soluciéon general de la EDO del problema, mostrando el método empleado por el
comando.

y = function('y"') (x)
ode = diff (y,x,2)+2*diff (y,x)+5*y == 4*e” (-x)*cos(2+*x)
sl = desolve(ode,y,show_method=True) ; sl # sol. general, mostramos método

1
(Kycos (2x) + Ky sin (2z))el ™) + 3 (2zsin (22) + cos (22))el ™), variationofparameters

El algoritmo determina que puede resolverse por el método general de variacion de pardmetros.

Notar que los dos primeros términos de la expresion corresponden con la solucidn general de la EDO homogénea
asociada y el tltimo término es una solucidn particular de la EDO completa®®. Vamos ahora a encontrar la
solucion particular del PVI, anadiendo las condiciones iniciales mediante un vector |[zg,y(z0),y’(z0)] de la
siguiente forma:

s2 = desolve(ode,y,[0,1,0]) ; s2 # sol. particular

% (22 sin (22) 4 cos (2z))e ™) + % (cos (2x) + sin (2z))e ™)

Vemos, como es légico, que la solucién en este caso no contiene pardmetros. Vamos a representar ambas
soluciones, donde la general lo haremos representando un pequeno grupo de ellas, a través de bucles for(Q)| .

P1=Graphics() # Grafico de la familia de curvas (en azul)
for i in range(-1,1):
for j in range(-1,1):
P1 += plot(s1[0] (_K1=1i,_K2=3j),(-2,5),ymin=-5,ymax=5,color="'blue')

P2=plot(s2, (-2,5) ,ymin=-5,ymax=6,color="'red') # Grafico de la solucidén particular

show(P1+P2) # Representamos ambos en un mismo grafico

??Q\%-%?— H 4 5

En principio no hay limite sobre el orden de la EDO, siempre que se use la libreria friCAS, asi podriamos
encontrar la solucion general y/o particular de un problema formado con la siguiente EDO de décimo orden.

Y10 42y ®) 4 1190 4105 — 3y@) 4y + 20y” + 16y’ + 4y =0

50Ver la Seccion 3.3.1, pagina 64.
51Ver la Seccion 3.3.2, pagina 69.
52Ver el Teorema 3.2, pagina 56.
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Aqui mostramos la solucion general (el caracter \ se utitiliza para partir sentencias largas).

ED = diff(y,x,10)+2*diff (y,x,9)-diff(y,x,8)+11xdiff(y,x,6)+10*diff (y,x,5) \

_3%diff (y,x,4) +4*diff (y,x,3) +20*diff (y,x,2) +16*diff (y,x) +4*y ==
desolve(ED,y,contrib_ode=true,algorithm='fricas') .show() # Resuelve y muestra la solucidn
22 4o, 2t 40, 23T 10, 2260 4o, wcos () €7 +¢, xe®sin () +¢, 2l +¢, cos (z) € +¢,
e®sin () +¢, e~

Usando friCAS, las condiciones iniciales para una EDO de orden n tiene la forma:

“:C07 y(l’o), y/($0), ) y(nil) (l’o)”

asi el siguiente PVI:
y(4) _ 4y/// + 8y// _ 8y' +4y=0
y(2)=0,¥'(2) =1, y"(2) = -1, y"(2) =0

puede resolverse mediante el siguiente codigo:

y = function('y') (x)
ec = diff(y,x,4)-4*diff (y,x,3)+8+diff (y,x,2)-8*diff (y,x)+4*y==0
s = desolve(ec,y,[2,0,1,-1,0],algorithm="fricas') ; s
(7T(z—2)cos(2) —3(z —5)sin(2)) cos (x) €” + (3 (x — 5) cos (2) + 7 (x — 2) sin (2))e” sin (x)
2 (cos (2)% €2 4 €2 sin (2)2)

Veamos ahora como resolver problemas de valores en la frontera® (PVF) a través del siguiente ejemplo formado
por una EDO de segundo orden reducible a primer orden®® (falta la variable independiente):

v +y) =0
y(0) =1, y(1) =3

Encontramos primero la soluciéon general, mostrando su tipo.

sg = desolve(diff(y,x,2)+y*(diff(y,x)) 3==0,y,show_method=True) ; sg

1

g Y (at)3 + Kyy (z) = Ko + z, freeofx]

Vemos que indica free of x (falta variable z). Como la solucion es una funciéon implicita, para representar
la famila de curvas es necesario utilizar el comando implicit_plot() que necesita tener una expresion

(ecuacion) despejada a cero. Ademads es necesario cambiar la variable y(x) por otra simbolica que no sea de
tipo function() como lo es y. En nuestro caso usaremos la variable t para este fin.

var('t') # cambiamos la variable y(x) por t
ecg = (sgl0].1hs()-sgl0].rhs()) .subs(y==t) ; ecg # Pasamos parte dcha de la ec a la izda

1
ét?’—l-Klt—Kg—x

Ahora estamos en disposicion de representar las soluciones como funciones implicitas.

G=Graphics()
for i in range(-2,2,1):
for j in range(-2,2,1):
G+= implicit_plot(ecg(_Ki=i, K2=j),(x,-10,10),(t,-5,5), \
color=rainbow(8) [i+j],plot_points=100,linewidth=1)
show(G,axes_labels=['$x$','$y$']) # representacidn familia de curvas original

53Ver la Definicién 3.6, pagina 53.
54Ver la Seccion 3.4, pagina 76.
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Una vez obtenida la solucion general vamos a resolver ahora el PVF. Las condiciones frontera de una EDO de
segundo orden se especifican mediante un vector [z1,y(z1),2,y(z2)] de la siguiente forma:

sp = desolve(diff(y,x,2)+y*(diff(y,x))"3==0,y,[0,1,1,3]); sp # sol. particular

1 3 9 3
éy(ﬂU) —gy(a:)—x—i

Para representar esta funcién implicita, al igual que antes, necesitamos despejarla a la izquierda.
ecp = (sp.lhs()-sp.rhs()) .subs(y==t) ; ecp # Ec. implicita de la sol. particular

1ti”—§t—x+§
6 3 2

Representamos finalmente la solucion general (en azul) y particular (en rojo) juntas.

G1=Graphics() # grafico con las sol de la general
for i in range(-2,2,1):
for j in range(-2,2,1):
Gl += implicit_plot(ecg(_K1=i,_K2=j),(x,-10,10),(t,-5,5), \
plot_points=100,linewidth=1,color="'blue')

G2 = implicit_plot(ecp, (x,-10,10),(t,-5,5), \
plot_points=100,linewidth=1,color='red') # grafico de la sol. particular

show(G1+G2,axes_labels=['$x$', '$y$']) # representacién conjunta

Veamos ahora una EDO que solo se puede resolver por el método de variacion de pardmetros.
y' +2y +y = cos’(x)

desolve(diff (y,x,2)+2*diff (y,x)+y == cos(x)~2,y,show_method=True)
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3 2 1
(Kox + Kp)el™) — 5 08 (22) + % sin (2x) + i,variationofparameters

Las ecuaciones de tipo Cauchy-Euler® se resuelven de igual forma, por ejemplo la siguiente no homogénea.

xSy/// _ 2x2y' + xy’ —y =2
y=function('y"') (x)

ec = x"3*diff (y,x,3)-2*x"2xdiff (y,x,2) +x*diff (y,x) -y==-2%*x
desolve(ec,y,algorithm="'fricas"')

(V3) 4 a®®

%) +c, z+zlog(z) —x

CQ.’EzlL'
xr

A través de la libreria FriCAS también se pueden resolver algunas EDO no lineales™®.

y/ _ Yy
r+ylogy
de = diff(y, x) ==y / (xty*log(y))
desolve(de,y,algorithm="fricas"')

2
log (y ()" y (z) — 24
2y (x)
En determinados casos, por ejemplo donde se aplica el método de wvariacion de pardmetros, pueden aparecer
soluciones que contienen integrales no elementales®”, sin solucién analitica®®. Aqui mostramos un ejemplo de
una EDO lineal con coeficientes constantes no homogénea que puede resolverse a través del método de variacion

- 5C
de pardmetros®.

y// +2y/ +y=
COS™

desolve(diff (y,x,2)+2*diff (y,x)+y == 1/cos(x),y,show_method=True)

(Kox + Kp)el™) + a:/ c dx—/ € dx e(=®) variationofparameters
cos (z) cos (z)

Las dos integrales indefinidas que aparecen en esta solucion son de tipo no elemental. Probamos a calcular una
de ellas.

f = e"x/cos(x) ; integral(f,x)

/ cozzm) de

Al igual que antes, muestra la integral sin poder obtener la solucion. Mediante el comando
numerical_integral() podemos obtener una aproximacion namérica de una integral definida. A continuacion
mostramos dentro de la gréafica de la funcion, la zona de integracién y su aproximacién numeérica.

P1 = plot(f,-2#pi,2+*pi,detect_poles='show',ymin=-20,ymax=10,plot_points=2000)
P2 = plot(f,-1,1,fill=true)
(P1+P2) .show(aspect_ratio=0.15)

55Ver la Seccion 3.4.3, pagina 79.

56Ver la Definicién 1.8, pagina 9.

57Una integral no elemental es una integral para la cual se puede demostrar que no existe ninguna féormula en términos de
Sfunciones elementales (polinomios, funciones trigonométricas, exponenciales, logaritmicas y productos y composiciones de estas
funciones). Se puede demostrar que, dada una funcion al azar de cierta complejidad, la probabilidad de que tenga una primitiva
elemental es muy pequena.

58Fn el caso de que tenga solucion, ésta se puede determinar de forma numérica.

59 A la hora de encontrar una solucién particular.
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-6 —4 =2 2 4 6
_10 -
—15 4 /-\
_20 4

# Muetra el valor aproximado y su error de la integral entre [-1,1]
numerical_integral(f, -1, 1)

(2.955844634804547, 3.2816467707747454 x 10~ '*)

A.1.6. Problemas de Valores en la Frontera (PVF)

De forma general, los problemas de valores en la frontera (PVF) necesitan un tratamiento especial. Como
sabemos®’ los problemas PVF pueden tener una, varias, infinitas o ninguna solucién (a diferencia de los PVI
de EDO lineales cuya solucién siempre es tnica).

SageMath no tiene una forma directa de resolver PVF con EDO de alto orden, de forma que el proceso a seguir
es encontrar la solucion general de la EDO (en caso de que exista y el algoritmo sea capaz de encontrarla), que
tendra n parametros (donde n es el orden de la EDO) y posteriormente, a través de los valores de las condiciones
frontera, formar un sistema de ecuaciones lineales para encontrar los valores de los pardmetros que dan lugar a
la solucién particular del problema.

Veamos un ejemplo, resolviendo el siguiente PVF con una EDO lineal no homogénea de cuarto orden.

xy(4) _ y/// _ 41,?// 4 4y/ — 9622
y(1) = =5, ¥'(0) = =12, y"(=1) = 60, y"'(0) = —48

Primeramente buscamos soluciones con SageMath a través de friCAS:
y=function('y") (x)

ode = x*diff (y,x,4)-diff(y,x,3)-4*x*xdiff(y,x,2)+4*diff (y,x)==96%x"2
s = desolve(ode,y,algorithm="'fricas') ; s

37
cor? — 82 + 5 2?4, P9 4o, 729 4o —122

Los parametros son internos del programa y no son wariables simbdlicas que el usuario puede usar
directamente. Para que puedan ser utilizadas es necesario declararlas como wariables simbdlicas®' mediante

el comando )

var('_CO _C1 _C2 _C3")

(Covcl 3Co yClg )

Ahora, a través de los valores frontera conocidos del problema (A.2) vamos a formar un sistema de ecuaciones
lineales donde las incognitas seréan los pardmetros .

sis = [s(x=1)==-5,diff(s,x) (x=0)==-12,diff(s,x,2) (x=-1)==60,diff(s,x,3) (x=0)==-48] ; sis

3
o€ +e5 €7V toy ey — 5 = (=5),20, — 20, —12= (-12),40,¢° +40yel P + 20, +85=60,8, — 8, — 48 = (~48)

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales.

60Ver el Ejemplo 3.9, pagina 55.
61Ver la Seccién A.1.1, pagina 245.

Clases de Caloulo Il Pedro José Hernando Oter



A.1. SageMath 269
solsis=solve(sis,_CO0,_C1,_C2,_C3) ; solsis

1
{Ph=:—2(4me4+4r1+25eﬁebﬂhclz(he4+r1+9636@4%02:rh03:rq}

Vemos que hay infinitas soluciones que dependen en este caso de un parametro®? ri. De ellas vamos a escoger
una solucién sencilla, por ejemplo para r1=0 el valor de nuestros parametros es:

for i in range(0,4): print(solsis[0] [i](x1=0))

_COo == (-25/2)
C1 ==

Sustituyendo estos valores en la solucién ss se tiene:

s0 = s(_CO=so0lsis[0] [0] (r1=0) .rhs(),_Cl=solsis[0] [1] (x1=0) .rhs(), \
_C2=s0l1sis[0] [2] (r1=0) .rhs(),_C3=s0lsis[0] [3] (r1=0) .rhs()) ; sO

813 +622—122+9

Comprobamos que esta solucion es valida, es decir que cumple la EDO y que se verifican las condiciones frontera.
Empezamos con la verificacion de la EDO.

bool(ode.subs(y==s0,diff (y,x)==diff (s0,x) ,diff (y,x,2)==diff(s0,x,2), \
diff(y,x,3)==diff(s0,x,3),diff(y,x,4)==diff(s0,x,4)))

True

Se cumple la EDO, comprobamos ahora las condiciones frontera:

print ('£(1)=",s0(x=1)," , £'(0)=",diff(s0,x) (x=0)," , \
£''(-1)=",diff(s0,x,2) (x=-1)," , £'''(0)=",diff(s0,x,3) (x=0))

f()= -5 , £'(0)=-12 , £''(-1)=60 , £'''(0)= -48

También se cumplen, por tanto la solucion es valida. De igual forma se podria hacer con cualquier otro valor
del parametro ri.

A.1.7. Ecuacion de Bessel

La ecuacién de Bessel®® en su forma canénica es una EDO lineal de segundo orden dada por:

d*y dy
207y ay 2 _ 2y,
xdx2+xdx+(x m-)y =0

donde m > 0 se denomina orden de la ecuacién. Las soluciones de esta ecuacién vienen dadas por:

(@) = 1 (@) + 2V (@)

donde J,(x) e Yi,(x)se denominan funciones de Bessel de primera clase o especie y pueden definirse
como:
Im () cos(mm) — J_p, ()

V(@) = sin(mm) m¢Z

gk (@/2)P
In(@) =Y (-1) WT(+m+1) ;
k=0 Yo (z) = lim Y, (z) m € Z

n—,m

62E] nombre de este parametro puede ser distinto al ejecutar esta sentencia.
63Ver la Seccion 3.4.4, pagina 82.
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donde T'(x) es la funcién gamma® definida por:

oo
I(z) = / t* et dt
0
En SageMath la funcion gamma I'(x) se representa mediante |gamma(x)| .

plot(gamma(x),-4.3,5,ymin=-10,ymax=10,detect_poles='show',thickness=2)

10

Funciones de Bessel en SageMath

Hay varias formas de usar las funciones de Bessel en SageMath:

e Mediante las funciones bessel_J(n, x)| para la primera especie y bessel_Y(n, x) para la segunda
especie.

e Mediante la funcién Bessel(n,tipo) (x)| donde tipo puede ser J (por defecto), Y, K o I.

bessel_J(0,2).n() # Aproximacidn numérica de J_0(2)
0.223890779141236

def j(n): return lambda x: Bessel(n)(x) # redefinimos nombre funcidén Bessel

def y(n): return lambda x: Bessel(mn,'Y') (x)

P1 = plot([j(0),3j(1),j(2),j(3),j(4)1,0,20, \
legend_label=['$J_0$','$J_1$','$J_28"','$J_3%','$J_4$']1, \
ticks=[None,None],gridlines=true,frame=true)

P2 = plot([y(0),y(1),y(2),y(3),y(4)]1,0,20, ymin=-1, ymax=0.6, \
legend_label=['$Y_0$"', '$Y_1$','$Y_2$','$Y_3$",'$Y_4$'], \
ticks=[None,None],gridlines=true,frame=true)

graphics_array([P1,P2]) .show(figsize=[10,3])

=
=1
=5

20 10

Se puede obtener un desarrollo en serie de Taylor®® de las funciones de Bessel en torno a un punto & = xg.

64Ver la Seccion 3.4.4, pagina 82.
65Ver por ejemplo "Clases de Calculo I para Ingenieria" en la Bibliografia, pag. 313.
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# Desarrollo en serie de J_0(x) alrededor de x = 0
taylor(bessel_J(0, x), x, 0, 6) # Polinomio Taylor orden 6 en torno x=0

I s, 1 4 15
- — - = 1
2304” tea” 1t
Ademas de las funciones de Bessel estandar, SageMath también soporta las funciones de Bessel modificadas,

como I, (z) y Kp(x):

# Graficas de I_0(x) y K_0(x)

P = plot(bessel_I(0, x),0,4,ymax=5,color="'green',thickness=2,legend_label='$I_0(x)$"')+\
plot(bessel_K(0, x),0,4,ymax=5,color="'purple',thickness=2,legend_label='$K_0(x)$"')
P.set_legend_options(font_size=16) ; P.show()

— Il

= Ka{x}

Los ceros o raices de las funciones de bessel se pueden obtener a través de la libreria® mpmath.

e besseljzero(m,n,derv) : Encuentra el zero n-ésimo positivo de la funcion .J,,(z), siendo el primer cero
n = 1. Si se indica el valor derv=1 se obtienen los ceros no negativos de la derivada J _m/(x), por defecto
derv=0.

e besselyzero(m,n,derv) :igual que el anterior pero con la funcion Y, (z).

La libreria mpmath es de precision arbitraria y tiene muchas funciones ttiles en muchas areas de las matematicas.
Para usar rutinas de esta libreria dentro de SageMath es necesario importarlas antes de su uso, como se indica
a continuacion.

from mpmath import besseljzero,besselyzero # importamos rutinas de mpmath
z1 = besseljzero(2,3) # tercer cero>0 (n=3) de J_2(x)
z2 = besselyzero(0,1,1) # primer cero>0 (n=1) de Y_0'(x)
print("3er cero J_.2 =", z1, " ; ler cero Y.0' =", z2)

3er cero J_2 = 11.6198411721491 ; ler cero Y_0' = 2.19714132603102

Resolucién de la Ecuacion de Bessel

Resolvemos la ec. de Bessel para orden m entero

var('m') # orden

assume(m, 'integer')

assume (m>=0)

y=function('y") (x)

ecbessel = x°2 * diff(y, x, 2) + x * diff(y, x) + (x72 - m™2) * y ==
sol = desolve(ecbessel,y,ivar=x) ; sol # Sol general

Kljm(l’) + KQYm(:E)
ascii(sol)

_Kilxbessel_J(m, x) + _K2*bessel_Y(m, x)

66nttps://mpmath.org/.
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# Representamos una sol. particular
set_verbose(-1)
plot(sol(m=5,_K1=1,_K2=1),0,20,ymin=-2,ymax=1,thickness=2)

1.0 4

0.5 4 o /\

~——" 15 ~—3

0.5
-1.04
-1.51

=

A.1.8. Sistemas de EDO (SEDO)

SageMath permite la resolucion de SEDO de primer orden formadas por cualquier nimero de ecuaciones,
mediante el uso del comando desolve_system()| de una forma similar al uso del comando®” )
Internamente este comando hace uso de |desolve_laplace| (ver la Seccion A.1.11, pagina 279.).
Veamos algunos ejemplos, empezando encontrando la solucién general de un sistema de dos EDO.

dz
— = —y+1
gt !
Y
—_ = — 1
dz .
var('t') # var independiente

x = function('x') (t) # vars dependientes

y = function('y"') (t)

ecl = diff(x,t) +y - 1 ==

ec2 = diff(y,t) - x + 1 ==

s = desolve_system([ecl, ec2], [x,y],algorithm='fricas') ; s

[m (t) =¢, cos (t) + cos (t)* +¢, sin (t) 4 sin (£)*,y (£) = —¢, cos (t) +¢, sin (£) + 1

¢ = rainbow(7)
P1=Graphics() ; P2=Graphics()
for i in [-2, 0, 1]:
for j in [-2,0,1]:
P1 += plot(s[0].rhs()(_CO=i,_C1=j),-10,10,color=c[i+j],thickness=1)
P2 += plot(s[1].rhs() (_CO=i,_C1=j),-10,10,color=c[i+j],thickness=1)
graphics_array([P1,P2]) .show(figsize=[10,3],frame=true)

Estas graficas dan poca informacion debido a su cantidad y complejidad. Una forma més ttil es representar la
variable y(t) frente a la variable z(t) para los mismos valores de la variable ¢ (que no apareceré en la grafica),
de la siguiente forma.

67Ver la Seccién A.1.2, pagina 252.
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¢ = rainbow(9)
P=Graphics ()
k=-1
for i in [-2, 0, 1]:
for j in [-2,0,1]:
k+=1
x=s[0] .rhs () (_CO=1, _C1=3)
y=s[1].rhs () (_CO=i,_C1=j)
P+=parametric_plot ([x,y], (t,0,2*pi),color=c[k],plot_points=500)
P.show(axes_labels=['$x(t)$', '$y(t)$'],frame=true)

-1

=1 a 2 3

1
x(t)

Aqui vemos que las trayectorias [z,y] en funcion de ¢ corresponden con circunferencias de centro (1,1) y radio

dependiente de las condiciones iniciales.
Vamos ahora a resolver un PVI dada a través de un SEDO.

var('t') # var independiente

x = function('x') (t) # vars dependientes

y = function('y"') (t)

ecl = diff(x,t) +t*y -t ==

ec2 = diff(y,t) - 3*t*x + t ==

s = desolve_system([ecl, ec2], [x,y],ics=[0,1,1],algorithm="'fricas') ; s

1 1 1 1 1 1
() =3 e(2V73) 4 3 -3 V=3) | 3y =—3 V=33 V7). 3 V=3e(m3 V) 1

Notar que aparentemente se obtienen soluciones complejas dadas por valores de raices negativas. Teniendo en
cuenta la formula de Euler % = cos(a) + isin(b), podemos simplificar las soluciones a través del comando

simplify_full()| .
Vi

xt=s[0] .rhs () .simplify_£full()
yt=s[1] .rhs () .simplify_full()
[xt,yt]

2 1 11 1
- ~V3t* ) + 2,5 V3( V3+2sin (- V32
Vemos que son soluciones reales. Vamos a representar estas soluciones. En una grafica representaremos [x(¢), t]

e [y(t),t] y en una segunda grafica [z(t), y(t)]. Esta tltima es una curva paramétrica en funcion del parametro
t (que podria representar, por ejemplo, el tiempo en un sistema fisico).
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P1 = plot([s[0] .rhs(),s[1].rhs()],-5,5,thickness=1.2, \
legend_label=['$x(t)$', '$y(t)$'],axes_labels=['$t$"', '$x(t)$ , $y(t)$'D)

P2 = parametric_plot([xt,yt], (t,0,50%pi),thickness=1.5, \
axes_labels=['$x(t)$' , '$y(t)$'],color="'red',plot_points=500)

graphics_array([P1,P2]) .show(figsize=[20,10] ,frame=true)

2.0 = z(t)
15 A

1.0+

a(t) , y(t)

0.5 4

VY

T T T u T T T T T
2 4 -0.200 02 04 06 08 10

t x(t)

En la segunda gréfica (paramétrica) se observa que la trayectoria es una espiral de forma eliptica que a medida
que avanza el tiempo t se acerca a su centro.

A.1.9. Transformada de Laplace

Recordamos® que dada una determinada® funcion f(t) definida para ¢ > 0, se denomina transformada de
Laplace de f(t), y se representa mediante & {f(¢)}, al resultado de la siguiente integral impropia:

b

L{f@)} = /OOO e f(t) dt = lim et f(t) dt = F(s) (A.3)

b—oo Jo

siempre y cuando converja. El resultado es una nueva funcion F(s) en una nueva variable s. La operacion
opuesta viene dada por la transformada inversa de Laplace™.

) =2 H{F()}

Calculo y Propiedades de la TL

En SageMath la transformada de Laplace (TL) de una funcion f(t) se calcula mediante el comando:

laplace(f(t),t,s) |

donde t es la variable original (denominada dominio del tiempo) y s en la variable transformada (denominada
dominio de la frecuencia). Por ejemplo, calculemos la transformada de Laplace de la funcion f(t) = t2.

var('t s') # Def. var original y transformada
f=1t"2 # funcidn original
F = laplace(f, t, s) ; F # Funcidn transformada de Laplace

3

Representamos graficamente la funciéon y su transformada.

68Ver la Definicion 4.3, pagina 95.
69Ver la Seccion 4.3.4, pagina 99.
70Ver la Definicién 4.7, pagina 108.
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P1 plot(f,0,5,color="'blue',legend_label='$f(t)$',axes_labels_size=1.3)
P2 = plot(F,0,5,color="'red',ymax=10,legend_label="'$F(s)$"')

P=P1+P2; P.set_legend_options(font_size=12)
P.show(ymax=5,axes_labels=['$t,s$', '$f,F$'],figsize=[4.5,2],frame=true)

5 4
4 —flt)
Ry 34 —Hs)
w24
14
0 T T T T T
0 1 2 3 4 5
t.s

Comprobamos el valor de la transformada obtenida a través del calculo de la integral de definiciéon (A.3).

assume (s>0)
int = integral(f*e~(-t*s),t,0,00); int

33

La transformada inversa de Laplace’' se realiza mediante el comando:

‘inverse_laplace (F(s),s,t) ‘

de la siguiente forma:

# Calculo de la transformada inversa de Laplace del caso anterior
f_inv = inverse_laplace(F, s, t)

print("Transformada inversa de Laplace de F(s)=",F," es f(t) = ",f_inv)
print ('Comprobamos el resultado con el anterior =',bool(f==f_inv))

Transformada inversa de Laplace de F(s)= 2/s"3 es f(t) = t72
Comprobamos el resultado con el anterior = True

Las funciones definidas a trozos se definen en SageMath con el comando:

‘piecewise([ [(inil,fin1),funl] , [(ini2,fin2),fun2] ,... ] , var=variable )‘

por ejemplo la siguiente funcion:
z? z € [0,1]
2—x z€(1,3)
r—4 x€[3,4]

# Ejemplo de funcién definida a trozos
i = piecewj-se([ ([031] ’Xh2); ((1,3),2_X), ([3’4])X_4) ])
plot(f,0,4,figsize=[4.5,2])

10

0.5

—0.5

=140

"1Ver la Definiciéon 4.7, pagina 108.
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# Calculamos la TL de la funcidén anterior
F = f.laplace(x, s) ; F

(s —1)el=* n (s+1)el39)  (s—1)el39)  (s242s5+2)el=9)  el-1s) 2

52 52 s2 s3 82 $3
# Representamos graficamente ambas
set_verbose(-1) # previene warnings
P1 = plot(f,0,10,color="'blue',legend_label="'$f(t)$")
P2 = plot(F,0,10,color="'red',ymax=10,legend_label='$F(s)$') ; P=P1+P2
P.set_legend_options(font_size=10); P.show(ymin=-1,ymax=1,figsize=[4.5,2])

Lo

0.5 —fs)

-1.0

Vamos a ver un par de ejemplos donde se comprueban los resultados del comando laplace() a través de las
propiedades de la TL™. Empezamos recordando el primer teorema de traslacién”:

£ {e f(t)} = F(s — a) \

Por ejemplo:

£ {e cost} = £L{cost}|

s—s—1 = 82+1
Comprobamos:
var('t s')

f= e~t*cos(t) # primer teo traslacidn
laplace(f,t,s)

s—1
s2—2s5+2
La funcién escalén unitario’ se define en SageMath a través de la funcion .

# Funcién escalon unitario U(x)
G = plot(unit_step(x),figsize=[4.5,2])
G += text('$U(x)$',(0.5,0.5),fontsize=14) ; G

1.0
0.8 ]
0.6 ]
Ulx)
0.4 1
0.2 ]
T T — T T
-1.0 0.5 0.5 1.0

A través del uso de esta funcién recordamos el segundo teorema de traslacién’:

L{f(t—a)U(t - a)} = e *F(s)

72Ver la Seccion 4.3.5, pagina 101.
73Ver el Teorema 4.3, pagina 102.
74Ver la Definicién 4.6, pagina 103.
"5Ver el Teorema 4.4, pagina 104.

Clases de Caloulo Il Pedro José Hernando Oter



A.1. SageMath 277

Por ejemplo:
—as —as 1
L{sen(t —a)U(t —a)} =e L {sen(t)} =e 21

Comprobamos:

var('t s a')

assume (a>0)

g = sin(t)

f = g(t=t-a)*unit_step(t-a)
laplace(f,t,s)

# segundo teo traslaciémn

e(_as)
s2+1
Recordamos ahora la propiedad de la derivada de una transformada’:

L {1 1(1)) = (-1 2 (1)

Por ejemplo:
d k k2s

< {rsen(ht)} = (1) L {sen(k)} =~ =

Comprobamos:

var('t s k')
f = txsin(k*t) # derivada de una transformada

laplace(f,t,s)

2ks
(k2 + 52)

Veamos la propiedad de la integral de una transformada’:

z{%ﬁ}:éwﬂﬂm
Por ejemplo:

sen(2t e °2dr r
.56{ ; } :/S 2L {sen(2t)}|,_,, dr:/s T arctani

Comprobamos:

0 ™ " S
= — — arctan -
s 2 2

var('t s')
assume (s>0)
f = sin(2*t)/t # integral de una transformada

L=laplace(f,t,s); L

Podemos simplificar esta expresiéon para que no sea compleja, para ello primero hay que romper el logaritmo
del cociente con el comando canonicalize_radical() y posteriormente simplificar con simplify_full().

L2= L.canonicalize_radical().simplify_full() ; L2

()
arctan | —
s

Comprobamos la equivalencia de ambos resultados para s > 0 representando sus graficas.

76Ver el Teorema 4.6, pagina 106.
7"Ver el Teorema 4.7, pagina 108.
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plot(pi/2-atan(x/2),0.01,5,ymin=-1,ymax=5,color="'blue',thickness=2)+ \
plot(atan(2/x),0.01,5,ymin=-1,ymax=5,color="'red',thickness=1)

2.0
15
10
0.5

Recordamos ahora la propiedad de la transformada de la derivada de una funcién™:

L{FMW} = 5"Fls) = 5" (0) = " 2f/(0) = -+ — 5*72(0) — S 7D (0)

Por ejemplo:

LA ()} = s"F(s) = s*f(0) — sf'(0) — f"(0)
Comprobamos:
var('t s')

f=function('f') (t)
L = laplace(diff(f,t,3),t,s) ; L # Transformada de la tercera derivada

s*L(f (t),t,5) = s*£(0) = sDo (f) (0) = Do, (f) (0)

donde Dy y Dy, hacen referencia a las derivadas.
Veamos la propiedad de la transformada de la integral de una funcién™:

SE{/Otf(r)dr}Fis)

Comprobamos:

var('t s r'")
f=function('f"') (t)
laplace(integral (f(t=r),r,0,t),t,s) # Transformada de una integral

L(f(t),ts)
S
A.1.10. Descomposicién en Fracciones Simples

SageMath permite encontrar la descomposicién de una funcién racional en sumas y restas de fracciones simples®’
mediante el comando partial_fraction() . de la siguiente forma®':

# Ejer. 4.14

f=(x"2-5*x+6) /(x~4-3*x"3-3*x"2+11%x-6)

ff = f.partial_fraction(x)

sys.stdout.flush()

show(f) ; print('=') ; sys.stdout.flush() ; show(ff)

22 —5x+6 4 4 1

2t —323 — 3224+ 11z —-6 9($—|—2)+9($—1) 3(z— 1)

78Ver el Teorema 4.8, pagina 111.
79Ver el Teorema 4.9, pagina 112.
80Ver la Seccion 4.4, pagina 113.
81Ver el Ejercicio 4.14, pagina 114.
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A.1.11. Resolucién EDO con TL

El procedimiento de la transformada de Laplace para la resolucién de EDO®? se puede realizar en SageMath
mediante la sentencia:

' desolve_laplace(edo,var, [ics,ivar,...])

de forma similar a como se utiliza el comando normal®® |desolve()| . Resolvemos a modo de ejemplo el
Ejercicio 4.15, pagina 116.

y'(t) +3y'(t) —4y(t) =0
y(0)=3 ; (0)=1

# Ejer. 4.15

var('t")

y=function('y"') (t)

edo=diff (y,t,2)+3*diff (y,t)-4*y==0

desolve_laplace(edo,y,ics=[0,3,1])

2 13
2 (—4t) -2t

e + e
5 5
Notar que este comando realiza automaticamente todos los pasos necesarios para la resoluciéon de un PVI por
el método de la transformada de Laplace®*. Estos pasos se pueden realizar en SageMath manualmente como
indicamos a continuacién para la resoluciéon del caso anterior.

var('t,s"') var ind
y = function('y') (t) var dep
edo=diff (y,t,2)+3*diff (y,t) -4*y==0 EDO

Tranf. Laplace
Despejamos la TL

L = laplace(edo,t,s)
S solve(L,laplace(y,t,s))

F=S[0] .rhs() parte dcha
y0=3; dy0=1 cond. ini
f=F.subs(y(t=0)==y0, diff(y,t) (t=0)==dy0) sustituimos

H oH HF H HF R HHH

inverse_laplace(f,s,t) transf. inversa Laplace
2 13
2 (—4t) -2t
e + e
5 5
Comprobamos que se obtiene el mismo resultado que anteriormente con el comando |desolve_laplace() .
A pesar de que realizar estos pasos manualmente es mas largo y pesado, veremos que van a resultar muy
interesantes para resolver problemas de tipo més general que el que permite el comando.

Si no se especifican unas condiciones iniciales al usar este comando se obtiene el resultado dependiente de un
parametro libre. Por ejemplo:

u=function('u') (x)
eq = diff(u,x) - exp(-x) - u ==
sg = desolve_laplace(eq,u) ; sg # sol. general (sin cond. ini)

1 1
5 (2u(0) +1)e” — §e<—w>

sp = desolve_laplace(eq,u,ics=[0,3]) ; sp # sol. particular (con sol. ini)

1 7
L T
5¢ T tge

Si la EDO es de orden n apareceran n constantes de integracion.

82Ver la Seccion 4.5, pagina 115.
83Ver la Seccion A.1.2, pagina 252.
84Ver la Seccion 4.5.1, pagina 115.
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f = function('f') (%)
de = diff(f,x,2) - 2*xdiff(f,x) + f # EDO 2do orden

sg = desolve_laplace(de,f) ; sg # sol. general

—ze” f (0) + xe®Dg (f) (0) + e f (0)

desolve_laplace(de,f,ics=[0,1,2]) # sol. particular
ze® 4 e
Veamos ahora cémo pueden resolverse las EDO lineales con coeficientes polindmicos®®, por ejemplo®C:

ty'(t) +y(t) = a+ 2
y(0)=a

Este problema no se puede resolver con el comando desolve() (da error) y si intentamos resolverlo con el
comando desolve_laplace()| se obtiene una soluciéon no valida, como se comprueba a continuacion.

# Ejer 4.16 (sol. particular con desolve_laplace) -> Errdneo!

var('a t')
y = function('y"') (t)
ec = t*diff(y,t) +y == a + t72 # EDO Lineal polindmica

desolve_laplace(ec,y,ivar=t,ics=[0,a])

1
—— 3 —at

Notar que esta solucién no cumple la condicion inicial. El origen del problema podemos determinarlo encontrando

la solucién general del problema.

# Ejer 4.16 (sol. general con desolve)

var('a t')

y = function('y') (t)

ec = txdiff(y,t) +y == a + t°2 # EDO Lineal polindmica
desolve(ec,y,ivar=t) # No ponemos cond. iniciales

t3+3at+3C

3t
= 0 se produce una indeterminacion. Si imponemos otras

Notar que al imponer la condicién inicial en t =
condiciones compatibles con ésta pero en un punto distinto no nulo de ¢, por ejemplo [t = 1,y = a + 1/3], el

problema si se puede resolver con ambos comandos.

# Ejer 4.16 (cond. ini distintas)

var('a t')

y = function('y"') (t)

ec = txdiff(y,t) +y == a + t72 # EDO Lineal polindmica

desolve(ec,y,ivar=t,ics=[1,a+1/3]) # Sin cond. iniciales

1
~t*+a

3

Para resolver el problema original de forma apropiada podemos utilizar el método de la transformada de Laplace
utilizado de forma manual, siguiendo los pasos dados en el cédigo de la Seccion A.1.11, pagina 279. En este

caso es necesario hacer uso de la libreria®’ SymPy, importandola en nuestro cédigo a través de la sentencia

from sympy import *|, como se muestra a continuacion.

85Ver la Seccion 4.5.2, pagina 116.
86Ver el Ejercicio 4.16, pagina 116.
8"https://www.sympy.org/en/index.html.
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# Ejer 4.16 por Laplace Manual -> Resultado correcto!
from sympy import * # Es necesario importar sympy
var('a s t _CO'")

y=function('y") (t)

Y=function('Y") (s)

eq = txdiff(y,t)+y-a-t"2

L=laplace(eq,t,s); ascii(L)

solve(L,diff (laplace(y,t,s),s),s)

sl = solve(L,diff (laplace(y,t,s),s),s)

s1[0] [0]

s2=desolve(diff(Y,s)-s1[0] [0],Y,ivar=s,algorithm="fricas')
s2=s2.subs(_C0=0); s2
inverse_laplace(s2.expand(),s,t)

1
Z¢2
3 +a

A.1.12. Resolucién SEDO con Transformada de Laplace

Como hemos visto en la Seccion A.1.8, pagina 272, los SEDO se pueden resolver en SageMath con el comando
ldesolve_system . Este comando utiliza internamente transformadas de Laplace. Veamos la resolucién de un
ejemplo sencillo con coeficientes constantes (ejer 4.18)

— +3—==—-6x—-2y ; 0)=2
i T T b 20
dx dy
— +2— =—-brx—3y ; 0)=4
o T2 z—3y ; y(0)

# SEDO Ejer 4.18

reset()

var('t')

x=function('x") (t)

y=function('y") (t)

ecl = diff(x,t)+3*diff(y,t) == -6%x-2xy

ec2 = diff (x,t)+2*diff(y,t) == -5*x-3*y

sol desolve_system([ecl, ec2], [x,y],ics=[0,2,4]) ; sol

z(t) = -3¢ 454D 4 (1) = 32D 4710
Representamos graficamente las soluciones.

P1 = plot([sol[0].rhs(),s0l[1].rhs()],-2,2,ymin=-100,ymax=100, \
legend_label=['$x(t)$"', '$y(t)$'],axes_labels=['$t$"', '$x,y$']1)

P1.set_legend_options(font_size=12)

P2 = parametric_plot((sol[0].rhs(),sol[1].rhs()),(t,-0.5,1), \
axes_labels=['$x$','$y$'],color="'red")

graphics_array([P1, P2]).show(frame=True,figsize=[10,3])
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A.1.13. Ecuaciones Integrales e Integrodiferenciales

Las ecuaciones integrales e integrodiferenciales®® son ecuaciones funcionales que incluyen integrales de
la funcién incognita. Este tipo de ecuaciones pueden ser resueltas aplicando el método de la transformada de
Laplace®®, siguiendo los pasos que hemos visto en diversos casos anteriores.

Vamos a usar SageMath para resolver algunos de los ejercicios sobre ecuaciones de este tipo que se han planteado
en este curso.

Empezamos con la ecuaciéon integral resuelta en el Ejercicio 4.19, pagina 118.

f@) —|—/O f(r)ydr=2

var('t r s')

f=function('f') (t)

ec = f+integral(f(t=r),r,0,t) ==

L = laplace(ec,t,s)

LL = solve(L,laplace(f,t,s))

sol = inverse_laplace(LL[0].rhs(), s, t) ; sol

9 e(=1)

Veamos ahora la resolucion de un PVI definido a través de una ecuacion integrodiferencial resuelta en el
Ejercicio 4.20, pagina 119.

t
y'+6y+9/ y(r)dr =1
0

y(0) =0

var('t r s')

y=function('y"') (t)

ec = diff(y,t)+6*y+9*integral(y(t=r),r,0,t) == 1 ; ec
L = laplace(ec,t,s) ; L

L = L.subs(y(t=0)==0) # substituimos la cond. ini

LL = solve(L,laplace(y,t,s)) ; LL

sol = inverse_laplace(LL[0].rhs(), s, t) ; sol

t€(73 t)
El siguiente problema corresponde con el caso aplicado dado en el Ejercicio 4.21, pagina 119.

di I
dA— 42 — ) = 4si
0 p + 2i(t) + 0‘1/0 i(r) dr sin(5t)

i(0) =0

88Ver la Seccion 1.1.2, pagina 4.
89Ver la Seccion 4.5, pagina 115.
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var('t r s')

y=function('y') (t) # cambiamos el nombre i por y (da problemas complejos)
ec = 0.1*xdiff(y,t)+2*y+1/0.1xintegral (y(t=r),r,0,t) == 4*sin(6*t) ; ec

L = laplace(ec,t,s) ; L

L = L.subs(y(t=0)==0) ; L # substituimos la cond. ini

ss = solve(L,laplace(y,t,s))

sol = inverse_laplace(ss[0].rhs(),s,t) ; sol # sol. particular

2 e(-100) 4 32 sin (5¢t)

24
_ (-10¢) | 2% _
16te + %5 cos (5t) %5 %5

Representamos graficamente la soluciéon obtenida para comprobar el transitorio inicial y el comportamiento

estacionario oscilatorio del que se comenta en el ejercicio.

.
| \\ ’/\ [ (\
il

0.5

=]
—

in

-1

A.1.14. Convolucién

Recordamos la definicién de convolucién® de dos funciones f(t) y g(t).

f*g=/0 F(r)gt = 7) dr

y el Teorema de la convolucién”!:

L{fxgt =L {fB}L{9®)} = F(s)G(s)

Empecemos calculando la convolucién de dos funciones dada en el Ejercicio 4.22, pagina 121.

f*g:(t)*(tz)z/(; T(t—71)%dr

var('t r')
f=t ; g=t"2;
integral (f (t=r)*g(t=t-r),r,0,t)

Loy

12

Vamos ahora a calcular la transformada inversa de Laplace de la siguiente funcién en la variable de la frecuencia

s, que es resuelta en el Ejercicio 4.23, pagina 122 aplicando el teorema de la convolucién.
3

o= ey

90Ver la Definicién 4.8, pagina 120.
91Ver el Teorema 4.10, pagina 122.
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var('t s')
inverse_laplace(3/((s+2)*(s~2+9)),s,t)

2
—1—33 cos (3t) + % e(=20 4 3 sin (31)

Calculamos la transformada de Laplace de la siguiente funcién definida a través de una convolucion, resuelta
en el Ejercicio 4.24, pagina 123.

fi) = /0 e sen(t —r) dr

var('t s r'")

assume (t>0)

f=integral (e r*sin(t-r),r,0,t)
L=laplace(f,t,s) ; L

L.factor() # factorizamos el resultado

o
(Z+1)(s—1)

Calculo de la transformada inversa de la siguiente funcion resuelta en el Ejercicio 4.25, pagina 124.

1
PO = ooy

# Ejer 4.25

var('t s a')

assume (s>0)

assume (a>0)
F=1/(s"2+a~2)"2

f= inverse_laplace(F,s,t)
f.simplify_full()

at cos (at) — sin (at)
2a3

Resolucion de la siguiente PVI tratada en el Ejercicio 4.26, pagina 124.

{ y' +a*y = f(t)
y(0) =4'(0) =0

reset ()

var('t a')

assume (a>0)

y=function('y") (t)

f=function('f"') (t)

ec = diff(y,t,2)+a " 2xy==f

sol = desolve(ec,y,ivar=t) ; show(sol)

cos (at) [ f (t)sin (at) dt — [ cos(at) f (t) dtsin (at)

K cos (at) + K sin (at) —
a

Notar que esta expresion es ambigua ya que los limites de las integrales tienen que ser [0,t], por tanto la variable
de estas integrales debe ser una variable distinta de t. Redefinimos la solucién general.

var('r _K1 _K2')
assume (r>0)
assume (t>0)
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sol=_K2*cos(a*t)+_Kil*sin(a*t)- \
(cos(axt)*integral (f (t=r)*sin(a*r),r,0,t) -sin(a*t) *integral (f (t=r) *cos(a*r) ,r,0,t))/a
show(sol) # Sol. general

cos (at) fg f (r)sin (ar) dr — fot cos (ar) f (r) drsin (at)

K5 cos (at) + K sin (at) —

La determinacién de la solucién particular se hace obteniendo los valores de las constantes K_1 y K_2 a través
de las condiciones iniciales.

show(s0l(t=0)==0)

show(diff (sol,t) (t=0)==0)

# t=0 -> Implica _K1=0
s=s0l1(_K1=0,_K2=0) ; s # sol particular

Ky=0
Kla:O

~ cos (at) fot f (r)sin (ar) dr — fot cos (ar) f (r) drsin (at)

Por tanto ambas constantes son nulas en la soluciéon particular. Notar que esta solucion es aparentemente distinta
de la obtenida en el ejercicio 4.26. Simplificamos aquella solucién se tiene:

# Comprobamos si esta sol. corresponde con la convolucién del resultado
s2=1/a*integral (f (t=r)*sin(a*(t-r)),r,0,t); show(s2)
s2=s2.simplify_full(); show(s2)

7 fot f (r)sin (ar — at) dr
fot —(cos (at) sin (ar) — cos (ar) sin (at)) f () dr

a

Analizando este resultado vemos que efectivamente ambas soluciones coinciden, aunque comprobamos que
SageMath no es capaz de determinar esta semejanza.

bool (s==s2)

False

Lo cual determina las limitaciones en determinados casos de este programa (y en general de todos los programas
de tipo CAS) y que obliga a analizar y comprobar siempre los resultados obtenidos.

Vamos a resolver ahora el Ejercicio 4.27, pagina 125 formado por una EDO de tipo Volterra®.

t
y = cost + / y(r) cos(t —r)dr
0

y(0) =1

# Ejer 4.27

reset ()

var('t s r'")

assume (t>0)

assume (s>0)

y=function('y") (t)

ec = diff(y,t) == cos(t) + integral(y(t=r)*cos(t-r),r,0,t)

# desolve(ec,y,ivar=t,algorithm='fricas') #-> No funciona directamente

92Ver la Definicién 4.9, pagina 125.
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L = laplace(ec,t,s)

ss solve(L,laplace(y,t,s))

sg = inverse_laplace(ss[0].rhs(),s,t) # sol. general
sg.subs (y(t=0)==1)

1t2+t+1
2

Resultado que coincide con el obtenido en este ejercicio.

Resolvemos otro caso de una ecuacién integrodiferencial dado en el Ejercicio 4.28, pagina 126.

y'(t) +y(t) — /0 y(r) sen(t — r)dr = —sent
y(0) =1

reset ()

var('t s r')

assume (t>0)

assume (s>0)

#x0=0 ; yO=1

y=function('y"') (t)

ec = diff(y,t) + y - integral(y(t=r)*sin(t-r),r,0,t) == -sin(t) ; ec
L = laplace(ec,t,s) ; L

ss = solve(L,laplace(y,t,s))

sg = inverse_laplace(ss[0] .rhs(),s,t) # sol. general
sg.subs (y(t=0)==1) # sol. particular

1 1 1
—=(V3sin | =3t ) —3 cos | =3t e(=31)
3 2 2
En este caso comprobamos que esta soluciéon coincide con la obtenida en el ejercicio.

Como hemos visto en los diversos ejercicios resueltos hasta aqui el procedimiento de la transformada de Laplace®?
para la resoluciéon de problemas diferenciales es el mismo en todos los casos, aunque las operaciones especificas
a realizar dependen de las caracteristicas particulares de cada problema. Basandonos en esto vamos a definir un
procedimiento o funcion metLaplace () en SageMath que automatice el proceso de resoluciéon de un determinado
problema diferencial.

Vamos a aplicar este procedimiento a la resoluciéon del Ejercicio 4.29, pagina 126.

f(x)—lz/oxf(r)(x—r)dr

f(0)=1

reset ()
# Funcién para resolver prob. por Laplace
def metlaplace(y,x,ec,x0,y0):

var('s r')

assume (s>0)

assume (x>0)

#y (t=0)==x0

L = laplace(ec,x,s)

ss = solve(L,laplace(y,x,s))

sg = inverse_laplace(ss[0].rhs(),s,x) # sol. general
sg.subs (y (x=x0) ==y0) # sol. particular
return(sg)

93Ver la Seccion 4.5, pagina 115.
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var('x ')
assume (x>0)
f=function('f"') (x)

ec = f - 1 == integral(f(x=r)*(x-r),r,0,x) # Ec. Integrodiferencial
x0=0 ; y0=1 # Cond. iniciales
sol = metlaplace(f,x,ec,xo,yo) ; sol # Sol. particular
1 1
- 4 T
e + =€
2 2

Comprobamos que efectivamente esta solucién coincide con la obtenida en el ejercicio.

A.1.15. Funcién Delta de Dirac

Recordamos la definicién de la funcion delta de Dirac® y algunas de sus propiedades.

oo t=tg L5t —to)}=e"" ; >0

6(t—t0)={0 £ o ; 6(t—a):%6u(t—a) ;

LY =1 Dty =0

En SageMath la funcion delta de Dirac se define a través de:

ldirac_delta(x)|

Vamos por tdltimo a resolver un problema diferencial donde aparece la funcién delta de Dirac, dado por el
Ejercicio 4.31, pagina 131 usando el método de la transformada de Laplace.

{ Yy’ + 2y + 3y =55(t — 2)
y(0) =y'(0) =0

var('t s r'")

assume (t>0)

assume (s>0)

t0=0 ; y0=0 ; dy0=0 # Cond. iniciales

y=function('y"') (t)

ec = diff(y,t,2) + 2*diff(y,t) + 3%y == bxdirac_delta(t-2) # EDO
# Aplicamos el Método de Laplace

L = laplace(ec,t,s) ; L

L = L.subs(y(t=t0)==y0,diff (y,t) (t=t0)==dy0) # Sust. cond.

ss = solve(L,laplace(y,t,s))

ss = ss[0] .rhs() .expand() .simplify_full() ; # Fun. transformada
print("Y(s) = "); sys.stdout.flush() ; show(ss)

s = inverse_laplace(ss,s,t,algorithm="'sympy') # sol. particular

print("y(t) = "); sys.stdout.flush() ; show(s)
plot(s,0,10,thickness=2)

5e(=25)
Y= aa s
y(t) = g V2eTHDH (t — 2)sin (ﬁ(t - 2))

94Ver la Seccion 4.6.1, pagina 129.
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A.1.16. Series de Fourier

Recordamos la definicién de la serie de Fourier” de una funcién f(z) definida en el intervalo (—L, L) :

o z:: (ancos +b sen%)

donde los denominados coeficientes de Fourier a y b vienen dados por:

I I I
—Z/_Lf(ac)dm ; anzz/_Lf(x)cos%dm ; bnzz/_Lf(x)sen$dx

Consecuencia del resultado de la serie de Fourier para funciones pares e impares’®, para funciones f(z) definidas
en el intervalo [0, L] se define:

e Serie de Fourier de cosenos de f(z) en el intervalo [0, L]

1t 2 [
~a0+Zancos— ; a/():z/ flx)dz a":f/ f(m)cos?dx
0 0

e Serie de Fourier de senos de f(z) en el intervalo [0, L]

nwx 2 [t nwx
Zb Sen_ ; bn:Z/(; f( )Sean.’L’

95Ver la Definicién 5.10, pagina 140.
96Ver la Seccion 5.4.4, pagina 144.
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Funcién Definida a Trozos

La serie de Fourier de una funcion en SageMath se puede calcular facilmente si previamente se define la funcion
como una funcion definida a trozos mediante el siguiente comando:

piecewise([ ramal , rama2, ... 1)

donde cada una de las ramas o trozos se pueden definir entre paréntesis ( ) o corchetes cuadrados [ ]
indistintamente y en ellos debe aparecer un intervalo, cerrado [ ] o abierto ( ), y la funcién que define ese
trozo.

o ([x1,x2],f) : define una rama con una funcién ‘f* en un intervalo cerrado [x1,x2]
o [[x1,x2],f] : define una rama con una funcién ‘f* en un intervalo cerrado [x1,x2]
o ((x1,x2),f) : define una rama con una funcién ‘f* en un intervalo abierto (x1,x2)

o [(x1,x2),f] : define una rama con una funcién ‘f* en un intervalo abierto (x1,x2)
No se pueden usar intervalos mixtos abierto-cerrado o cerrado-abierto, ademas no se pueden solapar puntos o

zonas. Veamos algunos ejemplos:

flx) = {1';i i;i 5125_2] . f = piecewise([ ([-1,-2]1,1-x) , [[1,2],1+x] 1)

z+1 ze[-1,2

g(r) = IOg(fl) r € (2,3) : g = piecewise([[[-1,2],x+1],[(2,3),log(x)]1,[[3,4], (x+1)/x]11)
x; € [3,4]

Entonces, dada una funcion definida a trozos en un intervalo cualquiera, los primeros n términos de su serie de
Fourier puede determinarsarse mediante el comando:

fourier_series_partial_sun(n, [L])

donde L (optativo) es la mitad del periodo’” [—L, L]. Si no se especifica, el semi-periodo corresponde con el
dominio completo que define la funcién. Si se especifica, el dominio debe ser un miltiplo del semi-periodo dado.
Cada uno de los coeficientes de la serie de Fourier pueden ser deteminados por los comandos:

e |f.fourier_series_cosine_coefficient(n)| : coeficiente a,
e [f.fourier_series_sine_coefficient(n)| : coeficiente b,

Por ejemplo, dada la siguiente funcion:
flx)=3-2¢ «x€[-m, 7

Definimos la funcién en SageMath y calculamos los primeros términos de su serie de Fourier, dada por:

) T T 2rx 2rx
sf(x) = ?—&—alcosf—i—blsenf+agcosT—|—bgsenT—l—--~

fun=3-2*x

f = piecewise([[(-pi,pi),fun]])

sf = f.fourier_series_partial_sum(2) # num. términos = 2
sf

2sin(2z) —4sin(z)+3

97El periodo es en este caso T = 2L. Ver la Seccion 5.2, pagina 135.
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# Calculamos los coeficientes por separado
a0 = f.fourier_series_cosine_coefficient(0)
al = f.fourier_series_cosine_coefficient (1)
a2 = f.fourier_series_cosine_coefficient(2)

bl = f.fourier_series_sine_coefficient (1)

b2

f.fourier_series_sine_coefficient(2)

TEMA A: Software Matemaético

print('a0="',a0,' al=',al,' bl=',bl,' a2=',a2,' b2=',b2)

a0= 6 al= 0 bl=

# Representacidén grafica de la funcidén y su serie de Fourier calculada
P = plot([f,sf],-pi,pi,legend_label=['$f(x)$', '$sf(x)$'],frame=true)
P.set_legend_options(font_size=12) ; P

-4 a2=0 b2= 2

- fle)

—sflx)

=

Calculamos los primeros 200 términos de la serie de Fourier y representamos graficamente, observando con méas

detenimiento el fenémeno del efecto Gibss”® en la discontinuidad de los extremos.

sf200 = f.fourier_series_partial_sum(200,pi)
P = plot([f,sf200],-pi,pi,legend_label=['$f(x)$', '$sf(x)$'],frame=true)

P.set_legend_options(font_size=12, \
bbox_to_anchor=(0.1, 0.1, 0.12, .1), loc=3, mode="expand", borderaxespad=0.)
P2=plot ([f,sf200],pi-0.5,pi,ymin=-4.5,ymax=-2.5,frame=true)

P.inset (P2, pos=(0.65, 0.6, 0.25, 0.25))

10 +

N

T T T T T
27 28 29 30 31

s

98Ver la Seccion 5.4.2,
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Veamos otro ejemplo:
_J3—-2x xe[-3,0
f(x)_{x z e (0,3]

Calculamos dos series de Fourier una con diez términos y otra con 100, representando los resultados.
Podemos también calcular la serie de Fourier de forma manual, determinando los coeficientes ay y by

reset ()
f=x"2+x-1 # f(x)
a0(L)=1/L*integrate(f,x,-L,L); # Coef al

a(n,L)=1/L*integral (f*cos (n*pi*x/L) ,x,-L,L) # Coef an
b(n,L)=1/L*integral (f*sin(n*pi*x/L),x,-L,L) # Coef bn

# Serie de Fourier de f con n términos y semi-peridédo L
def sf(n,L):
return aO(L)/2+sum(a(k,L)*cos(k*pi*x/L)+b(k,L)*sin(k*pi*x/L) for k in range(l,n))

n = 10 # nam. términos

L = 2 # semi-periodo
plot(f,-L,L,color="'blue',thickness=2)+plot(sf(n,L),-L,L,color='red',thickness=2,linestyle=":
")

De esta forma podemos también calcular la serie de senos y la serie de cosenos de una funcion definida en un
intervalo [0, L].

reset ()

var('L")

assume (L>0)

f=x"2+x-1 # f(x)
a0(L)=1/L*integrate(f,x,0,L); # Coef al

a(n,L)=2/L*integral (f*cos (n*pi*x/L),x,0,L) # Coef an
b(n,L)=2/L*integral (f*sin(n*pi*x/L),x,0,L) # Coef bn

# Serie de Fourier de cosenos de f con n términos y semi-periddo L
def sfc(n,L):
return aO(L)+sum(a(k,L)*cos(k*pi*x/L) for k in range(1l,n))

# Serie de Fourier de cosenos de f con n términos y semi-peridédo L

def sfs(n,L):
return sum(b(k,L)*sin(k*pi*x/L) for k in range(1l,n))
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292
n = 100 # nim. términos
L = 2 # semi-periodo

P1 = plot(sfc(n,L),-5%L,5%L,color="red',thickness=2,linestyle="':")+\
plot(£,0,L,color="'blue',thickness=2,title=r'Serie de Cosenos')

P2 = plot(sfs(n,L),-5*L,5*L,color="'red',thickness=2,linestyle="':")+\
plot(f,0,L,color="'blue',thickness=2,title=r'Serie de Senos')

graphics_array([P1, P2]).show(frame=True,figsize=[10,3])

Serie de Cosenos Serie de Senos

5 . o . P 2
1= 3 . . = . i .
12 n 2 t 5 : i { )
e | i 3t : 3 e £ f : j
3- 2 e :: £
1 A T .- 2 A
2{ 0 - .‘ . _. 3 : .l . - : g
1 F el ' . ¥ ¥
11 —24: s 5
] ) :.': r
0] - ] {
; / F I T | 3 r
A : : - -6 1 — - ' '
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Notar que la funciéon fourier_series_partial_sum de una funcion definida en un intervalo [0, L] no corresponde
ni con la serie de cosenos (par) ni con la serie de senos (impar), sino que es la serie de Fourer de la funcion:

{f(x+L)
f(z)

x € [-L,0)
x € [0, L]

donde f(x + L) corresponde con f(z) desplazada a la izquierda L unidades.

ff = piecewise([ [[0,2],£f] 1)

sf=ff.fourier_series_partial_sum(100)

P = plot(sf,-5*L,5*L,color="'red',thickness=2,linestyle="':")+\
plot(£,0,L,color="'blue',thickness=2)

P.show(frame=True,figsize=[10,3])

3’ hy . " : l.
Y ¥ F Yy Yy v 7

i H .
0 B 10
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A.1.17. Problemas de Sturm-Liouville

Recordamos que un problema regular de Sturm-Liouville?” viene definido por el siguiente PVF:

(] + lalx) + M)y =0

Ary(a) + Biy'(a) =0
Aoy(b) + Bay'(b) =0

donde:

e Las funciones p(z), p'(z), q(z) y r(z) son reales y continuas en el intervalo [a,b], donde p(z) y r(z) no
cambian de signo en ese intervalo y a la funcion r(x) se le denomina funcidn peso.

e Las constantes A; y B; no pueden ser cero a la vez, al igual que As y Bs.

Para aquellos valores A € C para los cuales el problema anterior tiene solucion no nula y(z), se denominan
respectivamente autovalor o valor propio y autofuncién o funcién propia asociada del problema'??.

En este tipo de problemas SageMath puede ayudar a simplificar las operaciones involucradas en su anélisis,
pero debido a su complejidad no hay un camino simple para su resolucién.

Problema 1

Vamos a ver a modo de ejemplo como se analizaria el problema de Sturm-Lioville dado en el Seccion 6.2.1,
péagina 154.

u(z) €[0,L] L>0

v+ Adu=0
u(0) =0, uw(L)=0

Definimos inicialmente la EDO del problema'®".
reset ()

u=function("u") (x)

var("lambda_ L s mu_")

assume (L>0)

assume (mu_>0)

edo = diff(u,x,2)+lambda_*u==0 ; show(edo)

82

Au(x) + Wu(x) =0

Una forma sencilla de resolverla es a través de la transformada de Laplace, asi aplicamos dicha transformada a
la ecuaciéon y despejamos.

EL = laplace(edo.lhs(),x,s); show(EL)
S = solve(EL,laplace(u,x,s)); S # Transf. de Laplace

2L (u(x),z,8) + AL (u(x),x,s) — su(0) — Do (u) (0)

0) + Do (u) (0)
s2 4+ A

L(u(z),x,s)= s

Notar que no hemos incluido las condiciones frontera ya que de esa forma solo se obtendria la solucion trivial.
Lo que haremos es dejarla en funcion de los valores de u(0) y u/(0) que posteriormente lo transformaremos en
pardmetros para obtener la soluciéon general. Estudiamos todos los posible casos en funcion del valor de A.

99Ver la Definicién 6.2, pagina 160.
100Ver la Definicion 6.1, pagina 153.
101E] signo subrayado ’_’ después del nombre de la variable lambda sirve para su visualizaciéon apropiada en LaTeX.
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Caso:

Este valor es fundamental ya que cambia radicalmente la naturaleza de la EDO. Sustituimos el valor A = 0
en la EDO y resolvemos obteniendo la soluciéon general de la ecuacion, que depende de las condiciones
iniciales del problema.

SO0 = S[0].rhs() .subs(lambda_=0) # lambda = O
SGO = inverse_laplace(S0,s,x).demoivre(force=true).simplify_full() ; show(SGO)

Do (u) (0) + u (0)

Aqui se ha utilizado el comando |.demoivre(force=true)| para forzar que el resultado se muestre en forma
polinémica,/trigonométrica en lugar de exponencial.

Ahora vamos a poner la solucion general en funcion de w(0) y w'(0), que en nuestro caso dependeran de los
valores de u(0) y u(L), para ello introducimos dos parametros C; y Cs.

var('C1 C2")
SGO.subs (u(x=0)==C1,diff (u,x) (x=0)==C2)
SGO = SGO.subs(u(x=0)==C1,diff (u,x) (x=0)==C2) ; show(SGO) # Sol. General

Cox + Cy

Imponemos las condiciones frontera y resolvemos el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas Cy y Cs.

solve ([SGO.subs (x=0)==0,8G0(x=L)==0], [C1,C2])

([C1=0,C2 =0]]

Por tanto se obtiene la solucién trivial y A = 0 no es autovalor del problema.

Caso: Hacemos el cambio A = —u? para p > 0.

assume (mu_>0)

SS
SG

S[0].rhs() .subs(lambda_=-mu_~2) # lambda < O
inverse_laplace(SS,s,x) .demoivre(force=true) .simplify_full() ; show(SG)

weosh (px) u (0) 4 sinh (uz) Do (u) (0)

1

Aqui se ha utilizado el comando |.demoivre(force=true)| para forzar que el resultado se muestre en forma
trigonomeétrica (hiperbolica) en lugar de exponencial.

Ponemos la solucion general en funcion de «(0) y u/(0), que en nuestro caso dependeran de los valores de u(0)
y u(L), a través de los parametros Cy y Cs.

SG.subs (u(x=0)==C1,diff (u,x) (x=0)==C2)
SG = SG.subs(u(x=0)==C1,diff (u,x) (x=0)==C2) ; show(SG) # Sol. General

Cipcosh (pz) + Cy sinh (pz)

I

Sustituimos la primera condiciéon frontera u(0) = 0 y determinamos la primera constante C4, substituyendo su
valor en la solucién general.

S1 = solve(SG(x=0)==0,C1) ; show(S1)
S2 = SG(C1=S1[0] .rhs()); show(S2)
[C1 = 0]

Cy sinh (uz)

I

Estudiamos ahora la segunda condicion frontera u(L) = 0.
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S2(x=L)

Cysinh (L)
W

Como L, u # 0 entonces sinh(Lu) # 0 y por tanto Cy = 0, con los que se obtiene la solucién trivial y por tanto
A < 0 no es autovalor del problema.

e Caso: A >0 Hacemos el cambio A\ = p? para p > 0.

Obtenemos la solucién general introduciendo las constantes Cy y Cs.

SS = S[0] .rhs() .subs(lambda_=mu_~2) # lambda >0
SG = inverse_laplace(SS,s,x).demoivre(force=true).simplify_full()
SG SG.subs (u(x=0)==C1,diff (u,x) (x=0)==C2) ; show(SG)

Crpcos (px) + Cosin (ux)
I
Notar que en este caso, a diferencia del caso anterior la solucion general depende de los valores trigonométricos
cos(ux) y sin(ux), en lugar de cosh(ux) y sinh(ux).
Al igual que antes, teniendo en cuenta la primera condicion frontera u(0) = 0 se tiene.

S1 = solve(SG(x=0)==0,C1) ; show(S1)
82 = SG(C1=S1[0].rhs()); show(S2)
[Cy =]

Cysin (px)

1

Estudiamos ahora los posibles valores para « = L (segunda condicion frontera).
SS2 = S2.subs(x==L); show(SS2)

Cysin (Lu)
w

Este valor debe ser 0 para que se cumpla la segunda condicién frontera, pero para que la soluciéon general no
sea la trivial, se debe cumplir Cy # 0 y por tanto sin(Lu) = 0. Buscamos las posibles valores de p para que se
cumpla esto.

sol = solve(sin(L*mu_)==0,mu_,to_poly_solve='force');
sol = sol[0]; show(sol)
TZ1853

L

Donde zz4, es un valor entero que llamaremos k. En este caso la sentencia to_poly_solve=’force’| sirve
para obtener soluciones trigonométricas que de otra forma no son mostradas.

var('k z1883"')

assume (k, 'integer')

assume (k>0)

sol = sol.subs(z1883==k); show(sol)

7wk
=T
Y como en este caso A = p? se tiene:

solve(Sx.subs (mu_==sqrt(lambda_)),lambda_)
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w2 k2
-]

SOL = u==S2(mu_=sol.rhs()); SOL # sol. final

Oy L sin (Zkz
u(x): 2 ﬂ-k( L )

Donde C2L/(mk) = C constante. Por tanto finalmente los autovalores y autovectores de este problema son:

n2k? kmx
A = 77 ; un(:c):CsenT ; k=1,2,---

Problema 2

Veamos ahora el Ejercicio 6.1, pagina 161, obteniendo los autovalores y autofunciones del siguiente problema.

y(0) =¢'(1) =0

Aplicamos el método de la transformada de Laplace para resolver la EDO del problema.

{ ' +2 + 1+ Ny =0

reset ()

var("lambda_ mu_ L s C1 C2")

y=function("y") (x)

assume (L>0)

assume (mu_>0)

edo = diff(y,x,2)+2*diff(y,x)+(1+lambda_)*y==0 ; show(edo) # EDO

EL = laplace(edo.lhs(),x,s); show(EL) # Transf. Laplace
S = solve(EL,laplace(y,x,s)); S # Despejamos Y(s)
(4 Dy () 2y (@) + o (@) = 0
T —y(z)+ —=—=y(x) =
Y az” 9z)2?

2L (y(x),2,8) + AN+ DL (y(z),z,5) + 2L (y (x),2,5) — sy (0) — 2y (0) — Dy () (0)

5y (0) +2y(0) + Do (y) (0)

Ly (@) a,s) = O

Estudiamos ahora todos los posible casos en funcién del valor de A. Estudiamos primero el valor A = —1 para
el cual hay un cambio radical de la EDO.

e \=-1
SO = S[0].rhs() .subs(lambda_=-1) # sustituimos lambda = -1
SGO = inverse_laplace(S0,s,x); show(SGO) # Transformada inversa
SGO = SGO.subs(y(x=0)==C1,diff (y,x) (x=0)==C2) ; show(SGO) # Ci=y(0), C2=y'(0)
solve ([SGO.subs(x=0)==0,diff (SG0,x) (x=1)==0], [C1,C2]) # Cond. frontera y resolvemos
1

-5 729D () (0) 4 ¥ (0) + % Do () (0)

1 1
_Z (—22) -
5 Che +C1 + 5 Csy
[[C1 =0,C5 =0]]
Por tanto A = —1 no es un autovalor del problema.

e \=0
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S0 = S[0].rhs() .subs(lambda_=0) # Sustituimos lambda = 0

SGO = inverse_laplace(S0,s,x); show(SGO) # Transformada inversa

SGO = SGO.subs(y(x=0)==C1,diff (y,x) (x=0)==C2) ; show(SG0) # Ci=y(0), C2=y'(0)

solve ([SGO.subs (x=0)==0,diff (SGO,x) (x=1)==0], [C1,C2]) # Cond. frontera y resolvemos

ze)y (0) + 2¢ =Dy () (0) + ey (0)
Crze™) + Cyze =) + Crel=)

[[Ch =0,C2 =11]]

En este caso al obtenerse soluciones no nulas (r1), el valor A = 0 si es un autovalor del problema siendo las
autofunciones asociadas y(x) = Cze ".

Ao =0 yo(z) = Cae™™

. Haciendo el cambio A = —pu? para p > 0, donde u # 1.

var('K1 K2') # nuevas ctes

assume (mu_ '= 1) # lambda != -1

SS = S[0].rhs() .subs(lambda_=-mu_"2) # sustituimos lambda=-mu~2

SG = inverse_laplace(SS,s,x) ; show(SG) # Transf. Inversa

SG = SG.subs(y(x=0)==C1,diff (y,x) (x=0)==C2) ; show(SG) # ctes C1, C2

SG = SG.subs(Cl*mu_-C1-C2==K1,Cl*mu_+C1+C2==K2) ; show(SG) # simplicamos con ctes K1, K2
#

Ecl = SG(x=0)==0 ; show(Ecl) Primera cond. frontera

soll = solve(Ec1,K1); show(soll)

Ec2 = diff(SG,x) (x=1)==0 ; # Segunda cond. frontera
Ec2 = Ec2.subs(K1=s011[0] .rhs()); show(Ec2)
sol = solve(Ec2,mu_); show(sol) # Despejamos valores mu

(1y (0) — y (0) — Dy (y) (0))el~ (D) L (19 (0) +y(0) + Do (y) (0))e(lr=)=)

2p 2

(C1/,L - C1 — CQ)e(*(ll«Jrl)z) N (CLU, +C + CQ)C((/Afl):c)
2p 2/

Kie~tDa) g el(p—1)2)
K K _
2 2p
[KI = —K2]
Ky(p—1)e= Ky(u+ 1el-r=D

+ =0

2p 2

e(ﬂfl) — 6(7“'71)

= oD § enD)

Representamos graficamente estos valores p para buscar si hay soluciones no nulas.

plot(sol[0].1hs()-s0l1[0] .rhs() ,mu_,-1,1)
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T
0.5

T
10

Solo . = 0 darfa soluciones no nulas para K; y Ko, pero p > 0 con o # 1 y por tanto las tnicas soluciones son
la trivial K7 = Ko = 0, lo que concluye que A < 1 con A # —1 no son autovalores del problema.

e )\ > 0 haciendo el cambio A = p? para pu > 0.

assume (mu_>0)

SS = S[0].rhs() .subs(lambda_=mu_"~2)

SG = inverse_laplace(SS,s,x) ; show(SG)

SG = SG.subs(y(x=0)==C1,diff (y,x) (x=0)==C2) ; show(SG)

SG SG.subs (Cl*mu_-C1-C2==K1,Cl*mu_+C1+C2==K2) ; show(SG)
Ecl = SG(x=0)==0 ; show(Ecl)

Ec2 = SG(C1=0) ; show(Ec2)

EE = diff(Ec2,x)(x=1)==0 ; show(EE)

cos (1 (y (0) + Do (y) (0)) sin (ux) o(—2)
( (uz) y (0) + - )

(01 + 02) S1n (/Jl') ) e(_z)
]

(C1 + C)sin (Mx))e(—x)
W

(Crcos (o) +

(01 cos (pux) +

Ci=0

Cae =) sin (ux)
w

Cycos () e™Y — Coel™ Y sin (u)

I

Buscamos soluciones para que Co # 0.

=0

f = solve(EE,mu_); show(f)

=]

Representamos gréaficamente para buscar soluciones mu = 7, no nulas.

plot(£[0].1hs() ,mu_,-10,10,color="blue')+\

H O H H H HH

lambda > 0O

Transf. Inversa

ctes C1, C2

simplf con ctes K1, K2
Cond. frontera 1 => C1=0
Sustituimos C1=0

Ec. solucidn

plot(£[0] .rhs() ,mu_,-10,10,ymin=-10,ymax=10,color="'red',,detect_poles='show')
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10 A

w4
=
o

—104

Viendo la gréfica, claramente existen, ademéas de la solucién nula mu = 0 otros infinitos valores de p no nulos
(puntos de corte entre grafica azul y roja).

Buscamos algunas de estas soluciones numéricas r, de esta ecuacion. Para ello primero simplificamos algo la
expresion y usamos comando |.find_root(x1,x2) para encontrar soluciones de ecuaciones o funciones'’? e
un intervalo [z1, z2].

1

fun=solve(f[0],sin(mu_)) ; show(fun)

r0 = fun[0] .find_root(-1,1) ;
rl = fun[0].find_root(1,5) ;
r2 = fun[0].find_root(7,8) ;

print('r0=',r0,' , ri=',r1,' , r2=',r2)
[sin (1) = pcos ()]
rO0= 0.0 , ri= 4.493409457909064 , r2= 7.725251836937707

Finalmente los autovalores y autofunciones del problema son.

An = ln =/Tn yn(x) = Csin(pnx) = Csin(r,z)

Problema 3

Resolvemos aqui el problema de SL del Ejercicio 6.3, pagina 165.

y' -y +dy=0,0<z<2
y'(0)=0, y'(2)=0

reset ()

var("lambda_ mu_ s C1 C2")
y=function("y") (x)

assume (mu_>0)

edo = diff(y,x,2)-diff(y,x)+lambda_*y==0 ; show(edo) # EDO
EL = laplace(edo.lhs(),x,s); show(EL) # Transf. Laplace
EL = EL.subs(diff (y,x) (x=0)==0); show(EL) # subst cond. y'(0)=0
S = solve(EL,laplace(y,x,s)); S # Despejamos Y(s)
0 0?2
Ay (z)

~ gV @) ey (#) = 0

102,25 funciones se consideraran ecuaciones igualadas a cero.
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s2£(y(x),x,s)—l—)\ﬁ(y(x)w,s) —sE(y(x),x,s) _Sy(0)+y(0) _DO (y) (O)
s?L(y (z),x,8) + AL (y (2) 2, 8) — sL(y (x) ,2,5) — sy (0) +y(0)

Estudiamos ahora todos los posible casos en funciéon del valor de A. Estudiamos primero el valor A = 0 para el
cual hay un cambio radical de la EDO.

e \=0

S0 = S[0] .rhs() .subs(lambda_=0); show(S0) # Sustituimos lambda = O
SGO = inverse_laplace(S0,s,x); show(SGO) # Transformada inversa
SGO = SGO.subs(y(x=0)==C1,diff (y,x) (x=0)==C2) ; show(SGO) # Cl=y(0), C2=y'(0)

DGO = diff(SGO,x) .subs(x=2)==0 ; show(DGO) # Sustituimos la otra cond,

~y'(2)=0
sy (0) —y (0)

s2—s

y(0)
Cy
0=0

En este caso se obtiene una solucion contante y(x) = Ci, distinta de la trivial, y por tanto A = 0 si es un
autovalor del problema.

e A#£0

Aqui al calcular la transformada inversa de Laplace con SageMah da error avisando que depende del valor de
D = 4\ — 1. Estudiamos tres casos para D =0, D <0y D > 0.

edA—1=0 A=1/4

SS = S[0].rhs() .subs(lambda_==1/4)

SS = inverse_laplace(SS,s,x); show(SS) # Transformada inversa

SS = 8S.subs(y(x=0)==C1,diff (y,x) (x=0)==C2) ; show(SS) # Cl=y(0), C2=y'(0)

DS = diff(SS,x).subs(x=2)==0 ; show(DS) # Sustituimos la otra cond y'(2)=0

solve(DS,C1)

—%xe(%m)y(O) +e(%w)y(0)
_%Clxe(%z) +Cle(%w)
1
*5 Cle =0
[C1 =0]

En este caso se obtiene la solucion trivial y por tanto A = 1/4 no es un autovalor del problema.

e 4N—1<0 A<1/4 (A#0)

assume (4*xlambda_-1<0)

SS = inverse_laplace(S[0].rhs(),s,x) # Transformada inversa

SS = SS.subs(y(x=0)==C1,diff (y,x) (x=0)==C2) ; show(SS) # Sol. Gemneral Cl=y(0), C2=y'(0)
DS = diff(SS,x).subs(x=2)==0 # Sustituimos la otra cond y'(2)=0
DS = DS.simplify_full() ; show(DS)
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(' sinh (% V=4 X+ lx) (
e
vV—4l+1

z)

[N

(Cl cosh (; V=4 X+ 1x> —

2 C1 Aesinh (\/ —4 )\ + 1) 0
V=AX+1 B

Notar que todos los términos aqui son no nulos y por tanto para que se cumpla la dltima ecuacién es necesario
que C; = 0. Por tanto, en este caso se vuelve a obtener la solucion trivial y por tanto A = 1/4 no es un autovalor

del problema.

e 4XA—-1>0 A>1/4

Usamos inicialmente el comando |forget() para borrar todas las imposiciones establecidas anteriormente
sobre las variables con el comando |assume() .

forget() # borra assume anterior
assume (4*lambda_-1>0)

SS = inverse_laplace(S[0].rhs(),s,x) # Transformada inversa

SS = SS.subs(y(x=0)==C1,diff(y,x) (x=0)==C2) ; show(SS) # Sol. General Cl=y(0), C2=y'(0)
DS = diff(SS,x) .subs(x=2)==0 # Sustituimos la otra cond y'(2)=0
DS = DS.simplify_full() ; show(DS)

z)

Nl=

(cl (; mx) _ Cisin (3 m‘”>)e<

vVar—1
QClx\esin( 4\ — 1)
vVar—1

Notar que a diferencia del caso anterior, donde aparecia sinh(), en este caso el término sin() si puede anulares
en infinitos argumentos no nulos y por tanto los autovalores A,, vendran dados por:

=0

2,2 1

nem
VAN, — 1 = An = _Z
nmw — 1 1

Lo hacemos en SageMath obteniendo los autovalores y autofunciones correspondientes.

var('n')
assume(n, 'integer')
assume (n>0)

Sx = solve(sqrt(4*lambda_-1)==n*pi,lambda_); show(Sx)
SS = SS.subs(lambda_==Sx[0] .rhs()); show(SS)

1 1
|:)\ = Z 772712 + 4:|

Nl

L\ 1
(Cl (1 m) B Cn(W)( )
2 ™

Estos autovalores y autovectores junto con los obtenidos para A = 0 son las soluciones del problema.
Vamos ahora a comprobar la ortogonalidad de las autofunciones con la funcidn peso '3 e=2.

var('m')

assume (m, 'integer')

assume (m>0)

assume('m !'= n')

SI = integral (SS#SS.subs(n==m)*exp(-x),x,0,2) .simplify_full() ; show(SI)

0

103Ver el Ejercicio 6.3, pagina 165.
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A.1.18. Ecuaciones en Derivadas Parciales

Recordamos el concepto de ecuacién diferencial en derivadas parciales'’ (EDP):

ED

u(w71/72;t7"') —P> ‘F(l’ayazatauaumuhumw"'):0‘

De ellas, desde un punto de vista aplicado, el grupo de EDP més importante son las EDP lineales de segundo
orden'"”:

n

L O —~ 0 o e
Y 05D g + > bi(D) 5+ e(Du(?) = £(2)
7 7 i=1 73

i,j=1

Se denomina problema de valores en la frontera'’® (PVF) al conjunto de una EDP definida en un dominio
Q junto con las condiciones iniciales y/o de frontera o contorno.

Frontera 0f2

Problema EDP EDP en un dominio

+
(PVEF) Condiciones iniciales y/o de contorno

Uno de los métodos mas importantes en la resolucion de problemas de EDP es el método de Separacion de
Variables'”, en el cual la EDP se descompone en un conjunto de problemas de EDO maés sencillos de resolver.
Recordamos los problemas basicos de EDO de tipo Sturm-Liouville!®® que suelen aparecer en la resolucion de

EDP.
- 8%u
Problema Basico de Autovalores ) +Au=0

u(0) =0 uw'(0) =0 u(—L) = u(L)
Cond. Frontera { W(L) =0 { V(L) =0 W (=L) = /(L)
(T) (T) (T)
Autovalores L L L
An n=1,2- n=0,1,2,--- n=0,1,2,---
Autofunciones nrx nwx nwx nmx
sen —— cos —— sen —— , cos——
Serie w _nmx - nmx _ - nwx _nmx
flz) = ; B, sen T flz) = nZ:OAn cos —— f(x) nZ:OAn cos — + B, sen A
1 [* I
Ag=— d Ag = — d
o= |ty G
2 (* T 2 (* T I T
Coeficientes B, = Z/o f(z)sen LZT dr | A, = I/ f(z) cos LET dx A, = I [L f(z) cos ? dx
L , .
B, = 1 f(z)sen T G
LJ

104ver el Tema 7, pagina 175.

105Ver la Definicion 7.2, pagina 178.

106 También denominados con condiciones de borde o contorno.
107Ver la Seccion 7.2, pagina 183.

108Ver la Seccion 6.2.1, pagina 153.
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EDP de Primer Orden

Empezamos viendo como resolver a través de SageMath usando el método de separacion de variables una EDP
de primer orden resuelta en el Ejercicio 7.1, pagina 184.

Ou  Ou

ZJ% = 87y
Empezamos definiendo las variables y la EDP.
var('x y')

u=function('u') (x,y)
edp = y*diff(u,x) == diff(u,y) ; edp

0 0

Aplicamos el método de separaciéon de variables

X=function('X"') (x)

Y=function('Y") (y)

u=X*Y

edpl = y*diff(u,x) == diff(u,y) ; edpl

9
oy

Intentamos separar los dos términos dependientes de x e y.

WY (1) 5o X () = X (2) 5 (9)

var('lambda_")

sl = solve(edpl,diff(X,x)); show(sl) # Separamos X'

s2 = (s1[0] .rhs()==1) .solve(X); show(s2) # Separamos X de la parte dcha
s3 = s1[0].1hs()/s2[0] .1hs()==1/s2[0] .rhs() ; show(s3) # Juntamos partes
edox = s3.lhs()==lambda_ ; show(edox) # Parte X(x)

edoy = s3.rhs()==lambda_ ; show(edoy) # Parte Y(y)

X (2) 2Y
[6(): () 5,Y ()

ox yY (y)
2 4 ()
[X( =2y

ZX (@) _ 5Y )
X (x) yY (y)

2X (2)

ox _
X@

2Y (y)

Jy _
Wiy

Resolvemos las dos EDO independientes.

solx = desolve(edox,X,ivar=x) ; show(solx)
soly = desolve(edoy,Y,ivar=y) ; show(soly)

Ce()\ac)
C’e(% Av?)

Juntamos ambas soluciones en la solucion general final y cambiamos nombre de los pardmetros C'y A por los
tipicos C7 y Cs.
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var('_C C1 C2')
u = solx*soly ; show(u)
u = u.subs(_C~2==C1,lambda_==C2) ; show(u)

C2e(3 M +2z)

Cyel3 v +Cox)

Comprobamos la validez de la solucién general.
bool(y*diff (u,x) == diff(u,y))

True

Representamos una soluciéon particular.

plot3d(u(C1=1,C2=2),(x,-1,1),(y,-1,1) ,aspect_ratio=[1,1,0.1])

Ecuacién del Calor Unidimensional

Resolvemos en este caso el problema en EDP dado en el Secciéon 7.4.2, pagina 188 correspondiente a la conduccion

del calor en una varilla unidimensional.

kugr = ug

O<z<L,t>0

w(0,t) =0, u(L,t)=0 t>0

u(z,0) = f(z)

reset ()

var('k x t L")

assume (k>0)

assume (L>0)

u=function('u') (x,t)

edp = kxdiff(u,x,2) == diff(u,t) ; edp

2 0
kwu (z,t) = pr (z,t)

Aplicamos separaciéon de variables.

X=function('X"') (x)

T=function('T"') (t)

u=X*T

edpl = k*xdiff(u,x,2) == diff(u,t) ; edpl

Clases de Caloulo Il
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VT () - X (@) = X () 2T (1)
(0x)? N ot
var('lambda_")
sl = solve(edpl,diff(X,x,2)); show(sl) # Separamos X''
s2 = (s1[0] .rhs()==1) .solve(X); show(s2) # Separamos X de la parte dcha
s3 = s1[0].1hs()/s2[0] .1hs()==1/s2[0] .rhs() ; show(s3) # Juntamos partes
edox = s3.lhs()==-lambda_ ; show(edox) # Parte X(x)
edot = s3.rhs()==-lambda_ ; show(edot) # Parte T(t)
02 X (@) 5T @)
[(3@2 X (@) KT (1)
kT (t)
X () =
[ 5T (1)
o X (2) _ 5T
X (x) kT (t)
(c';{)z)QX (l‘) — )
X (x)
5T (1)
kT (t)

Empezamos resolviendo el primer problema sobre X (z).

X"+ AX =0
X(0)=0, X(L)=0

que corresponde con un problema bésico de Sturm-Liouville cuyas soluciones son conocidas

Ay = : X,Ax)zC,ﬁin? ;o on=1,2,---

var('n')

assume(n, 'integer')

assume (n>0)

edol= sin(n*pi*x/L) ; show(edol)

Lambda = (n~2*pi~2/L~2) ; show(Lambda)

#show(LatexExpr ('X(x) = '),edol,LatexExpr('\qquad,\qquad \lambda ='),Lambda)

. (TNT
sin ()
2n?
72
La segunda EDO sobre T'(t) es facilmente resoluble con SageMath.
var('_C')
C=function('C') (n)

edo2 =desolve(edot,T,ivar=t) ; show(edo2)
edo2 = edo2(lambda_=Lambda,_C=C); show(edo2)

Ce(—k)xt)

109Ver la Seccion A.1.18, pagina 302.
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_ 7r2kn2t)

C (n) e( L2
Por el principio de superposicion''? la solucién final es por tanto:

sol = edol*edo2
u=sum(sol,n,1,00); show(u)

+ooC (_%ﬁ) . ™I
nz::l (n)e sin (T)

Las constantes C,, se pueden obtener a través de la condicién inicial del problema:
u(z,0) = X(2)T(0) = f(z) = u(z,0) = Z Cp, Sen (%x) = f(x)
=1

Esto corresponde con la serie de Fourier de senos''! de f(x) y por tanto las constantes ¢, correspondientes a
los coeficientes de la serie se pueden obtener como:

Cn = E/OL f(s)sen (%s) ds

Vamos a crear un pequeno codigo para representar graficamente algunas soluciones para una determinada
funcion de la condicién inicial f(z).

var('n i ')

L=1

k=0.01

f(x) = 10%(-x"2+L*x)

def C(nn,1):
coeff = 2/1xintegral (f(x)*sin(nn*pi*x/1), (x,0,1))
return coeff

def FF(an,1,tt):
return sum(C(i,1)*sin(i*pi*x/1)*exp(-k*tt*i~2%pi~2/1°2), i, 1, nn)

T=40
g=sum([plot (FF(10,1,n), (x,0,L), color=hue(n/(T+1)), legend_label='t='+str(n))
for n in range(1,T,5)])

p=plot(f(x), (x, 0, 1), color='black', legend_label='f(x)')
(p+q) .show()

2.5

JiF
=
=

[RIRCRIR]
[HENTNTSTY. Yutal

2.0

110Ver el Teorema 7.1, pagina 186.
H1Ver la Seccion 5.4.4, pagina 145.
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Resolvemos el siguiente problema correspondiente al problema dado en el Seccion 7.4.3, pagina 198.

u_ko (o
ot ror \' or
u(a,t) =0
|u(0,t)] < oo

u(r,0) = f(r)

reset ()

var('k ar t')
assume (k>0)

assume (a>0)
u=function('u') (r,t)

edp = diff(u,t) == k/r*diff(r*diff(u,r),r) ; edp

(r,t) (ru (rt) + gru(rn) )&
“u -
ot r

Aplicamos separaciéon de variables.

R = function('R') (1)

T = function('T"') (t)
u = RxT

edpl = diff(u,t) == k/r*diff (r*diff(u,r),r) ; edpl

) r € (0,a), t>0

9 (1T &) o R +T (1) 2R () )k

(Cond. Compatibilidad)

R(r) 5T (t) =

ot r

var('lambda_")
sl = solve(edpl,diff(T,t)); show(sl)

sir = s1[0].rhs() .expand() ; show(slr)
s2 = (slr==1).solve(T); show(s2) # Separamos T de la parte dcha

# Separamos T'

s3 = s1[0].1hs()/(k*s2[0] .1hs())==(1/(k*s2[0] .ths())) .expand() ; show(s3) # Juntamos

—partes

edot = s3.lhs()==-lambda_ ; show(edot)
edor = s3.rhs()==-lambda_ ; show(edor)

2l (B = rR(r)

{a (kr e R ) + KR ()T ()
ot

KT (t) %R(T) N kT (t) &R ()
R(r) rR(r)

_ rR(r)
[T ) = kriss R (r) + kR (r)

62
STt w0  ZR(r)

KT . R rR(r)
ST (1)
%T(t) =

Pedro José Hernando Oter
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# Parte T(t)
# Parte R(r)
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Empezamos analizando el primer problema de Sturm-Liouville
# lambda = O

edor = (edor.lhs()*R*r).expand() -edor.rhs()*R*r; show(edor)
u0 = desolve(edor(lambda_=0),R,ivar=r,contrib_ode=True) ; show(u0)

2
)+ )

or
Kilog(r) + Ko

ArR(r) +r

Por la condicion de compatibilidad K7 = 0 y con la condicién frontera R(a) = 0 hace que ko=08$, obteniéndose
la solucién trivial y por tanto A = 0 no es autovalor del problema.

# lambda |= 0
ur = desolve(edor,R,ivar=r,contrib_ode=True) ; show(u0)

Kilog (r) + Ks

Por la condicion de compatibilidad se tiene Ko = 0. Para que se cumpla la condiciéon frontera R(a) = 0 y
evitar la solucion trivial es necesario K7 # 0. Notar que la funciéon de Bessel Jy(x) es simétrica y por tanto
Jo(—z) = Jo(x).

Es necesario entonces que av/\ sea un cero z, de la funcion Jy(z). Recordamos que los ceros de las funciones
de Bessel''? se puede obtener a través de la libreria mpmath como en la Seccién A.1.7, pagina 270. Por tanto
los autovalores y autofunciones de este problema son:

from mpmath import besseljzero
var('z_n n')

assume(n, 'integer')

assume (n>0)

assume (z_n>0)

#def z(n): return besseljzero(0,n)

A = axsqrt(lambda_)==z_n
L = solve(A,lambda_) ; show(L)
ur = ur[0] (_K2=0,r=-r,lambda_=L[0] .rhs()).rhs() ; show(ur)

22
=]
TZn
K "
1Jo( ; )

La segunda EDO en la variable T'(t) es facil de resolver:
edot = edot.lhs()*k*T-edot.rhs()*k+*T; show(edot)

kAT (t) + %T 0

ut = desolve(edot,T,ivar=t,contrib_ode=True) ; show(ut)
ut=ut (lambda_=L[0] .rhs()); show(ut)

Ce(—kkt)

Ce<_k‘%z>

Y por tanto la soluciéon final es:

112Ver la Seccion 6.4.1, pagina 171.
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var('_C')

C=function('C') (n)

Z=function('Z"') (n)

sol = ur(_Ki1=1,z_n=Z)*ut(_C=C,z_n=Z) ; show(sol)
u=sum(sol,n,1,00); show(u)

C(n) JO(TZ <n))e<_ktza7(z">2>

a

ktZ(n)?
- 2

570 oA (558)

Para determinar los coeficientes es necesario tener en cuenta la condicién inicial del problema original.

u(r,0) = () = ic (")

Notar que esto corresponde con la serie de Fourier generalizada''® de la funciéon f(r) en términos de las
funciones de Bessel. Teniendo en cuenta las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel''* con la
funcién peso r se tiene finalmente:

/ f(r)Jo <r2’0> rdr
On = ! a n ’
/ﬁoﬁ (T%D> rdr
0 a

Vamos a crear un pequeno cdédigo para representar graficamente algunas soluciones para una determinada
funcién de la condicién inicial f(x).

n=1,2,-

# Importamos librerias necesarias
from scipy.special import *
import sage.libs.mpmath.all as a
from matplotlib import cm

var('x y rn i ')
a=pi # radio
k=0.01 # conductividad

# Fun. ini t=0
f(x) = sin(pi/2+3*x)

# Ceros de J_0 (los 50 primeros)
zn=jn_zeros (0, 50)

# Funcion de Bessel J_O
def JO(x): return bessel_J(0,x)

# Cte de la serie de Fourier Geneneralizada
def C(n,a):
z=zn[n-1]/a
i=numerical_integral (x*(JO(x*z))~2,0,a) [0]
return 1/i*numerical_integral (x*f (x)*J0(x*z),0,a) [0]

# Solucidn
def FF(an,RR,tt):
return sum(C(i,RR)*JO(x*zn[i-1]/RR)*exp(-k*tt*(zn[i-1]/RR)~2) for i in [1..nn])

113Ver la Seccion 6.3.2, pagina 164.
14Ver la Seccion 6.4.1, pagina 171.
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Representacion grafica usando Matplotlib para un tiempo detrminado (¢t = 3) donde se muestra la temperatura
u(r,t) en forma de superficie en 3D en coordenadas cartesianas, de mapa de contorno en 2D en coordenadas
polares y como una curva en funciéon del radio (independiente del dngulo).

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib import cm

fig = plt.figure(figsize=plt.figaspect(0.3))
plt.subplots_adjust(wspace=0.35)

N=100 # Nam. ptos grafica

# Vectores

theta = np.radians(np.linspace(0, 360, N)) # angilo

r = np.arange(0, a, a/N) # radio

u = np.arange(0, a, a/N) # u(r,t)

# Matrices

RR, AA = np.meshgrid(r, theta)

U = np.random.random((theta.size, r.size))

RR = RR.astype(float) ; AA = AA.astype(float) ; U = U.astype(float)

a=np.pi # radio
t=3 # tiempo
NN=10 # num términos serie

# Funcién sol u(r,t)
for i in range(0,r.size):
uli] = FF(NN,a,t) (x=r[i]) .n(
for j in range(0,theta.size):
U[j,i] = ulil

# Coord. cartesianas
X, Y = RR*np.cos(AA), RR*np.sin(AA)

#-- Plot Surface ----—---—-mmm -
axl = fig.add_subplot(l, 3, 1, projection='3d')
axl.plot_surface(X, Y, U, cmap=cm.coolwarm)

axl.set_zlim(-1, 1)
axl.set_xlim(-a, a)
axl.set_ylim(-a, a)
axl.set_xlabel(r'$x$"')
ax1.set_ylabel(r'$y$"')
axl.set_zlabel(r'$u$')

#-- Plot Contour —-----ommmm oo
ax2 = fig.add_subplot(l, 3, 2, projection='polar')
ax2.contourf (AA, RR, U,cmap=cm.coolwarm)

#-- Plot Lineal ----------mmm oo
ax3 = fig.add_subplot(l, 3, 3)

ax3.plot(r,u,color="'green')

ax3.set_x1im(0, a)

ax3.set_ylim(-1, 1)

ax3.set_xlabel(r'Radio')

ax3.set_ylabel(r'$u$')

plt.show()
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En la siguiente grafica se muestra la evolucion de los perfiles de temperatura (curvas) en funcion del radio, para

distintos tiempos.

# Rep. Grafica unidimensional (radio) en funcidén del tiempo
T=40 # Tiempo méaximo

g=sum([plot (FF(10,a,n), (x,0,a), color=hue(n/(T+1)), legend_label='t='+str(n)) \

for n in range(1,T,5)])
# Funcion inicial
p=plot(f(x), (x, 0, a), color='black', legend_label='f(x)')
(p+q) . show ()

1.0

0.5

—0.5

=10

Pedro José Hernando Oter
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